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译 者 的 if 


随 着 国民 经 济 建设 的 迅速 发 展 ， 在 科学 和 技术 部 门 中 提出 的 
非 线 性 问题 日 益 增 多 。 为 了 适应 这 种 新 的 形势 ， 在 我 国有 关 专 业 
的 本 科 生 及 研究 生 中 已 经 或 正在 准备 开设 一 些 有 关 非 线性 问题 的 
理论 和 方法 的 课程 。 译 者 认为 ，A. С. RMR MR CE HED 
学 》 一 书 不 但 用 较 高 , 较 新 的 观点 系统 地 力 述 了 连续 介质 力学 的 基 
本 理论 ,处 理 了 若干 重要 的 非 线性 问题 ,而 且 还 涉及 到 当今 连续 统 
物理 学 中 一 些 新 领域 的 课题 ， 内 容 相当 丰富 。 书 中 还 附 有 一 定数 
最 的 习题 ,可 供 读 者 练习 。 本 书 较为 系统 和 完善 ,是 一 部 优秀 的 著 
作 。 它 可 以 作为 力学 、 应 用 数学 、 物 理学 ,材料 科学 工程 科学 等 专 
业 的 本 科 生 或 研究 生 的 教材 或 教学 参考 节 ， 同 时 也 是 从 事 有 关 课 
题 研究 的 科学 工作 者 的 向 导 和 指南 。 

在 本 书 的 翻译 过 程 中 ,我们 曾 得 到 中 国力 学 学 会 理性 力学 与 
力学 中 的 数学 方法 委员 会 钱 伟 长 教授 .和 朱 兆 祥 教授 、 叶 开 读 教授、 
郭 仲 衡 教授 . 陈 至 达 教授 ,戴天 民 教 授 等 的 大 力 支 持 和 鼓励 ， 特 别 
是 莹 天 民 教 授 认 真 地 审阅 了 全 部 译 稿 ,在 此 谍 表 示 襄 心 的 感谢 . 同 
时 还 感谢 国家 自然 科学 基金 委员 会 、 辽 宁 省 教育 委员 会 和 辽宁 大 
学 对 出 版 本 书 所 给 予 的 关心 和 资助 。 

由 于 译 者 水 平 有 限 , 缺 点 错误 在 所 难免 , 届 切 地 希望 广 大 读者 
批评 指正 。 
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第 二 & F 


力学 界 的 多 数 大 学 生 和 研究 工作 者 都 忽视 电磁 理论 方面 的 谋 
题 .在 他 们 看 来 ， 这 是 属于 电工 技术 和 物理 学 的 ， 遗 憾 的 是 ,在 大 
学 的 有 关系 和 专业 中 , 这 个 领域 要 么 根本 不 被 列 人 教学 计划 ,要 么 
就 只 是 作为 经 典 刚体 电磁 理论 中 的 课程 、 来 为 电子 学 和 原子 物理 
学 打 基础 。 

在 近代 技术 中 电磁 场 和 变形 物体 之 间 的 相互 作用 是 常 抑 的 现 
象 。 对 于 压 电 传感器 、 等 离子 体 动力 学 、 可 控 等 离子 体 的 能 量 产 
生 、 无 线 电 ,电视 ,光学 声学 、 以 及 天 体 物 理学 和 地球 物理 学 的 很 
多 问题 的 理解 ,不 仅 需要 电磁 场 的 知识 ,而 且 还 需要 电磁 场 与 可 变 
形 物体 和 流动 性 物体 之 问 相 互 作 用 的 知识 ， 正 是 通过 这 些 相互 作 
用 产生 了 很 多 新 的 \ 有 意义 的 物理 现象 。 同 时 , 随 着 对 这 些 相 互 作 
用 的 了 解 和 控制 ,也 产生 了 很 多 新 兴 技 术 。 

在 上 世纪 末 和 本 世纪 初 , 对 于 运动 介质 的 电磁 理论 争论 不 一 
型 论 很 不 清晰 。 近 十 多 年 来 ， 为 了 建立 这 个 领域 的 严格 的 数学 和 
物理 学 基础 ,科学 家 们 已 经 作 了 大 量 的 工作 。 但 是 ,连续 统 物理 学 
家 积累 起 来 的 大 明基 础 性 资料 似乎 还 没有 为 这 个 领域 及 其 相近 领 
域 中 的 科研 工作 者 所 采纳 。 

在 出 版 社 和 几 位 同事 敦促 我 修订 1967 年 版 书 时 ,我 就 决定 借 
此 机 会 增加 一 章 关于 变形 体 电动 力学 的 内 容 (第 十 章 )。 编 写 这 章 
的 主要 目的 是 给 出 一 个 简明 而 又 独立 的 有 关 这 个 领域 基础 的 连续 
统 理论 ， 并 使 其 与 本 书 其 余部 分 具有 相同 的 特点 ， 因 此 ， 我 立足 
以 连续 统 物理 学 基本 原理 为 基础 的 严格 非 线 性 理论 来 探讨 这 个 谋 
题 . 根 据 这 个 理论 ,给 出 了 包括 热 和 电磁 效应 在 内 的 线性 和 非 线性 
各 向 异性 加 体 和 粘性 流体 的 本 构 方 程 。 我 还 从 吼 介质 、 磁 弹性 轩 
体 和 和 磁 流 体 方面 选择 几 个 例子 来 说 明 这 个 理论 的 应 用 。 


第 十 章 可 作为 工程 学 、 力 学 、 物 理学 。 电 工 技术 和 应 用 数学 
方面 的 研究 生 学 习 可 变形 物体 电磁 理论 的 一 个 学 期 的 教程 ， 也 可 
作为 科学 工作 者 有 用 的 参考 资料 。 本 章 大 部 分 内 容 以 紧 关 的 形式 
给 出 ,而 且 相 对 独立 。 这 些 内 容 很 多 是 新 的 ,或 是 最 近 才 编写 出 
来 。 对 于 那些 期 望 应 用 非 线性 理论 或 学 习 建 立 更 复杂 理论 的 方法 
的 工作 者 来 说 ,这 一 章 的 内 容 是 特别 有 用 的 。 

新 版 本 对 原版 的 第 一 章 到 第 六 章 以 及 附录 都 作 了 新 的 补充 。 
对 各 种 印刷 错误 都 已 作 了 更 正 。 附 录 了 提供 了 几 个 麦 ， 列 出 了 可 
用 来 构造 非 线性 本 构 方程 的 矢量 整 基 和 张 量 整 基 。 

我 想 借 此 机 会 ,对 我 过 去 的 和 现在 的 很 多 学 生 表示 谢意 ,感谢 
他 们 指出 了 第 一 版 中 的 印刷 错误 .特别 要 感谢 V. Chen, fi AREE 
阔 了 增加 和 修订 的 内 容 , 和 G. Abi-Ghanem 一 起 帮助 我 做 了 索引 . 
他 还 和 N. Ari 阅读 了 部 分 手稿 ,并 指出 了 若干 拼写 错误 。 我 从 我 
的 合作 者 G.A. Maugin 博士 那里 得 益 匪 浅 . 我 计划 和 他 合 写 一 部 
内 容 更 为 广泛 的 有 关连 续 介质 电动 力学 方面 的 专著 。 他 阅读 了 手 
稿 并 提出 了 很 有 价值 的 建议 .感谢 我 的 秘书 Carol Agans 和 Betty 
Kaminski 出 色 地 完成 了 手稿 的 打印 工作 。 我 的 女儿 Meva АЖ 
语 语法 角度 阅读 了 新 版 本 ,并 在 文字 上 作 了 润色 ,我 对 她 的 爱 是 永 
恒 的 。 
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绪 论 


连续 统 力学 是 物理 学 的 一 个 分 支 ,是 论述 连续 的 材料 介质 ( 称 
为 物体 ) 在 外 部 作用 的 影响 下 的 变形 和 运动 的 一 门 学 科 。 影 响 物 
体 的 外 部 作用 是 以 力 \ 位 移 和 速度 的 形式 出 现 的 ， 而 力 \ 位 移 和 速 
度 是 由 与 其 它 物体 的 接触 、 引 力 , 热 的 变化 ,化 学 反应 、 电 磁 效 应 和 
其 它 的 环境 变化 而 引起 的 。 在 本 节 中 ， 我 们 所 考虑 的 物体 受 的 力 
仅 限 于 由 机 械 的 、 热 的 以 及 电 破 的 原因 而 引起 ， 这 些 力 的 性 质 和 
它们 的 物理 度量 在 这 门 学 科 的 任何 大 纲 中 都 被 看 作 是 重要 组 成 部 
分 。 А 

物理 上 的 物体 是 物质 点 的 集合 ， 这 些 物 质点 是 通过 某 些 内力 
而 相互 连结 起 来 的 ， 在 物理 学 的 某 些 分 支 中 ,例如 ,在 统计 力学 和 
原子 物理 学 中 ,物理 现象 被 看 作 是 大 量 的 微小 粒子 ,项 子 和 分 子 的 
相互 作用 的 结果 。 一 些 概 念 的 形式 都 是 整体 现象 的 统计 平均 。 例 
їп, 大量 粒 子 的 平均 内 部 动能 作为 温度 表现 出 来 ， 这 种 观点 对 于 
我 们 了 解 物理 现象 肯定 是 大 有 帮助 的 ， 然 而 ,在 尝 续 统 力学 中 ,这 
种 观点 是 不 可 取 的 。 因 为 ,一 般 说 来 ,客观 物质 是 与 宏观 现象 相 联 
系 的 .在 宏观 现象 中 ,最 小 的 特征 长 度 远大 于 原子 的 尺寸 ， 所 以 质 
县 连续 性 的 基本 假设 在 数学 的 理想 化 前 提 下 表现 出 极 好 的 近似 ， 
在 这 方面 ,统计 定律 在 粒子 的 分 子 混沌 中 作用 是 很 有 效 的 ,而 且 大 
多 数 的 仪器 测量 出 来 的 是 表征 总 体现 象 的 统计 平均 。 因 此 ， 即 使 
我 们 不 去 列举 书 经 到 得 的 大 量 的 成 果 ， 就 插 这 些 理由 也 完全 可 以 
把 连续 统 力学 作为 一 门 独立 的 学 科 ， 

物体 对 于 外 部 载荷 的 响应 依赖 于 它 的 物质 构造 。 表 征 物 体 的 
物理 性 质 在 研究 它 对 于 外 部 效应 的 响应 中 是 必 不 可 少 的 。 所 有 的 
BAGH MR AM BR ERS SS DREAM BEE 
MARRERO СВЕН ЕН ,血液 等 等 ) 部 会 流动 ,而 且 像 所 有 
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RECS RT ASS ABE, EATER BR TSB 
BUA. 流体 和 气体 或 等 离子 体 这 样 的 术语 都 只 是 物体 的 粗糙 的 描 
述 。- 般 在 介质 更 细致 的 表征 中 ,它们 并 不 存在 明确 的 分 界线 . 尽 
管 如 此 ,我 们 仍然 是 根据 固体 ,流体 和 气体 的 这 些 直观 概念 获得 了 
关于 一 些 物质 的 简单 理论 。 在 物理 学 的 另外 一 些 分 支 中 ， 利 用 物 
质 的 分 子 性 质 达到 了 同样 的 目的 ， 在 后 一 种 情况 下 ， 由 于 我 们 不 
知道 分 子 力 的 性 质 以 及 必须 进行 粗略 的 数学 近似 ， 所 以 理论 的 适 
用 范围 往往 受到 限制 ,甚至 无 法 精确 表明 。 这 时 ,精确 的 连续 统 理 
论 却 可 提供 必要 的 指导 和 可 靠 性 ， 另 一 方面 ,在 这 个 交叉 领域 内 ， 
统计 的 、 力 学 的 和 迁移 的 理论 能 够 提供 物质 性 质 (由 连续 统 理论 所 
确定 的 ) 和 分 子 参数 之 间 的 关系 。 因 此 ,这 种 联合 探索 的 好 处 就 在 
于 通过 调整 物质 成 分 来 改进 物质 性 质 ， 

在 连续 统 力学 中 。 物 质 的 特征 是 通过 建立 本 构 变 量 间 的 某 些 
泛 丽 关系 ( 称 为 本 构 方程 ) 来 确定 的 。 本 和 构 变量 的 选择 和 它们 对 本 
构 方程 的 限制 是 以 若干 本 构 公理 以 及 力学 的 和 热力 学 的 基本 定律 
为 基础 的 .值得 注意 的 是 ， 按 照 若干 个 很 一 般 的 公理 我 们 能 够 得 
到 明确 .具体 的 物质 理论 . 

上 述 考 虑 表明 ， 连 续 介质 的 理论 是 建立 在 两 个 强 有 力 的 基础 
ZERA: G) 运动 的 基本 定律 ，(2》 本 构 理论 。 

运动 的 基本 定律 . 运动 的 基本 定律 对 所 有 的 物体 不 管 其 
组 成 如 何 ， 都 是 成 立 的 。 这 些 基本 定律 (公理 ) 是 我 们 对 于 物理 世 
界 的 经 验 总 结 。 在 本 书 中 ， 我 们 涉及 到 制约 热力 现象 和 电磁 现象 
的 十 个 基本 定律 ,它们 是 : CREATE, (2) HEFE, (G) 动 
EEEN, (1) ERSTE, (5) ii, (6) Gauss 定律 ，(7) Fara- 
day 定律 ，(8)》 BURR, (9) Ampère 定律 ，(10》 电 荷 守 
恒 , 在 经 典 力学 范围 内 (不 包括 相对 论 性 的 和 量子 的 现象 ), 这 些 定 
律 是 无 可 非议 的 。 

本 构 理 论 . 一 般 来 说 ， 相 同 几 何 性 质 的 不 同 物质 体 对 于 
相同 载荷 的 响应 是 不 罚 的 。 要 考虑 各 种 不 同 物质 的 性 质 ， 我 们 需 
要 构 尘 一 组 本 构 方程 ， 这 些 方程 依赖 于 所 要 求 的 物理 效应 的 性 质 


和 范围 ， 列 出 本 构 方程 并 对 其 加 上 某 些 限制 ， 需 要 采用 基 些 基本 
公理 (参看 第 五 章 和 第 十 章 )。 虽然 所 得 到 的 方程 包含 着 某 些 必 须 
通过 实验 和 (或 ) 统 计 力 学 才能 决定 的 待定 物质 参数 ， 但 是 一旦 这 
些 工作 完成 之 后 ,这 门 学 科 便 健 全 了 并 可 付 诺 应 用 。 

本 节 的 前 四 章 系统 研究 了 上 述 前 五 个 运动 定律 ， 第 五 章 讨论 
了 本 构 理 论 及 其 对 于 各 种 类 型 介质 的 应 用 。 第 六 章 到 第 九 章 包括 
对 于 不 同类 型 物体 的 某 些 示例 的 应 用 和 求解 。 在 第 十 章 中 ， 我 们 
讨论 了 电磁 场 与 可 变形 的 和 流动 的 物体 之 间 的 相互 作用 、 并 给 出 
了 各 种 例 解 。 


Еп 应 变 
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所 有 物质 在 外 载荷 的 影响 下 都 会 产生 变形 和 运动 。 本 章 的 且 
的 是 研究 局 部 的 几何 变化 和 连续 介质 诸 点 的 运动 。 在 描述 物体 元 
索 的 局 部 长 度 和 角度 变化 以 及 平移 和 转动 中 ， 物 体 诺 物质 点 的 初 
始 位 置 和 它们 的 相继 位 置 之 间 的 关系 是 基本 的 。 在 本 章 中 ， 我 们 
关心 的 是 这 些 变化 和 它们 的 度量 ， 而 不 去 过 问 物 抽 和 外 部 效应 的 
ЖЖ. 

为 了 描述 物质 点 的 位 置 ， 在 第 1.2 节 中 我 们 引信 两 给 直角 坐 
标 系 , 一 组 用 于 未 变形 体 ， 另 一 组 则 是 用 于 已 变形 体 。 于 是 , 某 一 
点 的 变形 就 由 在 未 变形 和 已 变形 状态 下 这 一 物质 点 的 坐标 之 间 的 
关系 来 描述 。 该 节 中 还 讨论 了 物质 的 连续 性 和 不 可 毁 性 公理 ， 第 
1.3 节 引 入 了 基 矢 量 和 移 位 子 ,它们 对 于 矢量 的 分 量 表示 和 矢量 的 
平行 迁移 是 必 不 可 少 的 。 在 第 1.4 节 中 ， 我 们 讨论 了 变形 梯度 和 
变形 张 量 ， 它 们 是 决定 局 部 长 度 和 角度 变化 以 及 它们 的 度量 的 基 
础 。 在 该 节 中 还 引信 了 对 于 这 些 计 算 来 说 至 关 重 要 的 Cauchy 和 
Green 张 量 ,在 第 1.5 节 中 给 出 了 Lagrange 和 Euler 应 变 张 量 
并 介绍 了 这 些 张 量 与 变形 张 重 的 关系 .线性 理论 基础 的 无 穷 小 应 
变 和 无 穷 小 转动 放 在 第 1.6 节 介 绍 . 对 长 度 和 角度 变化 的 研究 、 理 
解 应 变 和 转动 的 几何 意义 是 第 1.7 节 的 主要 内 容 。 应 变 和 转动 所 
服从 的 变换 律 在 第 1.8 节 中 给 出 。 通 过 第 1.9 节 的 几何 研究 ,我 们 
可 以 了 解 到 一 个 小 圆 球 如 何 变 成 一 个 枉 球 。 这 样 ,，Cauchy ВЕ 
球 的 研究 就 阐明 了 在 物体 某 一 点 处 的 变形 对 于 方向 的 依赖 性 ， 在 
Ж 1.10 节 中 讨论 了 应 变 不 变量 .第 1.11 节 介 绍 了 有 限 转动 的 讨论 
并 给 出 了 一 物质 点 的 无 限 小 邻 域 变形 的 基本 定理 。 

在 第 1.12 ith, 我 们 讨论 了 由 于 变形 而 产生 的 面积 和 体积 的 
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变化 。 为 了 加 深 对 于 各 种 类 型 变形 的 理解 , 我 们 在 第 1.13 节 中 给 
出 了 有 关 应 变 的 着 干 简单 例子 ,例如 ,刚性 变形 . 势 变 形 , 等 体积 变 
形 , 均 名 膨胀 和 简单 剪 切 。 对 于 平面 应 变 ， 我 们 介绍 了 Mohr 的 
几何 作 图 法 。 众所周知， 一 个 非 负 的 对 称 二 阶 张 量 可 以 是 变形 张 
量 的 条 件 邑 让 容 性 条 件 ,这 将 在 第 1.14 节 中 讨论 。 
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在 :一 0 时 刻 , 连续 介质 的 诸 物 质点 占据 一 个 区 域 8， 它 由 
物质 体积 % 及 其 表面 2 组 成 。 在 该 区 域内 , 物质 点 P 的 位 置 用 一 
组 直角 坐标 Xo X, 和 X, 《或 简单 地 用 Хк, K= l, 2,3), R 
用 一 个 从 坐标 原点 0 到 该 点 的 矢量 P 表示 《图 1.2.1)， 发 生变 
形 之 后 ,在 时 刻 4 + S“ 的 诸 物质 点 占据 一 个 由 空间 体积 及 
其 表面 :所 组 成 的 区 域 5。 在 这 个 已 变形 状态 中 ， 一 个 物质 点 可 
以 占据 一 个 空间 点 pg。 我们 可 以 用 一 个 从 新 的 直角 坐标 标 架 的 原 
点 "引出 的 矢量 P 或 一 组 直角 坐标 xz (k= 1,2,3) 来 定位 p. 
选择 这 两 组 不 同 的 参考 标 架 ， 人 往往 会 带 来 方便 。 这 两 组 不 同 坐标 
系 ,一 组 是 对 于 未 变形 体 的 , 另 一 组 是 对 于 已 变形 体 的 ， 特 别 适 于 
应 用 曲线 从 标 系 的 情况 ， 一 个 典型 的 例子 是 一 个 矩形 块 体 变 为 加 


T 


图 1.2.1 аж 


柱 块 体 的 变形 。 在 这 种 情况 下 ,对 于 未 变形 块 体 采 用 直角 坐标 ,而 
对 于 已 变形 块 体 采 用 柱 面 坐标 将 被 证 明 是 特别 方便 的 . 

在 连续 体 的 变形 和 运动 的 描述 中 , 采用 两 组 坐标 (即使 两 者 都 
被 选 为 直角 坐标 ) 具 有 许多 明显 的 优点 。 因 而 在 泰 示 各 个 分 量 时 ， 
我 们 令 5 X, = Y, X, = Z Ñ m= z, х= y, m” z. 
根据 通用 的 术语 , 我 们 称 Xx 为 物质 坐标 或 Lagrange 坐标 ， 而 
Ж z, 为 空间 坐标 或 Euler 坐标 . 

物体 的 变形 和 运动 使 不 辐 的 物质 点 变 成 不 辣 的 空间 位 置 、 这 
ШР: гу] 

(1.2.1) ra = (ХХ Xas) B а= (Хк) (= 1,2,3) 
或 者 反之 i 

(1.2.2) Xx 一 Хк, 2351) R Кк = Xelat) (K = 1,2,3) 
为 篇 洁 起 见 , 我 们 把 它们 写成 

(1.2.3) x= x(X,:), X = K(x,1) 

于 是 ,根据 (1.2.1)， 运 动 使 :一 4 时 B 中 的 物质 点 P 变 成 :时 5 
中 的 空间 点 p。 递 运动 (1.2.2) 表 示 北 现象 , 即 , 我 们 可 以 跟 除 : R$ 
占据 空间 位 置 p 的 物质 点 而 达到 它 的 原始 位 置 P. 

我 们 假设 映射 (1.2.3) 是 单 值 的 并 且 具 有 关于 它 的 自 变量 的 任 
意 所 需 阶 数 的 连续 偏 导数 ， 倡 在 某 些 可 能 的 奇异 点 、 线 和 面 处 除 
Sh, 另外， 还 假设 (1.2.3) 的 两 式 在 物质 点 P 的 邻 域内 互 为 唯一 的 
Ж. 这样 的 假设 称 为 连续 性 公理 ， 它 表示 物质 是 不 可 典 的 事实 ， 
也 就 是 说 , 物质 的 正 的 有 限 的 体积 不 会 变 成 零 或 无 限 的 体积 ， 这 
个 公理 的 另 一 个 含义 是 物质 是 不 可 人 的 ,也 就 是 说 ,运动 使 每 个 区 
域 变 成 一 个 区 域 ， 每 个 曲面 变 成 一 个 曲面 ， 每 条 昌 线 变 成 一 条 曲 
线 。 均 质 的 一 部 分 决 不 会 进入 到 另 一 部 分 中 去 。 实 际 土 ， 有 些 情 
况 是 违背 这 个 公理 的 ， 例 如， 材料 可 以 被 破碎 或 传递 冲击 和 其 它 
不 连续 的 形式 。 对 于 这 些 情况 必须 给 以 特别 注意 ， 连 续 性 公理 可 
以 通过 微分 学 的 一 个 著名 定理 ( 即 隐 函数 定理 ) 加 以 论述 2?。 


1) 参见 Widder [1950, р.47]. 
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隐 函 数 定理 AU TEA BR (Xe) 在 点 
РШ [Xe 一 Xe| <A 内 关于 Xe Естер 
ий. 而 县 如 果 Jacobi 行列 过 
Ox,/OX, 8z/8X, Әх.ЈӘХ, 
Əx,/6X, Ox,/OX, Ox OX 
дх;/ӘХ, Bxz;/0X, Ox;/OX;| 


不 为 零 ， 则 在 时 刻 oH PAV BIR |x, al < 8 内 存在 (1.2.2) 形 


(1.2.4) je 


РЕТТЕ 物质 点 P( 即 给 定 P) 的 时 间 函 数 加 以 确定 
的 活 , 我 们 就 可 以 推定 每 一 时 刻 z 时 物体 相对 于 :一 0 的 形状 和 
位 置 的 新 形状 和 位 置 。 这 就 使 我 们 能 够 计算 任意 两 点 闻 的 长 度 变 
化 以 及 任何 两 个 方向 阅 的 炎 角 变化 。 最 终 达 到 建立 这 些 变形 与 外 
部 效应 (例如 外 力 、 热 的 变化 ?的 关系 的 目的 。 掌 握 了 这 禅 关系 之 
后 ,我 们 才 有 希望 在 设计 机 梳 和 建筑 物 ,或 者 分 析 存 在 的 天 然 的 或 
人 造 的 材料 和 结构 物 时 ,不 仅 能 够 避免 失败, 而 且 还 能 够 获得 最 大 
的 成 效 ， 这 伴 ， 连 续 介质 力学 的 主题 在 本 质 上 就 是 在 已 知 物体 的 


外 部 效应 入 给 条 件 尺 边界 条 件 下 确定 CL. 的 时 式 。 

与 未 变形 物体 召 相 联 系 的 量 将 用 大 写字 母 表示 ， 而 与 已 变形 
物体 二 相 联系 的 量 将 用 小 写字 母 表示 。 当 这 些 量 参考 于 坐标 Xx 
时 ,它们 的 指标 将 是 大 写字 母 ;而 当 这 些 量 参 考 于 n 时 ,它们 的 指 
标 将 是 小 写字 母 。 例如, 参考 于 Xx 的 中 一 个 矢量 VV GAH 
Ук, 而 参考 于 n HRADE VL AZo BAT Xr 和 六 的 中 
一 个 矢量 v 将 分 别 具 有 由 vx Mo, 表示 的 分 量 ?。 
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分 别 参考 于 直角 坐标 Хк May ËJ B UN P B) BRB Р Ж 
oa p BJ p H ТШ: 
(1.31) Р = Xk, p= x 


D 这 里 所 用 的 符号 完全 与 Eringen [1962] 的 符号 一 致 . 


ROK 和 冯 分 别 是 图 (1.2.1? 中 的 单位 基 矢 量 . 今后 , 我 们 采取 常 
用 的 对 于 重复 指标 的 求 和 约定 , 亦 即 
P = Хк = Xil + XA, + ХУ, 
在 8 中 和 在 6 中 的 无 限 小 和 撩 最 dP 和 dp 可 以 表示 为 
(1.3.2) dP = dXxlx, dp = 4х% 
在 B 和 4 中 的 长 度 元 素 的 平方 分 别 为 
45° = dP + dP = GxrdXrdXr = 4Хк4Хк 


1.3.3 
ç ) ай = dp dp == 8udx,dxi = дахь 
式 中 
(1.3.4) õe ™ lk- bes Sy = k h 


是 Kronecker 符号 ， 当 两 个 指标 的 数码 ? HSM CTY 15 
BRAS. 

当 两 组 走 角 坐标 不 相同 时 ， 我 们 还 将 采用 诸如 下 式 的 具有 混 
合 指标 的 符号 : 
(1.3.5) дка == Oy le t h 
我 们 称 之 为 物 位 子 (Shitter)， 在 一 个 标 架 《如 x) 中 的 矢量 用 它 
在 另 一 个 标 架 (如 Xx) 中 的 投影 表示 时 ,它们 起 着 重要 的 作用 。 于 
RAVER n 中 的 一 个 矢量 , 则 


v= Qk 
这 个 矢量 在 Xk 中 的 分 量 Vx 与 vi RA FIXA: 
(1.3.6) Vk — v dk ож) Ie Ska 


当 两 个 标 架 相同 时 ，5x4 变 成 为 Kronecker 符号 ， 此 时 矢量 v 简 
单 地 通过 平行 迁移 从 一 点 р 移 位 到 另 一 点 P。 这 便 是 命名 移 位 子 
的 原由 ,需要 指出 的 是 (1.3.6) 的 对 侦 为 


(1.3.7) tk = ökk 
因此 ,我 们 有 
(1.3.8) v= ай = Vide 


把 式 (1.3.6) 和 式 (1.3.7) 互 相 代 入 , 则 得 


D 原 书 为 丁 个 指标 > 这 里 为 如 免 混 漆 起 网 改 为 两 个 指标 的 效 码 .实际 上 > акк 一 
бы = N, N 为 空间 维 数 ,并 不 是 1、 — k 


(1.3.9) 8кубщ “= Sees Seeder 一 8м 

我 们 再 次 强调 ,一 般 说 来 ，sxk BR — Kronecker 符号 ( 亦 
即 , 一 般 说 来 ,当天 和 类 取 相 同 的 数码 时 ，5xk *e 1, ПУ K 30 k 
AM, бк, * 0)。 它 们 是 计 关于 1k 的 方向 余弦 。 不 久 即 将 看 到 
这 些 符号 在 我 们 课程 中 的 重要 性 
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由 运动 方程 (1.2.1) 和 《1.2.2), 我 们 有 
(1.41) ахь = sixdXr, 4Хк = Ккдах 
其 中 ,在 一 逗号 后 面 的 指标 , 当 其 为 大 写字 母 时 表示 关于 Хк 的 偏 
敏 商 ,而 当 其 为 小 写字 母 时 则 表示 关于 z, 的 偏 微 商 , 亦 即 
Өх = Är 


1.4.2 = 27. 
(1.4.2) teem aye ИУ" 


аг) УИИН By ST ВЕЕ. 

HA RAPA ERIE (14.2), 表示 为 
(1.4.3) F = yx È Рак = хк 
在 这 种 情况 下 ，(1.4.2); 由 F 表示。 通过 偏 微 商 的 链 式 法 则 , 显 
RA 
(1.4.4) аъ, xXx, 1 ды» Хк, tiL = бк, 
НЕ-Е РАИСА хак 或 Хк 的 九 个 
线性 方程 ， 因 为 假设 变换 的 Jacobi ТЯ, 所 以 存在 唯 
一 解 。 利 用 行列 式 的 Cramer 法 则 ,可 用 z< 得 到 关于 Хк, 的 
解 . 于 是 
(145) Хк = 外 的 代数 余子 式 1 


т CREME Rim Et, UX ee 


i 21 
AP ешн 和 tum 是 置换 符号 (参见 附录 АІ), ЭШ 


(1.46) i= bagel = + CREMONm лык талы, м 


Ж Jacobi 行列 式微 分 (1.4.6), 我 们 得 到 下 列 恒等式 ; 


GXra) = 0, xg) = 0 


(1.4.7) 8 
-一 一 的 代数 余子 式 一 Xr 
Org x. ї 
如 果 我 们 把 C1.4.1) 代 人 《1.3.2), 则 得 
(2.4.8) аР = eazy, dp = Crd Xx 
式 中 
(1.4.9) сж, = Xxale, Ск(Х,) = хык 


从 这 些 等 式 ,我 们 可 以 解 出 Ix A. ад, ORE 1, 可 用 ra 
Ж (1.4.9):， 并 利用 (1.4.4):。 类 似 地 ,为 了 求解 站， 可 用 X:, Ж 
《1.4.9)a， 并 利用 (1.4.4),. 于 是 


(1.4.10) lk src h = Xx Cr 

用 和 (C1.3.3) 相 辣 的 方法 ,并 利用 (1.4.8), 我 们 得 到 
(1441) 49 = cudridzn ds? = CridKgdXr 
式 中 


(1.412) eg (Ret) = e, © C Ser ХаХа == ХкаХка 
CCK) = Cy - С, = биха = хока 

分 别 是 Cauchy 变形 张 量 和 Green 变 形 张 量 . Н 
B, ca 一 cn， Ск. = Сік 而且 是 正定 的 . 

另外 两 个 矢量 с, 和 Cx 可 以 定义 为 9 
(1.413) (к,г) = zorlry Ск(Х„г) = Xe ck 
其 中 第 一 个 满足 下 列 关系 : 
(1.414) ете (Хк к) + Geel) = Xrated 

= Хк = ды 

第 二 个 也 有 类 似 的 关系 。 T E ct 和 С. 分 别 是 e, Ce ñH 
BRE. 

根据 互 易 矢 量 ， 我 们 可 以 形成 


а оа оа 
(1.415) bu == сы == Gk Cr T ÔKLXRK ELL 
Вк = Cu == Ск. С, = dy Xx XL 
D 上 标 一 1 是 符号 部 分 ; 它 不 表示 1/ 


10 。 


现在 我 们 可 以 着 到 
Cues “= (Brrr KA Bun X aXe) 
ryan KK Xun = m,x6ruXu,s 
== хк Хк, = Spm 
因为 cb 是 非 奇异 矩阵 ， 故 知 张 量 cu 是 сы 的 互 易 张 量 。 类 似 地 
可 以 证 明 Cen 是 Ск. 的 互 吻 张 量 .事实 上 ， 招 《1.4.10), КА 
(1.4.13),， 并 把 所 得 结果 代 人 《1.4.15)， 不 难 证 明 
(1.416) St каке 


-= = 
CKI TARAm KE MX MC me T Cho lin тв 


ЖЖ Ceo 和 cu 分 别称 为 Piola 和 Finger 变形 张 量 ， 有 
Ft, Сы 被 称 为 右 Cauchy-Green 张 量 ,而 bu 被 称 为 左 
Cauchy-Green 张 量 . 

对 于 诸如 Ск 和 сы PRK, RNAS AM “K 
量 "， 这 个 术语 表示 ,在 坐标 变换 下 根据 某 一 确定 的 规律 而 变换 的 
一 组 量 ， 假 设 坐标 Xx 和 Xk 洞 具有 下 列 关系 : 

(1.4.17) Хк = Xxl Xi X;, X:) 
(1.411), 的 左 端 是 与 坐标 变换 无 关 的 。 如 果 在 右 端 我 们 令 
4Хк 一 Әх dXu 
Xu 


则 得 

BXF ӨК. ¿x 
ӘХ ӘХ, 
由 于 aX¿ 是 任意 的 ,而 且 Ск Сак, A 


(1.4.18) Ch OK, == Ск, (X, eee oe 

于 是 ,一 旦 给 出 Xx 和 Хк 之 间 的 关系 式 (1.4.17), 则 在 一 组 坐标 
Хк PEA Cec 的 情况 下 ,我 们 就 能 求 得 在 另 一 组 坐标 X, 中 相 
应 的 量 cu 根据 变换 规律 (1.4.18) 而 变换 的 量 称 为 绝对 张 量 .不 
难 证 明 ，cwuscw 和 Cr 者 是 绝对 张 量 ， 

类 似 地 ,绝对 矢量 XX) 根据 下 式 而 变换 : 


d? = Ск, лаху = CundXudXy 


(1.4.19) WAR) = V(X) KE 
ÖXu 


对 此 课题 的 详细 论述 ,参见 附录 С. 

所 有 前 述 的 变形 分 析 都 是 以 物质 参考 标 架 挟 作为 参考 构 形 
为 基础 的 。 对 于 某 些 介质 (如 流体 )， 采 用 时 刻 : MBS BHA 
作为 参考 构 形 并 根据 这 个 构 形 去 度量 以 后 时 刻 ，*r 2: 的 变化 则 
EADE., TE, GEENA T 的 物质 点 兴 所 占据 的 位 置 ， 则 我 
们 有 


(1.4.20) £= х(Х,т) 
利用 (1.2.2), 它 可 写成 
(1.4.21) £ — x(X(x,r), г) = җ(х,т) 


AR xq 称 为 相对 变形 函数 . 专 是 在 时 刻 :时 占据 位 置 < 的 物 
KAERA T 时 的 位 置 ,图 1.4.1。 

我 们 假设 (1.4.21) 是 可 北 的 , 即 
(1.4.22) x= х(ё,г) 


СҮ? 


ъ 


а) є) 
图 1.4.1 (а) 初始 构 形 (b) 时刻: 的 参考 构 形 C) 时 刘 r2: МАЮ 


于 是 相对 变形 的 Jacobi 行列 式 

(1.4.23) Хоб) = de (68, ðr) > 0 

应 当 指 出 ，Xo(z) 一 1。 相对 变形 梯度 为 

(1.4.24) En = Pinu 一 Dioj6nm，FEon(zy = VE 
它 满足 


„11. 


4.25) Es) = a, 或 Fin) = 1 
如 果 Fo， 和 Re。 是 两 信 变 形 梯 度 , 则 它们 的 关系 为 


(1.4.26) „(ту Fun (Fin) 
这 可 用 链 式 法 则 证 明 如 下 : 由 定义 有 
(1.4.27) £ — Rlar) = Reola r) 


如 果 时 刻 z x RENT x 的 一 个 参考 构 形 ， 则 我 们 
还 有 
(1.4.28) x = Xx) 
于 是 链 式 法 则 给 出 
ба „ О дь 
Ox, Ox, Ax: 
此 式 与 式 (1.4.26) 是 相同 的 ， 

用 与 变形 度量 和 应 变 度量 相 类 似 的 方法 ， 我 们 可 以 引入 相对 
变形 度量 和 相对 应 变 度量 。 它 们 可 以 用 Feo 和 TS 代替 F mF 
而 得 到 。 例 如 
(1.429) “он 一 Забба ет) = ЕСТЕ (т) 

bent 一 ы 一 Dastalar Benolt) = Е. (БОТ 

在 Си» bO) 和 ет), bor) 之 间 存 在 着 联系 ,事实 上 ,我 们 
有 

Ск. (т) = bni axi вы, 一 BS. Ева KANL = бауы Kx. 

Balt) = д. Хк. Хав бово, Хк Хаа — ош Хк Хы 
因此 
(1.4.30) Clr) = Flea (ry Fe), 

Bone) = FUG) bur) FAG)? 


可 


15 应 变 张 重 和 位 移 矢 量 


由 《1.3.37 和 (1.4.1D ,我们 有 两 种 关于 长 度 元 素平 方 的 不 同 表 
BK. 在 未 变形 物体 中 为 43:*， 而 在 已 变形 物质 中 为 d’, RI 
asa) 48 = бк.1Хк@Х.= cudxidz 

dë = Ceid XxX, 一 8udryda 


13. 


对 于 在 3 和 “中 相同 的 物质 点 ， 差 de 一 49 BREE 
度量 。 当 对 于 任意 两 个 邻 点 这 个 差 为 零 时 ， 则 变形 不 改变 这 个 点 
对 之 间 的 距离 。 当 对 于 物体 中 所 有 点 对 这 个 差 都 为 零 时 ， 则 物体 
只 发 生 刚性 位 移 . 
是 ,在 想 同 的 坐标 系 中 ,我 们 由 (1.5.1) 得 到 这 个 差 为 
(1.5.2) dë — dS? == 2Eri(X,1)dXrdX, 一 2еы(х,)4хуйх 
式 中 
(1.5.3) 2E x, = Ск10%,0) — ёк. 

Rey = Bu — сыбх,г) 
分 别称 为 Lagrange 和 Euler 应 变 张 重 .显然 ， 当 它们 之 中 的 
任何 一 个 为 零 时 , 则 有 dr 一 4$*。 根 据 (1.5.2), 我 们 可 以 看 出 
(1.5.4) Exc Cutit» Car ExrXr. XL, 

我 们 可 以 用 位 移 矢 量 唱 来 表示 应 变 分 量 , 这 里 u 是 由 未 变形 
物体 中 的 物质 点 P 引 疝 已 变形 物体 中 该 点 的 空间 位 置 的 矢量 《图 
1.5.1); 

(1.5.5) ump—P+b=— xñ — Xd + b 
u 7Е Хк Bly, PHAROS Ок 和 u, 表示 ,因此 
a = Ul = ай 

EUS DAIRA h 和 le 作 内 积 ,我 们 得 到 
(1.3.6) m = z — быХ + h 

Ux = бих Xr + Вк 
RH ob i, 而 Br 一 b .Ix。 这 里 我 们 再 次 看 到 移 位 子 的 
作用 。 

现在 我 们 来 计算 应 变 张 量 。 首 先 ,根据 (1.4.8) 和 (1.5.5), 我 们 
有 


др ӘР дм 
Cr 一 一 一 -十 -< 一 [十 DecE 
= эх, әх, хэ SEM 


图 1.5,1 位 移 矢 量 


Ск, == Ск + Су = Qk + Urdu) Ci + Он ДЮ 
= 8к„ + Ug + Urr + önuU мк ми, 
将 此 式 代入 (1.5.3),, 我 们 得 到 
(1.5.8) 2Ек = Ока + Urg + SunUy,rUN 
对 (1.5.7) 中 的 e, 采用 类 似 的 方法 给 出 
(1.5.9) Leg — шы + тад 一 блай дй 
由 (1.5.7), 显 然 有 
(1.3.10) dp == СкіХк = (Sux + Шм,к)1м4Хк 
ар = сіт = (б — и. Аха 
因为 参考 于 坐标 Xx, 变形 使 aP ER dp, 所 以 具有 边 矢量 ах, 
LdX,, dX, 的 长 方 体 变形 之 后 变 成 为 具有 边 矢 县 Cdx,, CsdX;， 
С,ах, 的 曲线 平行 六 面体 (图 1.5.2)。 关 似 地 , 在 变形 的 Euler 描 
Ж, ЭБЕ hdr hdz hdr 分 别 变 成 为 day de, Cdx, 
( 1.5.3), 在 (1.5.10) 中 , 令 dp = dxi 和 dP 一 dXxlx， 我 们 
还 可 得 到 下 列 两 个 有 用 的 表达 式 ; 
as.) dx, = (Bur + Un x) ouadXx 
аХк = (ông 一 nt) Suxd re 
UAE BABE] Exe 和 et 都 是 对 称 张 量 , 即 
(1.5.12) Ек. 一 Ек, eu = en 


回 


. 15. 


图 1.$.3 анаа Я 
PEATE (Euler 表示 ) 
因此 ,在 三 维 空间 中 ， 对 于 每 个 这 样张 量 只 有 六 个 独立 的 分 量 , 例 
W, En Ew Ew En 一 Ew Ba 一 Em Eu = Бы. 前 三 个 分 
Ë Ew Es 和 Ess 称 为 正 应 变 ， 而 后 三 个 分 量 Em En 和 Ea 称 为 
甬 切 应 变 ,其 理由 将 在 第 1.7 节 中 讨论 。 
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BMRA EN. доков, RIZR 


Eu Eu Еһ 
(1.5.13) E = Erl = |En En Ч 

l E, Es 
这 个 矩阵 关于 它 的 主 对 角 线 是 对 称 的 。 对 于 Euler 应 变 张 量 e 也 
有 类 似 的 表达 式 ?。 

为 了 说 明 这 种 缩写 记 法 比 在 某 些 教科 节 中 采用 的 记 法 更 为 方 

便 ,我 们 现在 把 (1.5.8) 和 (1.5.9) 写 成 它们 的 通常 展开 形式 .于 是 、 
令 X, X, X, 为 X, Y, Z; ro x ts Җ x, уу z; Uo Un Us 为 
U, V, W; w t ta 29 vao, w; Ñ Eu, Bus .为 Exes Eyys 
-o 等 等 ， 则 可 看 到 六 个 Lagrange MIE Ек. 和 六 个 Euler 应 
Ж cw 为 


2Exx = Cra 1 = 2 SE 


+ (35) + (в) + Gx) 


ov 
2Ey = С. 1< gle 
” Ш 8Y 


ay: JaV (OW, 

+ (ae) + (ar) + (ov) 
aw. 
2E;z= Cez — 1 2 90. 
zz zz 2 


auy avy, /OW. 

0.514) + (82) + (5z) + (6z) 
ди ‚ av, au au 
2Exy = = SO EE SE 
am Cry = бу ах ox OY 


av ду әр ow 
ox oy + ОХ ӘҮ 


1) 为 方便 起 见 ， 我 们 将 对 矢量 和 张 基 者 用 粗 体 字母 表示 ， 这 并 不 会 引起 任何 的 


温 湛 因为 根据 内 容 可 以 推断 出 它们 是 什么 , 


- 17. 


av, aw ‚ au ðU 

2E = oF , OW 80 OU 

= ба = Szt aY бу 9Z 
öv av д д 
ay 52 + SY 97 

aw , ди ðU aU 

= Car = OW 4, BU, BU дй 

2B ax Саз ox +з; T эх 57 


av er aw OW 
ox 82 + Ox 97 


(1.515) 一 G- (3 
By Br Әх ay 


дг ðv Ow Ow 


Bw ү ди Ou ди 
Әх д: Әх д: 
Ov ди дю Ow 


i 


1.6 无 限 小 应 变 和 无 限 小 转动 


在 小 变形 理论 的 研究 中 ,应 变 张 量 的 各 非 线性 项 或 者 被 略 去 ， 
或 者 被 近似 。 鲍 如 ,线性 理论 只 采用 无 限 小 应变 张 量 Ër ĉu 和 
无 限 小 转动 张 量 Res Ft， 它们 被 定义 为 


Ёк, = + Ura + бшк) = Оду 


1 
(1.61) šu = 7 (иы 十 ra) = Mean 


Ra = 5 (Ок Une) == Viru 


fa = + Сны 一 ш.) == щы 
式 中 我 们 已 采用 加 括号 和 方 括号 来 表示 所 附 诸 量 的 对 称 部 分 各 反 
称 部 分 . 
由 (1.6.1) 我 们 还 可 得 到 


(1.6.2) Ока = Ва + Revs ща ён + Fu 
SEAR В JA SE ER BRAY Ti FER УЕЗ E РИК A, DR 
(1.6.3) eu бф fu = Fa 


在 矩阵 形式 中 , 它们 分 别 被 表 永 为 


ên ёа Bs 0 Fu Fs 
(1.6.4) all | а ĉn |, Wel = | Fu 0 Fa 
én ѓа ёз 一 和 Fa 0 


丈 限 小 应 蛮 张 量具 有 六 个 独立 的 分 量 ， 而 无 限 小 转动 张 量 则 只 有 
三 个 非 零 的 分 量 ， 


因为 在 三 维 空间 中 ， 一 - 般 地 一 个 矢量 有 三 个 独立 的 分 量 ， 所 
以 ,我 们 可 以 通过 
(1.6.5) FF Fr = Fs a= fa 
Ха 六 ”我 们 称 它 为 无 限 小 转动 矢量 ， 这 些 表达 式 以 
k Ёл, 的 相应 表达 式 可 用 简 缩 记 法 表示 为 


б, 


(1.6.6) 2 和 一 chem7wr， Lr = ex 
AP tye 和 eza 是 置换 符号 。 
将 (1.6.2) 代 人 《1.5.8) 和 (1.5.9), 我 们 得 到 


xe Ër: 十 4 (Bux + Run) (Ёш + Rut) 


(1.67) | 
eu == ён y G, + Fue) Got + Fat) 


由 (1.6.7) 可 见 ,为 使 Er = Ёк, RM 各 kr 必须 小 ,而 县 Ёк, 也 
必须 小 ,这 样 才能 使 得 诸如 кй л, Buru 和 Run Ri, SE 
积 项 与 Ex, 相 比 可 以 忽略 不 计 。 这 里 还 可 以 提出 各 种 其 它 的 理 
论 。 例 如 ,一 种 理论 可 以 有 小 的 Pes BEARR Ёк, E Bux 
Ër 可 以 被 略 去 ,但 所 有 其 余 的 项 不 能 被 色 略 。 在 杆 、 板 和 壳 的 大 
挠 度 问 题 中 便 会 出 现 这 种 情况 ,然而 , 无 限 小 变形 理论 假设 Er 
Ea, 和 сы = E41， 在 这 种 情况 下 ，(1.5.4) 的 线性 化 给 出 


(1.6.8) ёа = Abadi ču = Ёадкады 


由 ШЕ “assis, 即 ma, ša = 0 并 不 意 
RE ew 0; 也 就 是 说 , 零 无 限 小 应 变 并 不 是 刚性 变形 的 充分 条 
件 。 我 们 强调 st 不 是 一 个 应变 度量 这 个 事实 ， 它 只 是 在 无 限 小 
变形 理论 中 才 被 近似 地 看 作 是 应 变 度量 . 


1.7 长 度 和 角度 的 变化 , 颇 变 和 转动 的 几何 意义 
通过 把 长 度 和 角度 的 变化 看 作 是 变形 的 结果 ， 可 以 提供 应 变 

和 转动 的 几何 意义 。 对 于 同一 坐标 并 。 一 个 具有 边关 量 为 1dXi， 
14X，EdX， 的 长 方 体 变形 之 后 成 为 一 个 具有 相应 边 矢 量 为 

CdX C,4X,, Cod X; 的 直线 平行 六 面体 , 即 在 义 处 的 矢量 aX 变 
形 后 成 为 x 处 的 dx《 图 1.7.1)。 
(1.7.1) dX = IrdXx, dx = CrdXr 
+ N яп 分 别 为 沿 dX 和 dx 的 单位 矢量 , 即 


. 10. 


图 1.7.1 无 限 小 长 方 体 的 变形 


= 4Хк ХЕ = 4% ба 
ам ом ИХ 7 as’? idx] 4 
Ah 28 和 ds 分别 表示 dX 和 dx 的 长 度 ， 
dx 和 dX 的 长 度 之 比 dsfd3 称 为 伸 长 . 这 个 比 可 用 NN 或 nn 表 
示 ， 为 了 说 明 这 些 依赖 关系 ,我 们 用 hn 或 le 表示 伸 长 。 当 然 ， 
它们 是 同一 物理 量 的 不 同 表 示 , 即 AN = de 


Am 一 SV CRNENG 
(1.7.3) 45 


а 1 


u 
45 Soum 


Jy ЕЙНЕК ЖИН KES Fj i k. Е N Яп 沿 


某 一 坐标 轴 《如 X. 和 z), 则 可 更 加 清楚 地 看 出 这 一 点 。 此 时 ， 
M= МН Ni = 0, Mam 1, m = m = 0, 我们 得 到 


+ 


dea 一 


(174) Aw = V Cu hw = 去 
伸 长 度 Bow 一 ew 定义 为 

(1.7.5) Ean = za = day — 1 

沿 X, #ШЕ Nat, ИИВ) 


(1.7.6) Bay = day — 1= VC, — 1= T+ 2B, — 1 

由 此 得 出 

(1.7.7) 2En = (1 + Е) 1 А1 

因此 ，Lagrange 应 变 的 法 向 分 量 是 fh CAS RE 1 的 
一 半 。 当 伸 长 度 很 小 时 ， 即 Ea, < 1， 娠 开 (1.7.7) 并 略 去 Bo 的 
平方 ,我 们 得 到 

(1.7.8) En = By = Ë, 

当然 , 对 于 Еш, Es 也 有 类 似 的 结果 。 这 表明 , 当 变形 很 小 时 ,无 


限 小 的 正 应 变 近 似 为 洛 坐 标 邦 的 纤维 的 伸 长 度 。 对 于 Euler 应 变 


的 相应 结果 为 


ds — dS 
45 


e= lo 1 = L 
(1.7.9) 1—2. 
2en = 1— (1 + ay)? 

所 以 对 于 和 1 比较 很 小 的 伸 长 度 , 我 们 有 
(1.7.10) eu = ew = By 

WIRE Ens En, Es 的 几何 意义 可 以 通过 考虑 N, 和 N, 两 
个 方向 之 间 的 角度 变化 来 得 到 。 为 了 简化 表达 式 ， 我 们 考虑 两 个 
Rik ах, 和 dXi, 它们 在 变形 之 后 成 为 CidX, яп С4Х,, 这 两 者 
之 而 的 夹 和 由 下 式 给 出 : 


(Сиху). (Сах) 
обат Сах ТСХ] 

或 者 i 

(1.7.11) созба = 28, 


Cu 
Veuln Vl+2E, V1 + 2En 


eae 


ЕТО е 


(1.7.12) 2Ey = (1+ Eat + Em) сода 
当 伸 长 度 和 1 相 比 很 小 时 ,保留 最 低 的 项 得 到 
(1.7.13) 2Ey = Ëu = cosgum 


对 于 无 限 小 变形 ,角度 的 变化 


+ 一 bo = Tas 


很 小 。 于 是 , 令 cosOay = sialon = Tun, BRAVA 
(1.7.14) 281 = By е Tun 


иш, WT MEET, TUMBES R ВЛЕ TRAE 
ү р. 


由 精确 的 方程 (1.7.11? 易 知 ,对 于 角度 变化 为 零 的 必要 和 充分 
kipaka epi 另外 ， 由 (1.7.6) 我 们 推 知 : 对 于 伸 长 度 为 


(1.7.15) , C = Br en = Bu Е En = u= 0 
几何 上 ， 我 们 可 以 通过 考虑 一 个 在 变形 前 边 长 为 4X 和 dX 的 无 
限 小 平面 经 形 薄片 OABC 《图 17.2) 的 平面 变形 来 清楚 地 观察 天 
IRATE RIE BUMS, matik PRE X, RESTA, 
ТЕЛЕ E ЖЕШИН ИНН, ERER 0418,C,， 于 是 
ол,— 04 

04 c B B 
aU,’ 

Эх, 

BBG, WR MER 
RDS AUN NH, А = 
使 得 在 最 终 的 位 置 上 它 变 
RI O A. B,C, (Bi 1.7.3), 172 正 应 变 


Ë = Ba = 


则 对 于 无 限 小 剪 切 9，04 AOA MOKA r. 为 


图 1.7,3 БИЛЕ 


BU,/8x,, 而 OC, 和 ОС HKA T: A 6U /6x,. 内 此 ,角度 
的 变化 为 А 
aig ST г, а U p 80. 2, 

2 ӨХ. ӘХ, 

WPI NIK EER RR. А, ЖХ kb 
的 无 限 小 纤维 dX, CERY x 处 的 dx， 现 在 将 dx 保持 与 其 自 
身 平行 地 移 到 六 (图 1.7.4), 

E dX HALERE som 定义 为 

_ | éx| cos — |4Х| _ ¿x dX 

(1716) аа т a 
dN р. дыба МЕ | 

14Х\ 14XI 
Rp o 是 dx K dX VA, 而 N = dX/|dxi 是 沿 dX ëJ 
位 矢量 。 根 据 (1.5.11)， 和 《1.6.2), 我们 有 


1 


(1.717) dag = (Sur + Ёш, + Ёш)8ш4Хь 
如 果 将 此 式 代 人 (1.7.16), 则 简化 为 


(1718) Em = Ёк. №№, 


D РАННЕ ТВ, S Eringen (1962, #12 91. 


024. 


x— ax 


Шан ‘tas Co х) ж Ма ВАЛЯ, аже 
(ROLF, M=1, А М 0, fü (1.218) BH ва. = Ex, I 
此 ， 无 限 小 的 正 应变 Eu, Ёш, By EER х, X, X, HAVE 
ж. - 

无 限 小 转动 的 几何 意义 可 由 计算 一 点 处 的 平均 转动 ?来 解 


#. 
z 


1.7.5 ұн 


1) 这 种 描述 法 出 目 Novozhilov (1948, #7 #1. 


sabe 


ANG 为 处 一 直角 参考 标 架 K, ?。2 的 XY 平面 内 的 单 
RREA 1.7.5), EEA, Ne 变 为 处 的 nz。 将 nz 平行 迁移 
Ep. Q Nz 和 nz 在 XY 平面 内 的 投影 之 间 夹 角 为 8z。 根据 


Ф + tan? 
Ф + Gz) = 1900 Жаша 
ae ә 1 一 tangtangz 


= Зу 一 xdX + yd ¥ 
dx x.xdX +x „dY 
并 利用 dX = dScos®, dY = dSsin®, RAIG 


(1.7.19) tan, = P2882 + Суу — z, x) sin ФсоеФ — хуа 
T r.xcosió + yysin’® + (ул + xy) sin Фсозф 


- 人 tr + Ёуусоз 2@ + 1 Gy = Exx)sin 20} 
[Nit 4 Gxt ind 1, 
— Ëxx) cos + Beysin20} 


其 中 第 二 行 等 式 是 由 在 第 一 行 等 式 中 令 y.x Va = Bey 一 Rev, 
уу == 1+ V, = Ёру 而 得 到 的 。 表达 式 (1.7.19) 关 于 作 
是 以 * 为 周期 的 。 因 此 ,除了 难以 区 分 的 夹 角 bz 一 0 和 Ө, = ж 
外 ,对 于 满足 0<8z < * 的 9z 是 完全 确定 的 。Novozhilov 定义 
《1.7.19) 在 《0,2x) 内 的 所 有 多 的 平均 值 为 转动 的 度量 , 即 
(1720) Cand) = 二 Í” ао (9) ар 
现在 我 们 将 (1.7.19》 代 人 此 式 并 进行 积分 。 在 这 个 过 程 中 ， 我 们 
注意 到 ,除去 一 名 xx 项 外 ，(1.7.19》 的 分 子 是 分 母 的 导数 。 因 此 ， 


这 部 分 分 式 积分 为 一 对 数 , 它 在 代 人 上 限 和 下 限 后 为 零 。 因 此 
(1.7.21) (тапдау 


СУЕТЕ Er) 


+ 2 (Erx — By) cos 2@ + бало} 


+e 


一 Rn 
теат Ba) — Bh 

于 是 我 们 看 到 ， 如 此 定义 的 平均 转动 与 Rey 成 比例 。 对 于 小 应 
Æ, Bex, у 和 Bey 与 1 相 比 可 被 略 去 ; 故 有 
(1.7.22) 《ungz》 = (62) = —R xy 
在 上 述 表达 式 中 ,只 须 循环 置换 XY, YZ, 2-Х, E7 
自然 地 得 到 《tan9,》，《tan9,》 风 类似 表达 式 、 

因为 民 是 一 个 张 量 ， 所 以 如 果 它 在 一 个 坐标 系 中 为 零 ， 则 它 
在 所 有 的 坐标 系 中 都 为 零 。 于 是 ， 如 果 某 点 处 的 平均 转动 在 三 个 
互相 垂直 的 平面 内 是 零 或 = 弧 度 ， 则 在 通过 该 点 的 任何 平面 内 都 
EFR ME. SAME Te FE 
(1.7.23) Ок = Ек 
时 ， POKES. ОЯ, Ë 0, ВЕЯНИЯ 
为 势 变形 . 


18 在 直角 标 染 的 刚性 运动 下 ,应 变 和 转动 的 变换 


重要 的 是 要 知道 当 直角 参考 标 架 Xx 平移 和 刚性 转动 时 ,应 变 
和 转动 取 什么 样 的 新 值 。 令 新 的 直角 坐标 用 Хе 表示 (图 1.8.1), 


Хз 


x 


图 1.8.1 длану IN eee) 


"27， 


参考 这 两 个 坐标 系 ,我 们 有 
P= Хик, Bo Bzlz 
аз) P = Xde Bo ва, 
жир, P 和 了 P 是 物体 中 间 一 物质 点 P 的 位 置 入 量 ，B E X; 的 原 
点 0 的 位 置 矢量， Tú ke Tü 1 分 别 是 X; 和 XE 中 的 单位 基 矢 量 ， 


于 是 ,我 们 有 

(1.8.2) 了 一 P 十 B 

用 了 和 孜 与 (18.2) 作 标量 积 得 到 

(їзз) Хк = QurXu + OuxBu 


Хм 一 CurXr 一 OurBr 
AH Qur 为 新 轴 XL 对 于 旧 轴 Хк 的 方向 余弦 ( 表 1.8.1), 


MELB 方向 余弦 


H (1.8.3), 我 们 有 
OXx 
OX 
根据 偏 微分 学 的 链 式 法 则 ,我们 得 到 


(1.8.4) = Qur= ly- Ir, 


OX, OX, OX, 


类 似 地 有 ; OXe/OX. 一 skz， 利 用 (1.8.4)， 它 给 出 
(1.8.5) ОшкОм: == Окм Ом = Ox 
因为 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 矩阵 的 行列 式 的 乘积 ， 故 由 
(1.8.5) 还 得 到 
[кк [Quil ~ IQuxl' 一 1 或 [Qsz| = E 
对 于 刚性 运动 ,一 个 右手 坐标 系 仍 保持 为 右手 的 ,因此 ,必须 有 
(1.8.6) iQuxl = 1 


“+ 


当 人 允许 坐标 轴 的 反射 时 , 则 在 Oue 的 行列 式 中 可 以 包含 十 号 。 
现在 , 我们 回 到 表达 式 (1.5.2), 将 Хк = BuxdX ， 代 人 
(1.5.2), 我们 得 到 
ds — dS = 2E gi OuxQurdXudXym 2E und Xd Xy 
式 中 


(1.8.7) Eun = ExiQuxOn 
反之 ,我 们 得 到 
(1.8.8) Eun Ек.Окы0ін 


方程 (1.8.7) 和 (1.8.8) Bir THT BME Хк 和 Xe 中 应 变 分 量 
间 的 相互 关系 。 它 们 是 在 一 般 则 线 坐标 中 的 张 量 己 也 成 立 的 
(1.4.18) 的 特殊 形式 ,无 限 小 应 变 的 变换 与 (1.8.7) 和 (1.8.8) 相 类 
似 。 为 了 得 到 这 些 表 达 式 ,利用 定义 方程 (1.6.1) 或 许 是 有 益 的 ,在 
直角 坐标 中 ,位 移 矢量 可 表示 为 

(1.8.9) а= Ul = Uv 

用 Ix # 1, 与 (1.8.9) 作 标量 积 , 则 得 到 

(1.8.10) Ur= QurUu, Us — QuxUr 

对 此 式 求 偏 微 商 , 则 有 


Wis 8 (Q pty) OXt ~ We 
Bat E (иб д. = Оман, ру" 


因此 


Жш = 004 + Обу 一 


OX | OX т 90м. (е + ax) 


OX, 
Bp 
(1.8.11) Bis = Ёк„ОмкО ut 
这 与 61.8.77 的 形式 是 相同 的 。 类 似 地， 对 于 空间 参 若 标 架 的 平移 
和 刚性 转动 可 以 得 到 形式 上 与 (1.8.7) 相 同 的 5 的 表达 式 ， 
对 于 Ёк 和 ru 的 变换 律 是 与 (1.8.11) 类 似 的 ， 事 实 上 ， 按照 
同样 的 方法 ,我 们 得 到 
(1.8.12) Raw Ёк.Омкдн, Raz = RiwOuxOue 
容易 推出 :转动 矢量 Ёк 应 当 服从 轴 矢 量 的 变换 律 , 即 


29 。 


(1313) R 一 +0киЁы, Rem +0 

其 中 十 号 对 于 detQxr 一 1 时 成 立 ,而 一 号 对 于 detr 一 —1 时 
mar. жй 

(1814) 20 = екин ум“ кыны: нкӨкР 

为 了 简化 此 式 , 我 们 需要 引 埋 : 


(1.8.15) exunQurQue = еа rs 
ATEREA RTS За {у к ШР ХЕ 
(1.8.16) le Xle = crasls 
但 是 因为 

(1.817) L, = Quel, 


故 将 此 式 代 和 人 《1.8.16), 我 们 得 到 

eresQuslk = OurQnals X iy 
现在 ,对 矢量 1k 利用 (1.8.16), 并 认为 k 可 能 形成 左手 三 元 组 ,我 
们 便 可 得 到 

eprsQrslk = + Q sQ une мнкїк 
在 上 式 两 端 ， 长 的 系数 必须 相等 .因为 用 crus 代替 синк ER 
许 的 ,所 以 这 就 给 出 了 (18.15), 从 而 完成 了 引 理 的 证 明 ， 

现在 ,将 (1.8.15) 代 人 (1.8.14), 得 到 
26, = + erasQrsline == + OrsCespakre) 


在 最 右边 的 式 子 中 利用 (1.6.6),, 我 们 就 可 得 到 C1.8.13)。 


19 应 变 椭 球 


为 了 说 明 未 变形 物体 中 点 邻 域内 局 部 变形 的 图 像 ， 我 们 现 
在 研究 X 处 一 个 无 限 小 球 dS 一 const, 的 变形 . 知道 这 个 球 在 变 
形 以 后 变 成 什么 样子 是 很 有 趣 的 。 在 共处 由 矢量 dX 掠 过 的 半径 
为 天 的 球 


asap SxidXxdX, = 4% 一 К? 
变形 后 变 成 x 处 由 dx 所 掠 过 的 二 次 曲面 , 即 
(1.9.2) L.. ыйкай = d$ == К? 


因为 (1.9.1) 是 正定 的 ,所 以 (1.9.2) 也 是 正定 的 ,因此 ,这 个 由 球 变 


‚зо. 


成 的 二 次 曲面 (1.9.2) 是 一 个 酉 球 。 类似 地， 在 x 处 由 dr 所 掠 过 
的 一 个 球 在 变形 前 曾 是 一 个 权 球 , 亦 即 ,在 已 变形 物体 的 点 处 的 
球 


(1.9.3) выці = dò — k 
在 未 变形 物体 的 点 P В — У 
(1.94) Ск4Хках„— dê = p 


这 些 粮 球 称 为 Cauchy БЕРЙ. HE2R(1l.9.2)F20 Cauchy 物质 
ЖЕРК, (1.5.4) 则 称 为 Cauchy 空间 粮 球 .研究 其 中 一 个 椭 球 的 
基本 特征 就 能 崩 明 在 一 个 点 的 邻 域内 的 变形 特征 。 

我 们 所 感 兴趣 的 是 知道 在 尸 处 球 径 的 正 交 三 元 组 是 如 何 变形 
的 .为 此 ,我 们 有 

定理 1 (Cauchy BAY FE KH ERR RON 
ЗЕ x Key i RR RERE. 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 考 虑 在 点 发 ЖЕ ЖИНА #t aX: 和 dX’, 
我 们 有 


-dK m 0 
根据 (1.4.8), 我 人 有 dX: 一 edr}, TE, БИЙЛЕ ВЯ 
(1.9.5) (ец) + (ем) = сыйда == 0 


这 便 证 明了 在 矢量 dx! 终点 处 椭 球 的 梯度 矢量 2cudzi EETA 
Ж dx’ (图 1.9.1)， 因 此 ,定理 被 证 明 。 


ах? 


ax? 


(a) 


图 1.9.1 (а) B> CO) ийн 


abe 


АЧАР ЕАР ТОЗАР Ж. Хш 
ВЛЕ ЖӨ NORA. TEHE Cauchy 第 一 定理 ,应 变 
Жа ЕН А Зу = КЕ 3 E ШИШ. ИОН 

推论 1 在 8 的 一 点 Р(Х) Ж, OPES PRE 
向 ， CREE ORE RILER, 并 构成 在 тк) PEEL ET] 
зр. 

"EP Meee R= FEAL АНУ CO ERR Р ERER 
主轴 所 形成 的 平行 六 面体 。 这 个 特殊 的 平行 六 面体 的 各 个 面 的 来 
FSH 90°, 六 此 有 

推论 2 参考 于 P МШЕ, сы, es 和 гь, ЖИЙ, ИШ 
E ems ex 和 en BF. 

当然 ,所 有 这 些 推论 对 于 处 的 空间 应 变 椭 球 也 是 成 立 的 . 根 
据 Cauchy 第 一 定理 , ЕХ 处 至少 存在 一 个 正 交 的 三 元 组 ， 它 变 
成 x 处 的 另 一 个 正 交 的 三 元 组 , MB, КОЛА. ХАЯ 
一 个 球 的 正 交 直径 的 三 元 组 , 变 成 为 z 处 的 三 元 组 ,该 三 元 组 构成 
x hi ROR КЕЗИ. БЕУ, ЖЛЕ x MART SI E: АЖ 
КЕЗ 2008 E БЕ CH. REE 

推论 3 ”变形 使 X AMEE Ab x зв 


是 不 等 的 ， 


В 1.9.2 таа 


Я ЕТ, ARERR AT CUB Lh БОШ RR 一 
RR. АЕР AT PRET OP. 
EEA PHA, SHEE BT PARA PEM, BARE 
“н 


SH ERO ee, ABT RN, ЕКЕУ ИЕН 
成 的 无 限 多 个 正 交 三 元 组 都 是 主轴 。 

我 们 已 经 了 解 到 ,在 P DERN A Ry Р НЕКО N IE. A 
Be ARENT ROME MEZA, RIEP 处 名 
ARATE Fa LAOH AOA NG PO PRT Te 
化 。 

在 一 个 靖 球 中 ,主轴 的 长 度 至 少 有 一 个 是 最 大 的 ,一 个 是 最 小 
的 ,而 第 三 个 在 它们 之 间 。 因 此 有 有 

定理 2 (Cauchy 第 二 定理) 在 任 一 ÄP 处 至 少 Н. 
HEROD, ЕА їй, теи хера 
ЯТ 
> ha > 
s“ ELD 


最 大 的 伸 长 度 Eos Aa — 1 SURED KAE, 而 最 小 
MOREE Eo 则 出 现在 短 轴 上 ， 沿 应 变 糖 球 主轴 方 商 的 伸 长 称 为 
主 伸 长 . 

现在 ,局 部 变形 的 图 像 已 经 浅 楚 了 ,在 P 处 位 于 球面 和 它 的 直 
径 上 的 诸 物质 点 通过 下 列 三 个 步骤 达到 它们 在 ?处 的 椭 球 面 上 的 
和 它 的 直径 上 的 最 终 位 置 : I 

(а) 具有 中 心 P 的 无 限 小 球 刚 性 地 平移 到 点 ? (E 1.9.34). 

(>) 此 球 线 着 通过 ?点 的 轴 刚 性 地 转动 ， 使 得 在 P 处 的 应 变 
枉 球 的 主轴 与 它们 在 p 处 的 已 变形 的 方 商 重合 《图 19.3b). 

(с) 最 后 ,把 这 些 直径 拉 伸 ,使 之 与 ?处 沿 应 变 燃 球 的 主轴 的 
主 储 长 的 大 小 相同 (图 1.9.3c). 

头 两 个 步骤 ,Ca) 和 《b), 保 持 诸 物质 点 之 间 的 原始 距离 不 变 ; 
因此 ,它们 被 称 为 刚体 位 移 。 在 步 又 (c) 中 ,实际 距离 发 生 了 变化 ， 
因此 ,在 这 个 步骤 中 ,物体 被 说 成 是 受到 一 种 绩 应 变 。 上 述 过 程 可 
以 取 任 意 的 次 序 ,例如 ,在 P 处 的 球 可 以 首先 被 刚性 地 转动 ， 然 后 
被 拉 伸 ,最 后 被 半 移 而 达到 它 的 最 终 位 置 ， 内 此 ,我 们 有 

+336 


Bads 


图 1.9.3 PARR (9) MEFE Ch) MER Co) ШЕ 
жаз Енос 


нат. AN EEIEIEE A, FT 
我 们 就 给 出 这 个 证 明 ， 对 于 有 限 变形 , 请 参见 第 1.11 节 、。 


对 了 


F Xx 和 z, 我 们 选取 周一 直角 参考 标 架 ， 在 未 变形 物体 


th, BPA X X 十 АХ 变形 后 分 别 为 X + UCN) 和 X+ 
dX + UX + dX). 于 是 ,我 们 有 


AH Uk 


Ux = Ux(X + dX) = Ut + UR AX, 
和 Uka Æ X HE. 现在 ,在 此 式 上 加 上 并 址 去 二 ULK 


4Xz， 则 此 式 可 以 写成 


к= 


Ue + > Uku Oba) dX, + T (Лы. + Ued XE 


“аи. 


或 者 
(1.9.6) Ug = Uk + бах, + dX 
这 表示 在 X kh — eI RA dX 受到 平移 UR ТЕЙ X MEAN 
转动 ах, UR X eh OS Ek. aX... 表达 式 《1.9.6) 是 精 
确 的 ; 仅 第 二 项 和 第 三 项 的 物理 解释 是 近似 的 ,并 仅 对 无 限 小 变形 
成 立 。 

对 于 P 处 的 一 个 长 方 体 ,变形 图 像 已 在 第 1.5 节 中 研究 过 了 . 
我 们 知道 ,具有 主 对 角 矢 量 dX 一 ахі, 的 无 限 小 长 方 体 ， 变 形 
后 成 为 一 个 具有 对 角 矢量 dx = dzú, = АХ Ск 的 直线 平行 六 面 
体 ;并 且 各 边 的 长 度 分 别 变 成 为 《1 + EwddX,, (1 十 Ea)dXs 和 
《1 + Bty)dXs 《图 1.9.4). 这 些 边 之 间 的 夹 角 Өг» Bas M баю 已 
不 再 为 90*， НАШАР 的 应 变 分 量 Exr 时 ， 便 可 得 知 这 些 来 
角 和 伸 长 度 E(x;。[ 参 见方 程 (1.7.6) 和 (1.7.11)]。 当 变形 为 无 限 
小 时 ,由 《1.7.8) 和 (1.7.14), 我 们 有 


Ева) Ën, Ew = Ёа, Buy & By 


2 = 2 = s 
Ban = 220, —— ban = Pas, > баз, = 2Bis 


四 1.9.4 长 方 杀 的 变形 
变形 前 ， 楼 边 与 所 讨论 点 处 的 主轴 重合 的 长 方 体 变形 后 仍 是 
35+ 


长 方 体 。 


110 应 变 不 变量 和 主 方向 


在 前 一 节 中 ， 我 们 已 经 得 知 变形 使 P 处 的 应 变 椭 球 的 主 方 岛 
旋转 为 处 的 主 方向 ,一 旦 已 知 主 方向 的 方向 余弦 , 则 参考 于 应 变 
椭 球 的 主 扣 的 应 变 分 便 就 可 以 用 参考 于 任何 其 它 锅 的 应 变 分 量 来 
表示 。 这 里 ,我 们 项 望 寻求 应 变 的 主 方向 和 本 原 函数 ,它们 在 这 个 
或 任何 其 它 的 坐标 变换 下 尾 保 持 不 变 的 .为 此 ， 我 们 从 主 方向 的 
解析 确定 开始 。 这 要 求 我 们 寻求 仲 长 Aw 的 极 值 ， 因 为 根据 
Cauchy SOZA REREH, Am 是 平稳 的 ,于 是 

4Хк 


(1.10.1) Ам = CkrNk = 2Е,.ММ№ + 1, Nz 一 Т 


在 满足 N а, BY 
(1.102) 8. NN, = 1 
的 条 件 下 ,必须 对 Мк RRE. Aik, RA Lagrange 乘 子 法 是 最 
合适 的 。 我 们 令 
= ЇСкьМкМ: 一 CCOrrNxN —1)] = 0 
u 
式 中 C 是 未 知 的 Lagrange 乘 子 ， 上 式 给 出 关于 Nz 的 三 个 线性 
齐 次 方程 


(1.10.3) (Ск. — Còr М, = 0 
利用 Cxz = 2Ек, 十 ёк, АИТАТ ЕКЕ 
(1.104) (Ек, — Ебк,)М№, = 0 
式 中 

(1.10.5) Е—С—1 


我 们 可 以 求解 方程 组 (1.10.3) 或 (1.10.4)。 利 用 Cee 与 Exe 
及 与 互 的 关系 ， 我 们 总 是 能 够 把 对 下 的 表述 转换 为 对 的 表 
B. 

当 (1.10.4) 的 系数 行列 式 等 于 零 时 , 即 
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Е-Е Ey Ey 
En En—E Еһ 
Ең Ea Ea—E 

ЖД (1.10.4) 的 非 平凡 解 是 存在 的 。 这 个 行列 式 称 为 应 变 张 量 的 特 

征 行列 式 。 把 它 展开 , 得 到 关于 的 三 次 方程 


(1.10.6) 18, 一 Ез, 一 


(1.10.7) Е? 十 ЕЕ! — ПЕ + Ш 0 
式 中 
(1.10.8) le = Exx = Eu + En + En 
Пе = EyEy + EnEn + Е.Е. 一 Eh 
— ЕҢ — Et 


=| Е. JEn Bui, |En Bu 
Ex eal к. Es! ‘En En 
Ils = EnEuEs + 2E pEpEn 一 Е.Е 
一 EnE}, 一 Е.Е 

En Е, Es 
En En Ey 
Ex Es Es 
PEDE алол) RSS E (а — 1, 2, 3), КЕШ 
#. 特征 方程 的 系数 lz Ik 和 HE 是 这 些 根 的 一 次 、 二 次 和 
ERR ZA, K 


E= E, + E, + E, 
(1.10.9) Нь = Е,Е, + E,E, + EE 

Ще = Ё,Е,Е, 
对 于 每 一 个 主 应 变 E,, HBB (1.10.4) 决定 一 个 主 方 向 (或 特征 
方向 ) No(c 一 1，2，3). 

如 果 主 应 变 E,, E, 和 E, 是 实 的 而 且 不 相等 则 方向 Мак, 
Мк 和 Nx 是 实 的 并 唯一 地 被 确定 。 我 们 现在 证 明 下 面 四 个 引 
理 : 

引 理 1 所 有 的 主 应 变 B。 BETH, 

证 明 :我们 假定 相反 的 结论 成 立 , 即 三 次 方程 (1.10.7) 的 一 个 
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根 ,例如 Е, BSW. FE, ERREN Е, ша. FH 
应 于 E, 和 É, ROE (1104) 的 一 个 复方 向 N. 和 它 的 
жй N, m 

Ек,М, = ЕМ, ЕА = ЕХ 


H Na БЭР Мы BRIA, WANES Ba 
ELx， 我 们 得 到 


0 = (Е, — Ем 
因为 ММ > 0， 所 以 必须 有 
E, — E, = 21mE, = 0 
从 而 mE = 0， 这 和 我 们 的 假设 相 了 矛盾 ,因此 Е, 是 实 的 。 应 该 
指出 ,在 这 个 引 理 的 证 明 中 的 关键 是 应 变 张 量 的 对 称 性 ， 
引 理 2 ЭШКЕ ЕКЕ B. 和 B, 对 应 的 主 方 向 N. 和 
№ 是 第 此 平 交 的 ， 
为 了 证 明 这 个 引 理 ,我 们 必须 证 明 
(1.10.10) М. N, = ММ = 0 
由 于 ,与 不 同 的 主 应 变 E, 和 E,(E, ° E) 对 应 的 两 个 方向 满足 
(1.10.4), 即 
ЕМ. = EiNix, Еа№, = ErNix 
用 Мк 乘 第 一 式 并 用 Мк 乘 第 二 式 ,再 相 减 ,于 是 得 
0 = (E, 一 E;)NizN;x 
由 假设 ,我 们 有 Е, * E,， 所 以 
NiNa = N, №, = 0 
这 就 证 明了 这 个 引 理 . 
为 了 获得 上 述 结果 ,我 们 兽 假 定 Е, зе E,， 即 方程 (1.10.7) 的 
所 有 根 是 不 同 的 ， 当 《1.10.7) 有 重 根 时 会 发 生 什么 问题 呢 ? 在 这 
种 情况 下 , 相伴 的 方向 变 为 不 确定 . 对 于 一 个 重 根 ,在 满足 (1.10.4) 
的 平面 内 将 有 无 限 多 个 方向 ， 在 这 个 平面 内 的 性 何 两 个 正 交 的 方 
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向 都 可 选 为 特征 方向 ， 而 第 三 个 方向 则 垂直 于 该 平面 。 在 此 情况 
下 ,应 变 精 球 (1.9.4) 具 有 旋转 对 称 性 ;旋转 灿 是 特征 方向 ， 它 与 通 
过 P 点 并 垂直 于 旋转 轴 的 平面 内 的 任何 两 个 正 交 方向 组 成 一 个 正 
交 的 三 元 组 . 当 (1.10.7) 的 所 有 很 都 相同 时 ， 二 次 曲面 是 一 个 球 ， 
因此 ,任意 三 个 彼此 正 交 的 直径 都 可 选 为 主 方向 。 

当 参考 标 架 Xx 的 选取 与 主 方向 一 臻 时， 应 变 状态 具有 特别 
简单 的 形式 。 在 这 种 情况 下 , 当 L= K ih, Мы 一 D0， 我 们 可 以 ， 
写成 
《1.10.11) Nux = бк 
(1.10.4), RATA 

Екш. = EyNux tM AURA) 

这 时 在 下 标 下 面 划一 模 线 表示 对 该 下 标 不 求 和 .利用 (1.10.11), 我 
们 看 到 这 个 方程 变 成 
(1.10.12) Epu = Exdur 
对 于 M 一 1, 2, 3， 我 们 得 到 

Eu= Ey Еш== En Ез = Ey Ек = 0 (К зе L) 
这 表明 Ex НЕХ НЕНЧА ЕЯ. TRASF 
些 主轴 ,我 们 有 


Еһ Ey Ey E 0 0 
(1.10.13) En En Exs|=|0 E 0 
Ey Esa Ex 0 0 E, 


因此 , 张 量 Ек. 的 让 方向 N, SEMA MOST PE 


这 个 参考 慰 架 中 晶 切 分 量 为 零 。 
很 显然 ， 主 方向 就 是 应 变 策 球 的 主 帖 。 如 果 符 标 Xx 选 成 一 
个 主 三 元 组 , 则 参考 于 这 些 轴 的 应 变 精 球 具有 最 简单 的 形式 


(1.10.14) а = k = CrkzdXxdXr 一 >] c.Gax, ¥ 


ПЕТ 


根据 (1.10.5), 式 中 
(1.10.15) Cam 1+ 2E, 


f 我 们 称 C。 为 特征 值 。 : 
a WHE, Cu Ca 和 Cs EER 
Y 因此 сС„> 0。 因 而 C1.10.14) 是 半 
(> Де 轴 长 度 为 a。 = R/V Ca 的 一 个 糊 球 
` 《图 1.10.1)， 沿 主 抽 的 伟 长 A 一 

图 1.10.1 l. = 4:145, h FAH H: 
= talk 

(1.10.16) Mar уу мс. 


DRANG Е ЖК, WRITS 
Ях, „_1_ „шы 
(1.10.17) a 727% 
AH ca Æ ch 的 特征 值 ， 使 (1.10.16) 与 (1.10.17) 相 等 ， 则 有 
(1.10.18) Ca = l =u, 


с. 
因此 我 们 证 明了 下 面 的 定理 : 
定理 1 EP 处 的 应 变 柳 球 的 半 轴 长 度 是 处 的 物质 李 球 的 


нерн, ТЕНЕ аай. PEE Ce рй 


上 述 事 实 也 构成 了 Cauchy рари 
引 理 4 ЗАТ ИО АИА FAA: 


(1.10.19) Мк = Ха 
fg 
(1.10.20) na == Ca хк ox 


为 了 证 明 这 些 关系 ,我 们 必须 证 明 当 me 彼此 亚 交 ,并 且 对 于 cu {Йй 

是 (1.10.3) 的 对 偶 , 即 

(1.10.21) (сы — сёы)т = 0 

时 , 则 N。 彼 此 正 交 ,并 旦 满足 (1.10.37。 
为 了 证 明 (a)， 我 们 作 


ш. 


N, Ny ММ = —— ХХ кылда 


А сав 
== Cuna AMEE 
Vege, св 
只 要 单位 三 元 组 ms 彼此 正 交 ,我 们 就 可 利用 (1.10. 20) 得 到 
N, * N, = уа naing = бов 


为 了 证 明 (b)， 我 们 作 
CKPzCazr 一 ee Z хужа 
利用 C1.10.21), 得 到 


сылады 
СС, = "1% 
CaN be 


a Хм Xr ghel L, X koal 


; eg са. 


这 里 ,在 上 式 的 第 二 行 中 我 们 已 利用 (1.4.12 КЕ cus MERZ 
行 等 式 中 则 利用 了 (1.10.19)。 因 为 ce 一 11C。， 故 得 
Сы, = CoNax 
并 且 上 式 表明 ,只 要 na 满足 C1.10.21), 则 由 C1.10.19) 给 出 的 Nox 
满足 (1.10.3). 《1.10.21) 的 证 明 与 此 类 似 。 
实际 上 ,这 个 引 理 是 Cauchy 第 一 定理 的 推论 3 的 解析 证 明 . 
几何 上 ,我 们 可 以 解释 这 些 结果 如 下 : 
Green 和 Cauchy ZEKE C 和 e 可 被 表征 为 唯一 的 对 称 
RE, Нн iz x д AN ROE, 而 


бшк, ааа. 因此 ， Ca WR HH 
(1.10.5), E, 都 保持 不 变 。 这 就 意味 着 《1.10.97 式 的 les He 和 
Ш. 保持 不 变 。 因 此 ,有 


ta 


定理 2 Жї, Uz 和 We 在 对 于 Xx 处 的 任何 坐标 变换 
下 部 是 不 变量 。 男 外 ， 为 子 唯一 地 表征 一 个 二 次 曲面 所 需要 的 主 


轴 数 自 不 多 于 三 个 .因此 ,有 


жаз 在 维 空 间 中 一 个 三 阶 张 量 的 独立 不 变量 的 数目 


те 


不 变量 可 以 根据 应 变 张 量 Йаа, гы, ёш, Саш сы, cu 等 等 
来 形成 。 这 些 不 变量 可 以 用 名，e, š, С, с, 等 等 代替 (1.10.8》 


和 (1.10.9) 中 的 玉 来 得 到 ， 在 (1.10.8) 中 利用 


(1.10.22) 2Exr = Ск, — xt 26 Su су 


我 们 可 以 证 明 


ig = 3 + Iz 2 一 一 3 十 Te 
(1.10.23) We= 3+ 4s + ll, 4lls = 3— 21; + lic 


Ше = 1 + 21 + Hz + Billy 
8Ше = —1 + le — Ile + Шс 
L= 3—2L 
(1.10.24) = 3 ~ 4L + 4. 
Ш, = 1 — 2L + 40, ~ 81, 
HEER o 来 表示 ,我 们 还 有 
l= Tg day + Аф) + th 


(1.0.25) Ie = Ше = 2045 + Ми» + Дд 


Ше = Ше = 1064046) 
ъ= 1а Lely 


D z n 
ар Аа i 


(1.10.26) te Пас + ty 


Муй» Му 
Ш, = ШШ 一 — 
хы 
D 关于 解析 证 明 ， 讲 参见 附录 87, 


426 


А 
Мэ 


由 这 些 式 子 可 以 得 到 下 列 基本 等 式 ; 


ц le 1 
(110.27) L ШЕ? П. == ш? Ш, = ite 
AX 0<4.,< оо, RNB 
(1.10.28) 0 < es He, Шо < co, 0 < le Is Ш, < 00 
对 于 刚性 变形 ， hom day dey l, Wit, 
(1.10.29) = ik= 3, He= 1 
аА. 

在 应 用 中 常用 的 另 一 组 不 变量 为 
(1.10.30) I = tra, L = tra’, h= (га? 
RP tra 一 att。 容易 证 明 ， 这 些 不 变量 与 主 不 变量 L, I. 9 
Ш, HATARA: 

=, k= — 2, L= É З, + ЗШ, 


(1.10.31) | 1 
„=һ, L= 7 (8—1), Ш, = Gh — hl + 1) 


最 后 ,我 们 给 出 任意 二 阶 张 量 а 的 一 个 重要 定理 。 

定理 〈Cauchy-Hamilton)》 018 on 满足 方程 
(1.10.32) f(a) = 一 al + La’ — Ila + Л = 0 
为 了 证 明 此 式 ， 我 们 注意 到 ,一 个 矩阵 a HEM RBA ARH 
同 次 逢 的 特征 值 , 亦 即 

ак. Ма = (а УМ, 
或 者 ,由 此 ,我 们 对 《〈e,)” 求解 得 
(1.10.33) Aas _ акьМ „ка. 
式 中 
Ags 一 9,858 

但 s。 满 足 特 征 方程 
(110.34) Ка) = —a + Lat— ila + Ш, = 0 
将 (1.10.33); fü AG1.10.34) 我 们 得 到 
(1.10.35) KA) = NfCa)N7 
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因为 左 端 必须 为 零 , 这 就 等 价 于 (1.10.32), 于 是 定理 得 证 ， 
在 许多 文献 中 。 Cauchy 二 次 曲 而 是 用 应 变 张 量 玉 来 加 以 研 
究 的 , 亦 即 


(1.10.36) ExraX,dX, 一 (аг — dS?) = h = const, 


ER, A 可 以 是 正 的 、 负 的 或 零 。 于 是 ， 这 个 二 次 曲面 不 一 定 象 
(1.9.47 那 样 是 一 个 业 球 。 因 此 ,根据 (1.10.36) 来 研究 更 为 复杂 .在 
有 限 变形 理论 中 ，Cxz 代替 Ех, 起 着 重要 的 作用 
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由 于 变形 而 产生 的 物体 纤维 的 有 限 转 动 不 能 用 无 限 小 转动 张 
是 R 和 # 来 表征 ,为 了 描述 给 定 纤维 的 局 部 转动 , 我们 引 人 下 面 
BRAKER, 

AN, 是 在 P 处 沿 应 变 主轴 的 一 个 正 交 的 单位 三 元 组 。 根 据 
Cauchy 第 一 定理 的 推论 3《 第 1.9 节 )， 变 形 使 N, о х ЕВО 
应 变 主轴 的 一 个 正 交 三 元 组 ne. 如 果 我 们 把 N, 平行 迁移 到 x 处 ， 
我 们 就 可 定义 一 个 唯一 的 正 交 张 量 R, wE N。 旋 转 为 a。 (El 
Lint), 


Ns 


апа 主轴 的 旋转 


(1.11.1) na = RNa 


ба» 


(1112) Nex Rana 
把 这 些 方程 的 一 组 代 人 另 一 组 ,我 们 就 可 得 到 


(1.11.3) Rix Re = 8и, RRi ™ бкь 
另外 ,我 们 看 到 
(1114) Ru 一 Rea Nextar 


i, R E R 的 互 易 张 量 , 它 使 a 转 回 到 N。。 

R= 1 的 情况 称 为 纯 应 变 , 其 中 工 是 单位 张 量 。 

BWI Cauchy ÑU Green PPRA н RARE TA 
(1.11.5) Са = Re Кшз cu = БүкСк Ru 
为 了 证 明 (1.11.5),, 我 们 要 详 想到 Са, BEORREN S 
外 ,这 个 乱 阵 的 任何 正 的 , 负 的 和 分 数 次 土 具有 自 姜 到 同 次 轿 的 特 
征 值 , 亦 即 


(1.11.6) Сыма = (C) Npr 
由 此 ,我 们 解 得 
(111.7) са = > (Ca) "МКМ, 


类 似 地 ， 对 于 сы OE BABS 
(1.11.8) eu = У (сиы 
现在 ， 把 (1.11.2) hAg N, f€ A (1.31.7)， 并 根据 (1.10 18) 有 
Com lew Wk, t 
“Cer => Васе ндаи 
利用 C1.11.8), 我 们 得 到 (1.11.5),。 根 据 (1.11.8), 并 利用 (1.11.1)， 


即 可 证 明 (1.11.5),， 
引 理 2 TERE, Cauchy 和 Green 变量 张 量 彼此 其 有 下 


+ 


(1.119) tor Ru Cum Rasu 
(1.11.10) Хы = Rer2u 一 Ru са 
为 了 证 明 这 些 结果 ,由 (1.10.207 ,我们 解 得 xur， 亦 即 
алып) sag = D V C.N, na, 


把 (L111) 中 的 na 代 人 上 式 ,并 利用 пе 一 二 的 (111.7) 式 ， 


我 们 得 到 
zu = DV С, КЫМ Мк = Сайы. 


这 就 是 (1.11.9》 的 证 明 。 如 果 我 们 利用 "一 -4 的 C1.11.5), 式 


来 代替 (111.9) 中 的 Cxz， 我 们 就 得 到 (1.11.9);。《1.11.10) 的 证 
明 与 此 类 似 。 
由 《1.11.9) 和 (1.11.10), 我 们 还 可 得 到 


an оз “in 


(11112) Кук == tpr Cers Ra 一 Xen сц 
如 果 我 们 对 于 tor 和 Xea RAS FME, AMT EA 
“采用 U 和 VV， 则 方程 (1.11.9) 可 以 写 为 
CL11.13) F=RU=VR 
而 且 
(L1114) ЕЕ С, М ВЕТ e=b 
式 中 R 是 正 交 张 量 。 张 量 可 和 V 分 别称 为 右 和 左 仿 长 张 量 ， 蛋 
应 于 这 些 术语 ，C 和 上 b 和 常 被 称 为 右 和 左 Cauehy-Green SBI 
Ж. ЖЕДИ; Cauchy EB, CARER F TUS OORT 
эбин, LPT RE. BPE. 

由 (1 11.13), 我 们 还 得 到 
(11115) U=R'VR, V = RURr 


646 5 


BERES amd 和 a 一 十 алза, 
认为 这 个 引 理 的 推论 ,我 们 有 


2 


(1.11.16) Ursa = Ёк„ Cum — özu 

式 中 

(1117) Ёк, = Radix 

为 了 证 明 式 (1.11.16), 我 们 把 (1.5.11) 写 成 下 列 形 式 : 
《1.11.18) хьк = (ur + Uyr) due 
KERRE Unz WE 

(1.11.19) Umr ™ Dartin — бик 


由 (1119), 把 sou RAER, WES (1.11.16). 
ЖЯ (1.11.16), (1.61), 和 (1.6.1),， 我 们 还 得 到 


_ л К ГА 
(1.11.20) Ёки = Күк. Cuy. — бик, Ёки = Ка. Cane 


另 一 个 有 意义 的 结果 是 
(11121) — Rew (Sre + Ban + а) Сы 
这 可 出 把 (1.6.2) 代 入 (1.11.16), 然 后 对 Reu 求解 得 到 。 
不 难 求 得 上 述 公式 在 Euer 表示 中 的 对 候 结 果 . 
如 果 变 形 梯度 是 小 的 ， 在 《1.14.21) 中 仅 保留 最 低 阶 的 项 ,我 
们 得 到 
(1.11.22) Rig — дкы == Ёкм, Ёкм BrkOw LT iu 


因为 由 (1.5.3),, 我 们 有 近似 式 
“Cou = Skut Ёки 


这 些 结果 正 是 说 明 关 于 Rew 和 fee 的 术语 “无 限 小 转动 ”的 理 
iH, ` 
我 们 现在 来 证 明 变 形 * 的 基本 定理 (第 1.9 节 的 定理 3)， 
定理 在 一 点 处 的 任何 线 元 的 灾 形 可 以 看 克 旺 申 一 个 型 件 平 
PULEPD THER DRE RO KER. 


D 原 书 沁 为 转动 3 应 为 变形 .一 ~ 译 者 
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为 了 证 明 这 个 定理 ,考虑 在 X WMI, RESET 

Еж 
dy = хъкіХк 

#JUBO.11.9), RIE 
(11123) dey = вы Вам СыкйХк = BakRin cudXx 
其 中 
(111.24) Rim = RigBkm 
方程 (1.11.23) 可 以 分 解 如 下 (图 1.11.2): 

(9) 将 矢量 4Х 用 平行 移 位 的 方法 刚性 地 平移 刘 Гати 
(1.1125) акту == ВакаХк 


йаки OO 


图 1.11.2 变形 的 分 解 


О) ЖЖ ¿say РНЕ ВЕРНУ ¿nay 


(1.11.26) бхад = Rudzery 
C) Ж dean BRE dzs = dra 
-in 
(1.11.27) dr, сыйцау 


9801.11.25) RC. 11.26) 94 EA (1.11.27 HES H (1.11.23);. 
应 注意 的 是 , 当 且 仅 当 dXx 是 Ск, 的 特征 矢量 时 ， 什 长 才 
不 包含 矢量 ¿za 的 进一步 的 转动 。 从 此 也 可 以 看 出 , 平移 ,转动 
和 伸 长 的 进行 次 序 是 不 重要 的 。 
ERR EK 处 的 无 艰 小 邻 域 的 变形 的 描述 可 以 归纳 如 下 : 
AX 为 中 心 的 一 个 无 限 小 的 球 刚性 地 平移 到 x， 并 使 X 处 的 应 
变 禄 球 的 主 三 元 组 移 到 x; 然后 ， 旋 转 这 个 球 使 平移 后 的 主 三 元 


. 4. 


ie 处 的 应 变革 球 的 宇 兰 苑 组 重合 ; ЖЕ, PRUNA AR H 
长 ， 但 只 把 位 于 x 处 的 主 方向 上 的 直径 伸 长 而 不 作 进一步 的 转动 
《也 可 参见 图 1.9.3)。 


112 面积 和 体积 的 变化 


在 这 一 节 中 ,我 们 研究 由 于 变形 而 引起 的 面积 和 体积 的 变化 ， 
我 们 已 经 知道 《参见 第 1.5 节 )， 具有 楼 边 矢量 Lex, Lax, 和 
LaX， 的 长 方 体 变 形 后 变 成 为 具有 楼 边 矢量 CdX;,，CdX， 和 和 
Сах, 的 直线 平行 六 面体 (图 1.12.1), 这 里 


С, 一 teeh 


ЖЕЙ 
图 1.12.1 无限 小 长 方 体 的 变形 


我 们 根据 下 式 计算 面积 矢量 dm: 
da, = (CaX) х (C,adX,) 
= халый X dX dX, 
或 者 ,因为 44 = dXidXs 和 ü X à = еи, 所 以 上 式 可 写成 


(1.12.1) das = гиа, 
此 式 可 用 Jacobi 行列 式 
(1.12.2) Fm lapal = ёмон, 


来 表示 。 如 果 我 们 注意 到 K — 3 时 的 (1.4.5) 式 , 则 得 
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Xen = гина 
将 上 式 代 人 (1.12.1), 册 有 

da, == jX: mind A 
对 于 da, 和 da, 的 类 似 表达 式 可 以 分 别 月 1 和 2 来 代替 指标 3 而 
得 到 。 因 此 ,面积 矢量 da 由 下 式 给 出 

da == da, + da, + da; 
= CX AH ХА + Ха A 
或 者 
(1.12.3) da == Хк аа Лір 或 ба, = iXxudAx 
这 个 面积 的 大 小 da 由 下 式 计算 : 

(1.12.4) dat == da + da = РХ, ХААА, 
如 果 我 们 注意 到 


(1.12.5) Ca Хех 
和 
{Ск = {лкы = lel = P 
或 简写 为 
(1.12.6) Ше = 


则 可 得 到 一 个 更 加 简明 的 表达 式 。 
把 (1.12.5》 和 (1.12.6) 代 和 人 C1.12.4), 则 给 出 下 述 表 达 式 : 
(1.12.7) 4а? == ше Cyd gd Ay 
它 与 长 度 元 的 表达 式 
а? = CpidXydX, 


相似 ,于 是 我 们 得 出 结论 :Uc Ck 对 于 面积 的 度量 所 起 的 作用 
PIR Co VE ROE RTE OI BIBL 
与 (1.12.3) 对 应 的 Lagrange 面积 的 对 偶 结 果 为 
(112.8) dÀ = іка, 
通过 
14а.1/44 = (СС. sin(C,,C,) 
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可 以 得 到 另外 一 个 有 用 的 结 黑 。 因为 
ІС М Cu IC, = V G. 


n — VT cost 一 [cc 
din (С, С М 006,6) |а а-а 


把 这 些 结果 代 人 前 式 则 得 
(1129) Ida|/dA,= М Сыбы — Ch = [G + 2E,) 
x (1 + 2E,x) — 4 Ek]'2: 
当 应 变 与 1 相 比 很 小 时 ， 把 根 式 作 二 项 式 展开 ， 并 保留 最 低 阶 的 
项 , 则 得 


da;| — dA £ £ 
1.12.10 1а — 44, = Ey + E 
‹ ) 4А, ut Ën 


当然 ;对 于 面积 矢量 的 其 它 分 重 也 有 类 似 的 结果 
为 了 计算 已 变形 元 素 的 体积 dr, RSR 
dv = даз ‹ C,aX, 
利用 (1.12.17 和 C, 的 表达 式 , 则 得 到 
dv = (Худ) * (коі) aX, 
一 Xan здан 


Aik, 

(1.12.11) de == jdv 一 VTiedF 

此 式 的 最 右 端 是 利用 (1.12.6) 的 结果 ， 另 一 个 表达 式 为 
(1.12.12) =! = m= ЧИТА 


Шш, 
+ 40. + ВШ — (1 — 2, + 41, — 8IIL,) 2⁄2 


这 是 根据 (1.10.23)3，(1.10.24)s 和 《1.10.27); 而 得 到 的 。 
对 于 无 限 小 应 变 ,由 二 项 式 展开 给 出 


de ~ dV 
1.12,13 oe TT s iy ам |, 
¢ D в 25 1. 


任 这 种 情 涡 下 ，Lagrange ERÄ Euler 应 变 之 间 没 有 差别 . 在 
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线性 理论 中 , 常 称 疡 为 有 辕 联 ， 仅 在 无 限 小 应 变 理论 中 ， 初 始 单位 
体积 的 体积 变化 才 由 脱 帐 给 出 
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在 本 节 中 ， 我 们 较 详细 地 考察 某 些 特殊 的 变形 ， 由 于 变形 几 
何 学 的 简单 性 ， 这 些 特殊 例子 提供 了 对 于 局 部 变形 性 质 的 透彻 解 
有 释 。 这 里 我 们 只 考虑 两 类 变形 。 

L 不论 物体 的 形状 和 参考 标 架 如 何 ， 由 于 对 位 移 加 以 限制 而 
引起 的 变形 。 属 于 这 类 变形 的 有 刚性 变形 BOG ,等 体积 变形 等 
等 。 

2. 在 选 定 的 参考 标 架 中 ,由 于 对 位 移 加 以 规定 而 引起 的 变形 . 
属于 这 类 变形 的 有 均匀 膨 账 ,简单 拉 什 、 简 单 草 切 和 平面 应 变 . 

网 性 变形 ”物体 的 变形 称 为 是 刚性 的 ， 当 且 仅 当 每 一 对 物质 
点 之 间 的 距离 保持 不 变 。 对 于 这 种 变形 的 充分 必要 条 件 是 在 每 一 
点 都 有 
(1.13.1) С=с-1&$Е=е=0 
在 这 种 情况 下 ,我 们 还 有 
(1.13.2) Cam aly = L, le = He=3, We =! 

势 变形 ”在 第 1.7 节 中 ,我 们 已 经 看 到 , 当 位 移 场 可 以 由 势 导 
出 时 ,平均 转动 为 零 , 这 种 变形 称 为 势 变形 于是， 对 于 势 变形 的 
必要 充分 条 件 是 
(1.13.3) U = райр 

等 体积 变形 ”体积 元 保持 不 变 的 变形 称 为 等 体积 变形 。 根 据 
《1.12.12) ,这 种 变形 的 必要 充分 条 件 可 由 下 列 任 一 等 式 给 出 : 
(113.4) j= L, ile 1, I= l, 1+ le + 4lls 

+ BUIs = l,e, 


, 我 们 注意 到 ，fC 的 任何 一 个 标量 函数 可 约 化 为 1, Ie 和 
Ul 的 一 个 函数 ， 在 等 体积 变形 的 情况 下 ， 六 样 的 函数 将 只 是 lc 
和 Me 的 函数 。 由 (110.25)》 ,我 们 有 dada 一 1， 于 是 
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| к= Ay Bay t ir 
(35) Нета 


1 1 
Hem Got a Айу 

对 于 无 限 小 的 变形 , 当 

(1.13.6) 下 一 0 或 上 一 0 


时 ,体积 保持 不 变 。 这 些 公式 是 根据 (1.13.4), 并 在 (1.13.4) 中 陪 
去 所 有 二 阶 项 而 得 到 的 (也 可 参见 (1.12.13)). 

在 一个 六 室 的 参考 标 加 中 ， 申 于 对 位 交加 电 夫 宇 而 引起 折 训 
形 ,这 类 重要 变形 的 一 大 于 类 包含 在 一 种 均 名 全 射 变换 之 中 ， 它 
按 下 式 把 变形 前 的 物质 点 X 变 为 变形 后 的 x; 
(1.13.7) ay DixXx 


式 中 Dix ИЮНЕ Do WREE. Aiks 
(1.13.8) Хк = Ёк» 

式 中 Dir 和 它 的 逆 Ра, 满足 

(1.13.9 Dix Du— ёи, Вк = Br 

ш (1.13.7) ЖИ STAG TR АРАВ, UC DA, ERICA 
HOR. 这 样 一 类 变形 称 为 均匀 应 变 。 HE Dx RIES 
致 一 些 特殊 的 变形 ,下 面 我 们 将 说 明 其 中 的 几 种 。 


均匀 属 胀 ”假设 我 们 选 Du = Dn 一 De 一 1， 而 所 有 其 它 
的 Рк = 0, Bj 


a 
(1.13.10) р = | о |, 021 < оо 


оо 
a 0 
oa 


0 
这 样 的 变形 状态 称 为 均匀 膨胀 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
алзы) Сеа, = C = 1, 28-02-10) 


Ят RAKE. Ра САЕН, T 
AC 和 EE 的 不 变量 由 下 式 给 出 


а 
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k= 322, He — 34, [ew 
(11312) 3 3 
lz 一 ` @-), ш 407-10 


1 
ily = = Q: — D 
в 66 У 


显然 ，1 > 1 是 均匀 拉 伸 ,而 0 < 1 < 1 BR, ZER 
(1.9.4) 是 一 个 球 (图 1.13.1)。 
(1.13.13) ах + 4Хї+ ау = k: 

Ху 


图 1,13-1 均匀 膨胀 


因此 ,均匀 曲 胀 把 一 个 球 变 成 一 个 球 ， 

单 轴 应 变 和 简单 拉 伸 ”均匀 应 变 ,是 以 
00 
0 1 0 
[001 
表征 的 ,通过 (1.4.12), 《1.4.15) 和 《1.5.3) js ЕЙ ЖЕКШЕ 


поо 1/2 0 0 
~i 
С=е=|о 1 0 


o 1 0 
9 0 1 оо 


(1.13.14) D= oeieo 


> 


, e= te 


(1.13.15) 
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2-10 0 1—47 0 0 
E= 1| o o 中 -让 9 o | 
о oo |» оо 
对 于 各 种 不 变 其 ,我 们 有 
ig 242, He= 1+ 22, IH; = 2 
(1.13.16) 


2-1 
в = —— 


Ty = Ше = 0 


аз — THE ЕК 
(1.13.17) BAX + ахі aX1 — Ë 
ДИЙ E ,这 种 情况 可 以 通过 沿 其 -- 轴 (例如 XB) PERS BEAR 
持 与 该 轴 垂 直 的 横 截 奋 不 变 的 长 方 体 来 新 以 说 明 СҢ 1.13.2), 应 
该 指出 :对 于 A> 1， 我 们 有 沿 X 轴 的 拉 伸 ,而 对 于 0 <2< 1, 
则 为 压缩 。 主 伸 长 度 为 
(1.13.18) Bm a—taVit 281 一 ! 
E= E= 0 
对 于 比 1 相 较 很 小 的 Bu， 此 式 给 出 Е = Ea. 
一 般 地 ， 当 一 个 杆 沿 它 的 х. 
AH ,试验 指出 , 它 的 横向 
尺寸 也 要 变化 、 除 非 此 村 在 横 
向 被 固定 。 这 种 情况 下 的 应 变 
状态 可 表示 为 
алыз) Ce 
по 0 
- [ Ku 0 
о о Ku 
ROK 为 常数 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
(1.13.20) day А, ¿a= e= КЇ 
因此 ыр Е > 为 


(1.43.21) s=! К. 


+ 


ax 


图 1.13,2 Фуа 


HERS >» = 一 1 我们 得 到 均 句 脱 胀 ， 寺 于 К=з 或 
4 一 0， 我 们 得 到 单 轴 应 变 。 对 于 о > 0, BAF RAR 
面 收缩 ,而 对 于 у < 0， 则 及 胀 。 对 于 实际 的 材料 ， 当 村 受 拉 时 ， 
> < 0 的 情况 是 观察 不 到 的 . 

mag 4 DAAER 
15 0 
0 1 0 
0 0 1 
时 ,得 到 简单 剪 切 , 式 中 s 为 常数 。 在 这 种 情况 下 ,(1.13.7) 具 有 简 
单 的 形式 
(1.13.23) xz=X+4SY,y=Y, з= 2 
Ф, ЈЕ X= const， 的 平面 绕 它 与 平面 Y = 0 的 交 线 
作 刚性 转动 ,总 的 部 切 角 7 为 
(1.13.24) ТҮ = arctan$ 
同时 Y 一 const. 和 Z 一 consl。 的 平 血 保持 不 变 ( 图 1.13.3), 简 
单衣 切 可 以 通过 -- 登 卡 片 使 之 从 一 个 长 方 体形 式 滑动 为 直线 平行 
六 面体 形式 来 作 近 似 的 比喻 。 在 这 种 情况 下 ， Green 和 Cauchy 
ЖЕБЕ IK REY 


(1.13.22) D= ‚ — < $ < oo 


1 & 0 0 5/2 0 
C=|s1-+5 0 下 一 | 8/2 #/2 0 
оо 1 о 0 0 
(1.13.25) 
1 =s 0 о 5/2 o 
e=]—S 1+8 0] е 5/2 —$/2 0 
оо 1 о о о 


不 变量 为 

k= Ho = 3+ S, Ue = 1 
(1.13.26) $ 
760 M= 2, 7, ШШ, 0 


因为 Hc 一 1， 所 以 简 单 剪 切 是 等 体积 的 。 特征 值 C。 MEMS 
E, 可 以 通过 解 下 列 方程 得 到 ; 
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OIC — Uc + Hile = 6 


图 1.13.3 RD 


利用 (1.13.26) ,我 们 得 到 


стт iers кэе +? 
2 


(1.13.27) Gay 1+1 9 sj! + ee 1+ 2B, 
2 


С, == lal +28, 

根据 第 1.10 节 , 与 C 对 应 的 特征 方向 Ns 可 通过 解 方 程 

(Ск, — cox, Ni = 0 

得 到 ,这 里 我 们 利用 上 面 给 出 的 Ci, C, 和 C, ЖҮК С, WA 
М, n+ (bse fist ө) 
N alessia te 
根据 (1.13.23) ， 在 平面 2 一 0 内 的 点 А(—5/2,1,0) 变形 后 占 
有 位 置 а(5/2, 1, 0) (Œ 1.13.4)。 我 们 有 OA = oe， 平 行 于 0O4 
并 与 了 轴 的 炎 角 为 由 一 arctan(3/2) 的 纤维 不 改变 它们 的 长 度 . 


.57. 


(1.13.28) N,=1, 


由 (1.13.28) ,我 们 有 
(113.29) 


图 1.13,4 SCARE Hi 


角 6 ЖЕМ, FLX AZRA tan (N,0.4)=tan(= 049), 


并 利用 [1.13.29) ,我 们 发 现 角 《〈NO4) 与 6 相等 。 因 此 ,主轴 了 
PAI xO; № 在 Z= ena. ANEMIA N, BNN: iA 


ZX OR n arctan(S/2), FE: RAIDER 


(1.13.30) A sj: ais 
2 4 
对 于 比 1 很 小 的 剪 切 S, 由 (1.13.27) 一 (1.13.28) ,我 们 得 到 
E, = —E, ex S/2, E= 0 
(1.13.31) № а pe (eh +h) N = 
N, 2 


根 小 时 ， 一 面 受 压 而 与 之 相 垂直 的 面 受 等 量 拉 伸 的 长 方块 体 等 价 
ти. 
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Yy Ni 


[А хе 


图 1.13.5 CERNE ЕШ 


平面 应 变 。 平面 应 变 是 由 在 一 族 平 行 平面 有 相同 变形 ,而 
在 与 这 族 平面 嘲 直 的 方 往 内 没有 变形 来 表征 的 。 于 是 ,如果 选 x 
作为 这 些 平面 的 法 线 , 则 变形 可 以 表示 为 
(1.13.32) m= (Xi, X) G= 1,2), x = X, 
因为 X, 轴 是 应 变 的 一 个 主轴 ,所 以 ,在 这 个 方向 上 的 伸 长 为 1, 亦 
BD, lo) 一 1， 应 变 不 变量 为 
(1.13.33) IF 一 Eu + En, Пк = EuEn— Eh, Ша = 0 

主 应 变 由 特征 方程 (1.10.7) 的 解 给 出 


Е, т; 
(1.13.34) 人 中- Lit үл _ mn 
675" 28-1 


вж ыж [Z (Eu Bayt + B] 


Е, == 0 
于 是 ， 对 于 每 一 个 E= E, (= 1,2)， 通 过 解 三 个 联 立 方程 
《1.10.4) 得 到 主 方向 ， 这 给 出 


Na. Eu _ 
(1.13.35) КЕЛЕСЕ? Na—0 
消去 E。， 我 们 就 得 到 
(1.13.36) 2NaNa  _2ЁЕң 


Na 一 Ni Ец —– Еһ 
上 述 结果 常 以 略微 不 同 的 形式 出 现在 一 些 材料 力学 的 教科 书 中 . 
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由 图 113.6 FUL, NQ, 是 N. 轴 与 直角 坐标 的 方向 余弦 ， 于 是 ,如 
果 N, 轴 和 X 轴 的 夹 角 为 9， 则 (1.13.36) 式 化 为 熟悉 的 形式 


(1.13.37) tan 26 一 —2En 


n — Ex 
最 后 , 我 们 简要 地 给 出 任意 平面 应 变 状 态 的 Mohr 圆 作 图 方 
法 . 令 Xk BS XR ARAB ATE X: 与 X, 重合 的 一 个 新 的 
直角 参考 标 架 . 我 们 用 中 表示 X 和 之 间 的 夹 角 (图 1.13.6), 于 
是 ,方向 余弦 Qr 为 
Qu = Qn = созф, Qu = —Он== sind 
Qu = Qu = Qn = Qu = 0, Qu = ! 


图 1.18.6 轴 的 转动 
把 Ок, 代入 应 变 的 变换 公式 (1.8.7), 我 们 有 


Бүз = + (Ех + Err) + вы — Eyy) сов2ф 


+ Ёуүзїз2ф 


(1.13.38) Bey = " (En + Езу) — 108 — Eyy) cos? 


一 Еу sin2% 
Exy = -1 (Ex — Evy) sin 26 + Ёүүсов2ф 
在 直角 标 架 的 横 坐 标 上 《 记 为 Exx R Err Hi), RIMARRA 0 (图 


113.7) 取 OA = Exx 和 ОВ = Eyy， 并 在 4 和 处 平行 于 纵 轴 
GED En M) M AH 一 Ew, ВН = Еһ, Ë HH EP AS 
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Eo HUBS, DIP 点 作为 中 心 , PH 作为 半径 , 画 一 个 圆 ， 现 在 ,我 
们 证 明 , 在 这 个 贺 上 的 任意 一 点 村 和 它 的 对 称 点 M КИИ ЧАЙ, BX 
坐标 以 及 MM 与 HR 的 夹 逢 决定 平面 应 变 E, ДИП 

(1.13.39) ОА = Exx, OB'= Eş, АМ = Err 


而 一 + LMPH ÈX 和 X 轴 所 夹 的 角度 。 


这 些 结果 可 以 证 明 如 下 : 
(1.13.40) ОА = OP + PM cos(20 — 24) 
Жүр 2 0 ЖРН 和 Exx ЇНЇН ЖН. (LE 
al = рн = PA m Ex— Err 
OP = (Bast Er), PM = PH 397 eld 
AH _ Ew 
PA Exs 一 Evy 
把 (1.13.40) 中 的 cos(26 一 26) 展开 , 并 利用 前 面 的 关系 ， 我 们 
得 到 


tan20 == 


of’ 一 + (Еа + Err) + En — Eyr) соѕ2ф 


+ Exy sin2 中 
此 式 的 右 端 与 (113.38), 的 右 端 相等 ， 这 就 证 明了 (1.13.39),, 司 
祥 地 ， 我 们 可 以 证 明 (1.13.39) 的 其 余 表达 式 也 是 正确 的 ， 由 图 
1.13.7, 显 然 有 


2Ew 
xx— Ёүү 


这 与 (1.13.37) 所 表明 的 6 一 + Z APH 是 主 方向 之 一 和 XX 轴 的 实 


角 这 一 事实 相 一 致 。 为 了 决定 主 应 变 Ei, 我 们 量度 
OI = OP + PI = OP + PH = OP + (AP + AH) 


tan 20 一 


1 1 в | 
一 x E= + Eyy) 十 + ®=— Eyy) + Ekr 


这 个 表达 式 与 《1.13.34) 给 出 的 一 致 。 局 样 地 ， 我 们 可 得 到 
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Exy 
A 


— Er 


Fe BE xx + Бүү) 4 
с 


В 1.13.7 Мом [8 


ОП 一 Е. 还 可 以 指出 ，PC 一 (By)wx， 并 且 它 发 生 在 与 主轴 
成 45° 角 的 方向 上 ,这 是 因为 fae = 45°, HF Mohr ЩЙ 


其 它 细节 ,读者 可 参考 材料 力学 的 教程 。 
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在 三 维 空间 中 ,变形 张 量 Co, 和 应 变 张 最 Ек, ВАНА 
个 分 量 ,它们 可 以 用 位 移 矢 量 的 三 个 分 量 Ux 来 表示 .根据 (1.5.3》 
和 各 (1.5.8) ,我 们 有 
(1.14.1) 2Ёк„ = Ск, — Sen Ur, + Vat Ои кОм 
如 果 位 移 矢 量具 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 仅 需 代 人 《1.14.), 我 们 就 
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可 得 到 应 变 分 量 。 另 一 方面 , 如 果 给 定 六 个 应 变 分 量 Ёк, МЕ 
这 组 应 变 对 应 的 单 值 连续 的 位 移 场 是 否 存在 还 是 问题 .很 清楚 ,六 
个 偏 答 分 方程 (1.14.1) 是 超 定 方程 组 ,可 能 不 具有 这 种 对 于 三 个 来 
知 量 Ui 的 解 , 除非 满足 菜 些 可 积 性 条 件 。 这 些 条 件 构成 只 包含 
Ек, 的 一 组 偏 微分 方程 ， 这 就 是 所 谓 的 相 容 性 条 件 ， 当 相 容 性 条 
件 不 满足 时 ， 相 应 的 位 移 场 不 是 唯一 的 ， 于 是 ,物体 可 以 具有 位 
а. 

寻求 相 容 性 条 件 的 一 个 直接 方法 是 从 六 个 方程 (1.14.1) 进行 
偏 微分 运算 来 消去 位 移 kx。 然而 ,这 种 方法 (对 于 有 限 变 形 ) 如 果 
不 是 很 准 用 就 是 太 完 长 。 另 一 种 方法 是 利用 Riemann €M. f 
为 这 个 定理 的 准备 ,我 们 要 记得 : 我 们 已 使 未 变形 物体 的 物质 点 
归属 于 直角 参考 标 架 ， 这 意味 着 ,我们 运用 的 三 维 空间 是 网 氏 空 
BJ. EJE SK AE EZ Hk BJ ДОС. 45 和 ds 由 (1.5.1) 给 由 ， 亦 
ER 
балы) 4% => вк,@Хк4Хь, == сыйхуйху 

d? — Ск4Хк@Х„ = дыйхуйза 
来 变形 物体 和 已 变形 物体 均 被 嵌 人 在 欧 氏 空间 中 。 在 坐标 z 中 ， 
当 сн 的 所 有 六 个 分 量 已 知 时 ,就 能 够 计算 原始 长 度 , 而 为 了 计算 
变形 后 的 长 度 , 我 们 需要 知道 Ск, WAAR Se. TE, ШЖ 
人 在 某 一 国定 时 九 #， 我 们 把 运动 
3 

看 成 是 由 直角 坐标 Xx 到 曲线 坐标 x, 的 坐标 变换 ， 则 在 曲线 坐标 
x 中、cu4 起 着 度量 张 量 的 作用 ， 对 于 送 运 动 ,同样 的 结论 对 Car 
也 适用 .于 是 ,在 欧 氏 空间 中 ， 任 意 六 个 量 不 能 是 度量 张 量 ,除非 
它们 满足 Riemann ЖЖ, 对 于 一 个 对 称 张 度 ay eee 


形成 的 Riemann-Christoffel BK КҮ. 全 为。 由 定义 
c6), RITA 


(1.143) RW... = А Сакан F Giaa — амы, — Фад) 


“вө. 


+ (ит, s] Tkn, r3 — Un, Зн, rI) 
式 中 


Ikl, m) = P (аыл 十 oo 一 ann) 
(1.14.4) 

ыш aa ба бы 
Cer 和 си MELBKRSE EARNERS, RiR 
们 必须 有 
(1.14.5) Ку = 0, Ву, = 0 
在 前 者 中 , 偏 微分 理解 为 是 关于 Хк 的 ,而 在 后 者 中 ， 则 是 关于 oy 
的 ,在 三 维 空间 中 ，Rus。 的 81 分 量 只 有 6 个 是 代数 无 关 的 和 非 
零 的 . (1.14.5) 的 第 一 式 给 出 六 个 偏 微分 方程 ,它们 构成 Ск, 的 相 
AER ,而 第 二 式 给 出 ce 的 相 容 性 条 件 。 因 为 ,我 们 有 
(1.14.6) Сю = 8к + 2Exr, cu = ды — ley 
把 (114.6) 中 的 C 和 e 代 和 人 (1.14.5)， 我 们 便 得 到 Exr 和 ey 的 相 
AGRE. FH ;我们 给 出 其 中 的 一 组 : 


hain H Cinka 一 буша — бе 


бев Ж Cart — Gae a еа eina) 
> Cerem E Enrik — едт) (Cine 十 бы 
— ta] = 0 
对 于 无 限 小 应 变 的 情况 ,我 们 去 掉 єн HARK, 于 是 得 到 

无 限 小 应 变 的 相 容 性 条 件 

(1147) Фали К Finke 一 Fain — Cinta = 0 

当 这 些 条 件 被 满足 时 , 则 

(1.14.8) ёа 一 P (ы H ua) 

的 单 信 积 分 存在 ,并 且 它 由 下 式 给 出 : 

(1.14.9) u= ий + Rig t+ by 


AP аў СЛАВНЕ, R. 是 与 直角 坐标 z, KR 
对 称 张 量 , 而 b; 是 与 xi ERRE. WELLE, C1.14.8)B588(1.14. 
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DERE: 与 gu 相应 的 位 移 场 是 单 值 的 ， 并 在 差 一 个 刚性 运动 > 
的 范围 内 是 唯一 确定 的 . 

ти, 我 们 给 出 在 直角 坐标 中 的 相 容 性 条 件 (1.14.7) 的 显 
A: 


Bien ү д (86, Die _ Ay) ag 
Oyde x дх ду да 


Tey 4 ð (9 9.3 _ en) 0 
Oz0r у \ ду Oz Ox 
Ө. + 2 (2 y 02. — has) a ° 


(12410) 9z0y 8z\ az Or Әу 


习题 
1.1 在 一 物体 中 的 位 移 场 下 下 式 给 定 : 
z. = (24Х, + Вуз, ж, = CX,, ха = DX, 
AP (Xs Xis Xs) ЯП (азу ms z) 都 是 直角 坐标 ;而 4 BoC 和 了 是 常数 
G) 试 求 矢量 aA Ск RAR, 
(b》 试 确定 变形 张 量 co 和 Ск, 
(e) RR е, 和 Ce 的 表达 式 . 
(a) резе Cn ЯП Са, 
1.2 在 问题 1.1 中 , 若 坐 标 zao sao з ЖАИНА, БАЈОН У Xx ОЯ 
点 相同 。 试 述 该 位 移 场 的 几何 意义 。 
1.3 圆柱 坐标 Xk 和 直角 坐标 Xx 的 关系 为 
1) 对 于 无 限 小 应 变 ， 可 在 Sokolnikoff [19561 MPRA BAS E. 
关于 这 个 问题 的 大量 文献 ， 参 见 Truesdell {п Toupin [1960, 第 34 节 脚 
注 }。 
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X, = ХүсоеХ,, X, = Ху sinX,, X, = X, 
G) НАЛКО Green EEKE Ce, 的 分 最 来 表示 Green 变 
WHR Ck. 
(>) WE J ЕО St A S NEET eri n] — 2 Ж 7 
m. 
1.4 对 于 在 问题 1.1 中 给 定 的 位 移 场 , 试 确定 。 
(а) Lagrange 应 变 张 最 Eki， 半 求 张 括 的 平方 的 变化 。 
(b) 无 限 小 应 变 和 转动 Ék. 和 Rew. 
LS 一 物体 的 位 移 场 由 下 式 给 定 ; 
кук, ху 


з Ad 3p 1) 
= A => =4A2 ye (Eh = 
“ po a” G+ r 


Жир reel жар + s 而 А, АЛП» ЖЫШ, 

G) 试 确定 无 限 小 应 变 aa， 和 无 限 小 转动 бы. 

O) 试 绘 出 ，= r, 的 空心 球 变形 后 的 形状 草图 。 

(e) 试 求 有 限 应 变 分 量 rw， 和 相应 的 无 限 小 应 变 分 昌 at， 泣 的 差别 。 
1.6 KASARE n Mo MERAH х, ЮЕШ. 试 求 在 这 两 个 
参考 标 架 中 ,应变 和 转动 间 的 关系 。 

L7 ”抛物 线 柱 面 举 标 < 与 直角 坐标 mw 的 关系 为 
n =el i) засу, а= 
(a) 试 绘 出 坐标 西 和 坐标 线 的 草图 。 
O) 试用 参 和 区 于 直角 坐标 的 来 表示 参考 于 抛物 面 举 标的 变形 综 E 


(e) 试 求 转动 矢量 Fo mF 之 间 的 关系 。 

1.8 在 物体 中 一 点 处 , 主 应 变 为 
ВЕ, = ЗЕ, E, = —3E, E, = JE 

Ж ЕЗИ. 

(э) КЕЙЛЕК EERE. 

(b) #ЖЖ ОВ ALE RIBERA, 
1.9 一 物体 外 于 X, Al X, 轴 平 面 内 的 平面 应 变 状态 。 关 于 X, 和 X, 轴 
的 应 变 张 量 的 分 最为 

E, = —4E, Ep = —E, E, = —3E 

Wah E AAS, Raih Мом Bl, AHEM ХЕП ЛЕЛИ ЖЭ ON SD 
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K 4109304. 
1.10 一 物体 作 等 体积 变形 , 且 L = U. 

(а) 试 确定 主 应 变 。 

《b) 试 确定 应 变 主轴 、 

(с) 试 求 伸 长 并 给 出 Cauchy ARER. 

(4) 试 给 出 应 变 的 Mohe Hl. 
Lu 对 于 在 问题 1.5 中 给 定 的 位 移 场 , 冻 确 定 主 应 变 积 主轴 . 
1.1: 一 物体 经 受 直下 式 给 定 的 位 移 场 : 

r= (QQ) @ = 61), z = MX) 

At G, 0, z) 是 点 的 柱 面 坐 标 * 该 点 变形 前 位 于 二 角 参 考 慰 架 中 的 点 Xe 
Xia Ху). ИИЙ АЙШЕ: 

(a) 主 伸 长 。 

Фф) 主 方 向 。 

(e) 转动 张 量 Re. 
LB 一 澡 柱 体 沿 其 长 度 方向 的 均匀 握 转 可 由 下 列 变形 表示 : 

X, 一 reos(8 — Ка), X, = rsin (9 — Ke), X, = z 

ARK ЖЯ, (X X, X.) 是 变形 前 点 的 直角 坐标 ,而 C 0,9) 荐 同一 
点 在 变形 后 的 柱 面 坐 标 . 

(з) 试 求 变 形 张 最 Ск. 

Ф) 试 确定 不 变量 16, По 和 Me, 

(e) ЖЖ Ск, 的 主轴 和 主 应变 ， 

(8) 试 给 出 Csuchy MERMER. 
1.14 试 准 物 体内 一 点 处 应 变 取 平稳 值 的 方向 ， 
1.15 证 求 物体 内 一 点 处 茄 元 的 变化 取 平 稳 值 的 方向 。 
1,16 试 证 在 问题 1.13 中 所 描述 的 回 柱 体 的 扭转 是 等 体积 的 。 试 求 面积 的 
RANE GHA, 
1.17 GA Boier 应 变 度 量 来 表示 已 变形 的 面积 和 多量 对 于 未 变形 的 曾 积 矢 
Е ФА: 
1.18” 斌 诈 在 可 变形 体 中 的 每 一 点 至 少 存在 一 个 方向 , 它 在 物体 变形 时 你 持 
ЖЖ. 
1.19 ”对 于 一 无 限 小 应 变 场 的 二 维 状 态 , 试 用 消去 位 移 分 量 的 方法 求 出 相 容 
性 条 件 的 显 式 。 
1.20 ”对 于 无 限 小 的 应 变 和 转动 ,我们 可 以 由 识 分 
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Da = Ёк, + Ren 
来 计算 位 移 场 ， 试 证 在 一 个 单 连通 域 中 、Ux Ей АКШ ЯЯ ТЕЛА E 
下 列 相 容 性 条 件 ， 
Ёкмуам + Ёамукк — Rewin — Črna = 0 
当 这 些 条 件 被 满足 时 , 试 确定 通 解 Uk。 
1.21 试 求 复 连通 域 的 相 容 性 条 性 . 
1.22 ”如果 在 一 个 单 连通 物体 中 ,无 限 小 应 变 场 为 
Fal = Weta tate 
AR am ERR. TUBA Come 加 上 什么 条 件 才能 满足 相 容 性 条 件 ? 
试 求 这 种 情况 下 的 位 移 场 me. 
1.23 在 以 4 轴 为 名 的 空心 圆柱 体 中 ， 可 能 的 二 维 无 限 小 的 应 变 场 由 下 A 


给 出 : 
aot ih- Ë э) 
2p r IF r 
a =A ( АЖЫ "у 
UAE 28) F Ë 77 


¿ = ЛО + ш) у= 
“T (А+ ap) m 

AR 4, АНК (єз уо) 为 直角 坐标 . 

(а) 试问 这 个 应 变 场 是 否 满足 相 容 性 条 件 ? 

Cb) 试 确定 与 满足 相 容 性 条 件 的 这 组 应 变 场 对 应 的 一 般 位 移 场 . 

Сс) 试问 这 样 得 到 的 位 移 场 是 单 值 连续 的 吗 ? 如 果 不 是 ,在 什么 条 件 下 
才能 使 得 它 是 单 值 的 ? 
1.24 (юх) 写 一 篇 关于 各 种 应 变 度量 的 相对 重要 性 以 及 它们 在 连续 统 
力学 的 不 同 领域 中 的 应 用 的 短文 。 试 对 用 位 移 梯度 表示 的 应 变 和 变形 张 重 
的 近似 性 的 何 题 作 一 系统 的 讨论 ， 
1.25 《短文 ) 关于 

G) 两 个 对 称 张 重 ， 

(b)》 一 个 对 称 张 基 和 两 个 矢量 、 

(e) 两 个 对 称 张 量 和 一 个 天 县 
的 不 变量 作 一 文献 调查 。 
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21 本 章 的 范围 


本 章 讨论 连续 介质 的 运动 学 和 整体 动力 学 在 第 一 章 中 ， 我 
们 考虑 了 在 两 个 不 同 瞬时 的 变形 的 形象 ,这 里 ,我 们 将 分 析 物 体 元 
素 随 着 时 间 变 化 而 得 到 的 诸 变 形 闻 的 关系 , 亦 即 , 我 们 着 眼 于 变形 
的 连续 图 象 ， 在 第 2.2 市 中 , 我 们 引进 了 矢量 的 物质 导数 ,速度 和 
加 速度 矢量 ,而 在 第 2.3 节 中 , 引进 了 轨 线 和 流 线 。 

缴 元 、 面 元 和 休 元 的 时 间 率 在 决定 物体 的 变形 速度 和 对 已 变 
有 形 物体 上 的 积分 进行 时 间 微 分 时 是 重要 的 ， 它们 将 在 第 2.4 节 和 
Ж 2.5 节 中 加 以 讨论 。 在 所 有 的 动力 学 过 程 中 。 变形 率 和 族 度 张 
量 起 着 核心 的 作用 ,它们 将 在 第 2.6 节 中 加 以 介绍 。 在 第 2.7 节 中 
叙述 应 变 率 ， 在 第 2.8 节 和 第 29h, IERE В зради 
能 量 的 概念 以 及 力学 的 四 个 基本 公理 一 一 质量 守恒 ,动量 平衡 、. 动 
董 托 平 衡 和 能 量 守恒 。 从 而 ,完成 了 整体 动力 学 的 讨论 。 最 后 ,在 
Ж 2.10 节 中 ,我 们 讨论 在 本 构 理论 中 非常 重要 的 客观 张 量 。 


22 运动 .矢量 的 时 间 率 ,速度 和 加 速度 


在 时 刻 + = 0 的 物体 B 中 具有 直角 坐标 X 的 物质 点 X, +E 
时 刻 + BHR ARAB n MSE х, 运动 由 下 列 三 个 方程 表 
示 : 


(2.2.1) x= х(Х,;) 或 z = (Xx, t) 

式 中 * 是 实数 。 根 据 连续 性 公理 ,假设 (2.2.1) 存 在 单 值 的 逆 , 则 道 
运动 表示 为 

(2.2.2) Х= X(z,r) 或 Хк== Хб, t) 


6+. 


和 党 灾 二 阶 或 三 阶 以 上 的 偏 导 数 。(2.2.1) 和 (2.2.2) 的 单 值 性 对 于 物 
质 的 不 可 人 性 公理 是 必要 的 。 在 相反 的 情况 下 ， 物 质 可 能 分 发 或 
ERP AMER OKRA. 

在 连续 介质 的 运动 学 中 ,， 常 常温 到 矢量 和 张 量 的 时 间 率 .在 
各 种 时 间 率 中 ,最 重要 的 是 物质 导数 的 概念 . 

定义 1 一 个 矢量 (或 张 量 ) 于 的 物质 时 间 弯 化 率 定义 为 


af of 
2.2.3 一 -一 一 
‹ ) dt Or lx 


式 中 在 竖 直 线 后 的 下 标 X ERE КЖЕ ЖАҢ. 
如 果 王 是 一 个 物质 函数 ,例如 
f= f(X,;) = ЕХ) 


WEF Iz 是 常 值 单位 矢量 ,显然 有 
ағ OF xy 
dt or 


另 一 方面 ,如 果 和 是 一 个 空间 静 数 ,例如 

f= f(x, ) 一 h(x, Dik 
Щн (2.2.1), f иу х8 X Ж, ВИД 
4# _ (24| + Ж 2); h 


dt Of іх Ox, OF 
上 式 也 可 以 写 为 
f e Dh, i; 
(2.2.4) a =í = 2h n= hi 
式 中 
И Dh шр = Oe Bu 
(2.2.5) D h = Э, + fae A 


KA fy 的 物质 导数 ,〈2.2.5) 最 右 端的 第 一 项 常 称 为 局 部 的 或 非 定 
MONE, AH MRR EB Convective) WER. 

MRE BHIE, 我们 可 以 采用 通常 的 符号 D/De 来 表示 物质 
的 和 空间 的 矢 晤 和 张 量 的 物质 导数 ,这 并 不 会 引起 寓 淆 ,因为 
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DPX) _ р, = ӨРк 


K 
(026) р д, 
рухы) _, Oe 
Di =h =з, + hat 


物质 导数 的 概念 可 以 推广 到 两 点 矢量 和 张 量 ， 例 如 ， 对 于 一 
个 两 点 矢量 facts, X, г), RIA 


Рік „Өк Эк y 
2.2.7 Юк „ Ofar 十 Dis 
‹ ) D: Or іх Әх; 


不 难 证 明 ， DEFER TR 亦 即 


р. = Phe + Da. 
Й p h +e D: + D: 
(2.2.8) 


D Dh Da 
р; Өш) = ъа + fe pr 


定义 2 ШЕКЕ» ЖА CME LD. 
在 直角 坐标 中 ， MERR p 由 下 式 给 定 
p= (Xx 


于 是 ,速度 矢量 ”定义 为 


= IP _ ӧх = On 
(2.2.9) "= Oe txt 或 n 5, 
利用 (1.5.5), 我 们 还 可 写 出 

= да 一 UKs) 
(2.2.10) v= SEL к Бу к 
在 (2.2.9) 中 ,我 们 可 以 认为 


' v= У(Х, г) = V(X, rik 
因此 , 粒 于 关 的 标记 是 己 知 的 。 另 一 方面 ,利用 (2.2.2), 我 们 有 
v= VX, D), D) = vC ) ик, Dh 
在 这 种 情况 , 速度 场 (x，!) 是 在 时 刻 :的 每 一 空间 点 坏处 定义 
的 。 
定义 3 WEE ALT SEAT OMEN 
PESER 


2. 


(211) а= Z 


因此 , 祖 据 (2.2.4) ,我们 有 


(2.2.12) aay) = P oA) = R H эши 
D: or 


这 里 ,项 олло, 是 迁移 项 ， 如 果 采 用 Lagrange 变量 , 则 
a 

(2.2.13) АХ) = MK) ar 
在 Lagrange 表示 中 ， 特质 粒子 是 可 以 用 给 定 的 速度 或 加 速度 加 
以 识别 的 。 这 种 委 念 是 质点 力学 的 直接 推广 ， 在 Euler 描述 中 ， 
一 空间 点 在 时 刻 z 的 速度 和 加 速度 是 已 知 的， 但 占据 该 点 的 粒子 
却 是 未 知 的 。 当 每 个 粒子 通过 一 空间 点 而 运动 时 ， 它 就 获得 与 该 
肝 刻 的 该 空间 点 有 关 的 速 启 和 如 速度 。 

EEEL v= 0 的 空间 点 称 为 滞 止 点 《stagnation point), 
如 时 在 一 个 给 定位 早 x 处 ,速度 不 随时 间 而 变化 ,我 们 就 说 运动 在 
该 点 是 定常 的 。 因 此 ,对 于 定常 运动 ,有 
(2.2.14) v= v(x) 

一 个 运动 是 一 维 的 (或 直线 的 ) ,如果 速 度 的 两 个 分 量 为 零 , 而 
第 三 个 分 二 只 依赖 于 一 个 空间 变量 ,例如 
(2.2.15) t= (а), 2 s= 0 

ЯА F — BT 34809 RED ENS, Азр 
HADATEED BEAT Re, Mix ЫЗА АНЕ ЧИШ 
运动 ,例如 
(2.2.16) v= (зу, хз, E), 2 == Cm, ху), йу = 0 


还 有 其 它 特殊 型 式 的 运动 ,将 在 以 后 研究 。 


23 ARR 
залю ХЕ г 变化 的 轨迹 。 于 是 
(2.3.1) а= alr), X = 固定 
ЖТР XA, Heia h 
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dz; = vdt 
的 积分 曲线 得 到 , 它 在 z = ОВХ, 
在 时 刻 * 的 流 线 是 与 速度 场 相 切 的 曲线 。 因 此 ,对 于 


v= Ках 
或 
(2.3.2) on fs = з = + 一 const, 
的 积分 曲线 是 流 线 。 


实验 上 ,投下 一 个 微小 的 可 见 浮动 粒 于 并 进行 长 时 间 的 曝光 ， 
我 们 就 可 看 到 显示 粒子 轨 线 的 轨迹 ,对 在 其 上 投下 许多 浮动 粒子 
的 访 体 进行 短 时 间 曝 光 , 就 可 显示 出 速度 场 的 瞬时 方向 ,于 是 给 出 

流 片 和 流 管 分 别 是 与 一 条 开 曲 线 和 一 条 闭 曲 线 相 交 的 诸 流 线 
的 集合 、 因 为 物质 粒子 沿 速度 场 的 方向 运动 ,所 以 ,它们 不 能 穿 过 
流 片 和 流 管 。 

ERA : 的 一 空间 点 处 对 任 一 矢量 场 作 切 线 ， 还 可 得 到 其 它 
型 式 的 线 ， 例 如 ， 涡 线 ， 与 这 类 线 有 关 的 片 和 管 可 类 似 地 加 以 定 
X. 

由 一 类 物质 粒子 构成 的 流 形 称 为 物质 流 形 。 于 是 ， 物 质 线 可 


以 定义 为 

(2.3.3) Xa = Х„(5), (a= 1,2, 3) 

式 中 S 是 一 个 参数 。 在 时 刻 :*, 它 的 构 形 由 下 式 给 定 

(2.3.4) RS гу 一 x(X(S),2) 

式 中 x= х(Х,,) 是 运动 ，“ 
物质 面 可 以 定义 为 

(2.3.5) X,= X,(L,M) 或 F(X) = 0 


RA LAMEBTEM, 1Б(2.3.5) Аза 5325 ЖЕМИ Ay hm 
构 形 ` 

(2.3.6) х= x(X(L, M); Р) R F(X(x, r) = 0 

物质 体 是 物质 粒子 的 一 个 区 域 ， 下 面 ， 我 们 不 加 证 明 地 陈述 
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WEY, 
定理 1 (Lagrange 准则 ) ШШШ КЮ) RITE E 
Ba 


(2.3.7) j= 3 + 1де = 0 
а; 
定理 2 C(Helmholiz-Zorawski 准则 ) 与 一 矢量 场 q HAY 
线 是 物质 线 的 必要 充分 条 件 是 


(2.3.8) adi — qd — баон — Pim) an = 0 
或 


(2.3.9) ax[28 + curl (aXv) + vdivg | = 
t 


当 q= v 时， чао, 我 们 得 
(2.3.10) хау — Q 或 & š K(x, Dv 
o 


这 便 证 明了 下 面 的 定 再: 
定理 3 ” 当 征 仅 当 (2.3.10) 满 足 时 , 流 线 和 轨 线 才 重 合 。 


可 以 指出 4 бу[Ө: = 0 时 ， 便 出 现 这 种 情况 。 因 此 ， 对 于 
定常 运动 , 流 线 和 轨 线 相 备 合 ， 


24 级 元 \ 面 元 和 体 元 的 物质 导数 


在 计算 物质 线 、 物 质 面 和 物质 体 上 的 积分 的 时 间 率 时 ,我 们 党 
OG PUT IG ATOR О Ж, 

为 了 提供 必要 的 工具 ,我 们 现在 给 出 下 面 的 基本 节理 。 

基本 引 理 ERE Sek TARE: 


(2.4.1) 2 (ый = puma Bo (dra) = vidi 


式 中 хц == tardXr. 
证 明 ; 因为 在 D/D: 的 运算 中 ，Xx 为 固定 值 , 故 有 


1) 这 些 定 昌 的 证 朋 可 参见 Eringea (1962, 5184), 


+The 


_ D (2x \ a (p=) 
а) 一 卫 ( 8% ах) Dae ) ax, 
р; ЧӨ = Brox, e) = Ox pr ) Y 


于 是 , 令 o = Dr Di, WH 


D де, Ge, ax, 
E. (450) = CUR dXy = а OXI aX me pid 
D: ча) OX, к Өх, ӨХк * ыен 


这 就 证 明了 (2.4.1);。 如 果 在 (2.41), 中 令 дар 一 xzdXr， 则 可 
ЖО аг), 
基本 引 理 的 一 个 推论 是 


(2.4.2) 2 (Xn) = —ә„{Хк 


为 了 证 明 此 式 , 我 们 取 «А = s 的 物质 导数 。 因 此 有 
Ф. (ад tin 2 бы) = 0 
AECA D, 我 们 就 可 写 出 
хы, 2 (Хы) = tnt mt Xk = yt 
用 Xk, ER RAM (2.4.2). 
定理 1 弧 长 平方 的 物质 导数 由 下 式 给 定 


(2.4.3) A 《as = 2dudxydzi 
AH 
(2.4.4) du m van + (u + na) 
称 为 Ewer 变形 率 张 最. 

评 明 ; 


a 2 (акй) = 2 р (4хуўйху = 20кайтибна 


SH RNB BMAD, AY, 上 式 对 于 指标 《和 7 是 对 称 的 ， 
所 以 它 还 可 以 写成 
2 Cds) = Cora + oradada 


*75 。 


这 就 证 明了 (2.4.3》。 
在 Lagrange 描述 中 ,我 们 把 (2.4.3) 表 示 成 


(2.4.5) 2 (ds!) 一 24иху,кхА4ХкаХь 
= 2B ge dX dX, 
н 


(2.48) Вые 2 eg) = L бы = denen 
D: 2 


Lagrange 应 变 张 量 的 物质 导数 ， 这 将 在 第 2.7 节 中 证 明 。 因 
此 ,我 们 没有 引入 新 的 符号 。 

由 (2.4.3) 易 知 ,对 于 任意 的 点 对 (任意 的 dx), 当 且 仅 当 qu==0 
IY, DCds*)/Dr= 0, 这 就 意味 着 ， 颖 何 点 对 的 弧 长 元 素 不 随时 
Mine. 当然; 这 是 刚体 运动 的 定义 。 于 是 有 

жиз (Kline) REEE AEE 
条 件 是 dy = 0. 

引 理 Jacobi 行列 或 的 物质 导数 由 下 式 给 定 : 


(2.4.7) — Ia 


证 明 ; 利用 (2.4.1), 式 ,我 们 有 


рі р. 2 97 _ Р(х к) ði 
Dr Dt [ze д(ху„к) Di (әк) былык 
但 是 根据 (1.4.7)、 又 有 
ôi =; 
Alar) Kea 


由 此 ,把 此 式 代 和 人 前 一 表达 式 的 最 右 端 ,我 们 就 得 到 (2.4.7) 式 。 
ЖЕЗ 面 元 的 物质 导数 由 下 式 给 定 : 


(2.4.8) 2 (дак) = в „йау 一 Yet On 


为 了 证 明 此 式 ,我 们 来 计算 (1.12.3), 的 物质 导数 , 即 
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2 бхад = [PE Хы $72 Kunde 
在 右 端 利用 (2.4.7) 和 (2.4.2), 我 们 就 得 到 (2.4.8)。 
定理 4 体 元 的 物质 导数 由 下 式 给 定 : 
(2.4.9) 2. (20) = ny adv == Lado 


式 中 w na 圳 示 变 形 率 张 重 的 第 一 不 变量 。 
Ер, 00 do 一 jar ， 故 有 


D(dv) Dg Di 
Dd) B. avy = PL av = nad 
Ds Di (74у) Бу nade 


其 中 最 后 一 步 由 (2.4.7) 得 到 。 

进行 重复 的 微分 就 可 得 到 高 阶 物质 导数 ， 例 如 ,对 于 ds 的 对 
阶 物 质 导 数 为 
(2.410) 23 (d) = AP drdi; 


式 中 AY? ЖМ Rivlin-Ericksen ЖШ. 下 面 我 们 来 推导 
AM 的 递 推 公式 ， 


ин cas 
Dan ае) = D [РЕ] Р LAPandsn 


D goo on D 
= P [ 00lqxs dx, + лү 2 (dedz 
D: [AYP ]dxydx, у (ах) 
+ AP da 2 (а 
u dn o (dxi) 


利用 (2.4.1), 和 定义 (2.4.10) ,我 们 就 得 到 
AY = р. [APL + оа FAP Om, M 221 


(2.4.11) 
AY) ва 240 — vga + од 


由 下 式 可 以 导出 А 的 显 式 : 
D" (ast) ~ DY (ай) 
р" ри 


os 


ш рм-к рк 
-5 (и) wink (dz) Peg Cl) 


Keo Derk 


же, (H) 是 由 下 式 定义 的 二 项 式 系数 : 


M\ oo Mt 
(x) (M —K)IK! 
RAD BR, M > 1 时 ,我 们 可 以 证 明 ; 


М м 
(2.4.12) B (dz) = otdin of == TR, oP æn 


利用 上 式 和 《2.4.10) ,我 们 得 到 
1 M: 
(2413) ALP = of + Pq У (к) Mey, MSI 


但 因 
рм, DM a0 
De UD = ты {CrdXrdXi) = CH EX dX, 


= CRXK Xr dx dx) 


所 以 我 们 还 有 

(2.4.14) AY? = СЕХА XL, M BV 
因此 ,如 果 xX, = X, We 

(2.415) AM = CH} pmo 


MFT йй, de RRRA AL, AY ATAF, 


25 SA} ,面积 分 和 体积 分 运动 学 
за CORRS LEE TS © НОВИЯ 
йрй: 


Q51) > | ean - j Qan © prides) 
Ш: 因为 一 物质 线 宅 具有 方程 X = X(S), 因此, (2.5 1) 
中 左 映 的 积分 在 物质 描述 中 具有 固定 的 积分 眼 ， 于 是 ， 可 以 交换 


‚18+ 


wee 和 积分 算 子 的 次 序 ， 因而 得 


> 一 | 2 一 А р. ] 
P| wan j. Р (р) Í. [santo 2 (а) 


利用 (2.4.1);, 我 们 就 得 到 (2.5.1)。 
对 于 在 一 条 国定 的 空间 曲线 < 上 的 积分 ，(2.5.1) 的 对 应 公式 
为 


a { а 
2.5.2 2i da= | SP а 
《 ) ө F ia \, д: “t 


нн, (2.5.1) 和 (2.5.2) 的 差别 是 由 构成 物质 线 儿 的 诸 粒 
子 的 运动 所 引起 的 ， 

引 再 2 在 一 物质 耐久 上 的 任何 一 个 场 ? 的 面积 分 的 物质 
PRT ROR: 
Qs 2. j, pda 一 |, [paar + p(—madai 十 гыйа)1 


把 D/D КАЛ SA СИ ЛЕДЕ rise BREN) FAA 
(2.4.8) AAT TEAA bk, 
对 于 一 国定 的 空间 曲面 8，(2.5.3) 的 对 应 公式 为 


ai | а 
25.4 2 | pda = | OF а 
054) a ІК; amj ә “% 


若 9 为 一 个 矢量 场 9， 则 可 把 (2.5.3) 写 成 
азу Р |, аба = j (4, — ашы + адаа 


= |а . Б + curl (qX) + vaiva| 
由 此 得 到 
Zorawski 准则 — 对 于 通过 每 一 物质 面 的 矢 章 9 的 通 量 保 
EAR RHLERD RE 
(2.5.6) oa + curl(qX¥) + vdivq = 0 
前 述 结果 (2.5.5) A FERE Р aA AAR c(z) 限界 的 
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企 一 空间 曲面 :(2) 也 适用 ,时 


(257) Fal qe da = f [2a -+ curl (qX) + ойн | + da 
Br later xol OF 


式 中 8/8: ARER (O 运动 时 的 时 间 导 数 ， 于 是 ,可 以 把 
аб) + сб) 想象 成 是 由 具有 速度 > 的 一 些 虚 构 的 物质 粒子 所 组 成 
BS. 

利用 Stokes 定理 《42.2), 我 们 可 把 《2.5.7) 右 端 的 第 二 项 积 
分 转换 为 线 积分 ,因此 有 


(2.5.8) zf q+ da = f (28 + vdiva) ` da. 
Br ау кө \ Or 


+ | (axy) -dp 
KD 


在 (2.5.7) 中 取 q= md 由 ， 则 可 得 到 一 个 非常 有 用 的 形式 ， 这 
R ó 0) 上 的 一 个 标量 场 ， 而 = ғ) 的 单位 法 向 矢量 。 展 开 
上 式 中 的 旋 度 各 获 度 , 并 利用 曲面 的 梯度 算 子 V RIEF 


пзу 5 {ode = j. [名 + V, (Ф) J da 


СУ)» = Cu — mmn) V: 


еж. 


р . 
азо 2 j; Фіг 一 ІКС + prde 


[8 + Cond a] 


FRE D/D: WARISAN DEWRK A, ВЕ Е 
的 ?并 利 周 (2.4.9) 即 可 证 明 上 式 , 
由 Green-Gauss 定理 ，(2.5.10) 的 最 右 端 的 第 二 项 可 以 转换 
为 面积 分 ， 如 果 场 9 在 整个 物体 内 是 连续 的 , 则 可 给 出 
р 


D = {др i 
D: j, ade |, Š „+ |, prda 


пж (ПЖ MI 与 固定 的 空间 体积 2 利 它 的 表面 + 瞬时 地 
重合 , 则 上 式 可 表示 为 


бз) 2 f pdv 一 (22 dot |, prada 


这 可 以 陈述 为 : 


кее К каша РОН: sma por = 
用 与 导出 《2.5.8) 相 似 的 论述 ,我 们 可 以 招 (2.5.16 推 六 到 以 过 


ВЕ > 运动 的 闭 曲 面 (小 限界 的 任意 空间 体积 vt?) 上 , 即 


3. 一 др д | od 
(2.5.12) 3 j, ody j, ЕЛ ob xn фу • da 


在 波 、 冲 击 以 及 其 它 型 式 间断 的 研究 中 常常 要 用 到 在 包含 有 
间断 面 的 区 域 上 的 积分 的 时 间 率 。 下 面 ， 我们 分 别 对 (2.535) 和 
(2.5.10) 进 行 修正 ,从 而 给 出 含有 一 条 运动 间断 线 的 面积 分 的 和 运 
动 间断 面 与 体积 相交 时 的 体积 分 的 表达 式 ， 

首先 考虑 与 以 速度 w» 运动 的 间断 面 eks) 相交 的 物质 体 Y 的 
情况 (图 2.5.1)。 把 (2.5.12) 分 别 应 用 于 由 Set Ue" Я S Ue 限 
RORY MOO, RRA Sh 


р Өф 
Фоо {Р aot | gvda f gee da 


Әр í | 
一 一 at ` 一 od 
2| -edv f- 如 十 | ту» da — | _ gv + da 


a(t) 


图 2.5.1 МЕТЕ 


* в 


SH, ТЕЕ, ROOMY — += % – Ле 和 97 
ç = % — S” По KERIS 《那些 位 于 上 的 点 除外 ) 的 所 
有 点 。 将 上 面 两 个 方程 相 加 ,并 令 о Mo” 趋向 于 ,我们 得 到 


gv = | oe + | фуга 
z 


2j 
Dily- y- OF 


一 Í [pz] . da 


对 上 式 右 端的 第 二 项 应 用 Green-Gauss 定理 《A2.3)， 则 得 
2 = р а 
(2.5.13) Pt pdv 2 + аен) dy 


+ |, Co(v — v)] > da 


其 中 [ JERAN C) NES HO RHR, Hn, 
ГАЈ = AtA 
BRAM A HAE of) n ЈЕ ТД 09 15. 

ЖАШ PTE НЕ BS EN R СО RAE oR ТЕТ, ye) 
ES EARE p 运动 , O54) MATHS MS" (425.7). 
这 时 ,为 了 转换 —Ү=  — Ф Пу 上 的 线 积 分 ,利用 (A2.4)， 
并 假设 "对 于 9 的 法 向 分 量 是 连续 的 , 则 我 们 得 到 


卫 ,da 一 да ү, 
(2.5.14) {ч da [| + curl(qxv) 


+ väiva] -da + m Сах (у — »)1. kas 
这 个 结果 在 运动 介质 的 电磁 理论 中 得 到 广 证 的 应 用 ， 


在 连续 介质 理论 中 ,经 常用 到 下 列 两 种 型 式 的 平 贷方 全; 


азау 2 K фк + {tea 


А А 
asio 2 |, gto 一 中 umda + | sav 


AH q, h Mr- REREH, M p， 和 是 张 量 场 。 为 了 今后 


+ ble 


& 


эй) 


图 2.5.2 йя 


方便 ,我 们 给 出 含有 运动 间断 面 oC#) 的 区 域 与 售 有 运动 间 疡 线 
Те) Ват 9 的 这 些 积 分 的 表达 式 。， 为 此 ，、 我 们 把 《2.5.14) 和 
Stokes 5298 《A2.4) 应 用 于 (2.5.15) 和 (2.5.13)， 而 把 Green- 
Gauss 定理 (A2.3) 应 用 于 (2.5.16), 则 得 到 


(2.5.17) j [= + curl (q Xv) + уйу —curlh 一 r] -da 


s-r 


+h, Lax (v — v) — h] + kds = 0 


(2.5.18) \, [2 + ауру) — ru — |» 


+ „(жн — s) — nlna = 0 


REOKER КЕЕ БЫЛИ ЖЕЕ p Jy EE ЖАКЕ Ж НАНГУ 
应 用 . 
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变形 率 张 量 du 已 在 第 2.4 节 中 作 了 介绍 ， 现 在 , 我 们 定义 变 


形 率 张 量 dt 和 自 旋 张 量 we 如 下 : 
(2.6.1) du = одл = + (wu + па) 
(262) wu = лы = + (a ыд 


. 83o 


把 这 两 式 由 加 ,我 们 得 到 


(2.6.3) вы du + wy 
ЭРЕК ЕЕ, M AERE, BD 
(2.6.4) du = di, Wi = W 


在 三 维 空间 中 ， 我 们 总 可 以 由 一 个 斜 对 称 张 量 wu 来 构造 一 个 轴 
RE v, TE 
(2.6.5) Wy = бм = сыймы BE w = curly 
是 轴 矢 量 , 我 们 称 之 为 施 度 矢量 

为 了 说 明 这 些 张 量 和 矢量 的 物理 意义， 我 们 来 研究 物质 的 长 
变 和 角度 的 时 间 变 化 率 ， 为 此 ,我 们 首先 引进 物理 量 du， 它 称 为 
在 * 处 的 单位 矢量 = 方向 上 的 伸 长 率 . 

dx, 


1 D(d) 
2.6 6 dey = -L PU) за А. 
(2.66) == р, amn m= 


内 此 ， 变 形 率 张 量 的 法 向 分 量 就 是 这 个 伸 长 率 。 这 一 点 可 以 通过 
选取 n 为 坐标 轴 方 向 之 一 《如 = 88) 来 进一步 加 以 说 明 ， 此 时 ， 
m= l, m= n = 0, 于 是 我 们 得 到 
(2.6.7) day = du 

为 了 理解 d 和 w 的 混 合 分 量 的 物理 意义 , 我 们 现在 来 计算 
处 的 两 个 单位 矢量 m 和 n; 之 [нй ЗЕ 8 tan, HPT IAT SE R, 


D Df dx, ax; 
2.6.8 P созбу = D(a А ё) 
‹ ) ру mn pe ás, ds, 
1 D 
дар Dr (dzudza) — [dea + Фҗ„1соз Өг ao 


RIH ds, 和 dr 分 别 为 沿 n, 各 ma RAY Ж ЖЕ ax, 和 dx; 的 长 
度 。 因 此 ， 


ae т, жа 


m” Ja ds, 
Hi daa 和 dys Bex, RU dx, 的 伸 长 率 ， 利 用 (2.4.1):， 我 们 得 到 
0.62) (азо) = 2dudxadza 


4+ 


把 上 式 代 人 (2.6 8), 则 得 到 
(2.6.10) баба, ™ duman — Са, 
十 din, J eos Ө ы, 
当 wan 一 0 了 时， 上 式 就 归结 为 (2.6.6), 而 当 Ө. 0 时 ， 则 
上 式 就 给 出 dx 和 4х HMB — bays 
现在 考虑 m 和 m 分 别 为 两 个 坐标 轴 (ЭП з, ЯП z 轴 》 方 向 的 


特殊 情况 。 此 时 ，6uo 一 > ma = Os na 一 би, IKTE (2.6.10) 


&% VE 
(2.6.11) да = 244 
这 说 明 如 29 z T xz; PO RE, A RET 
定理 1 аня ао ERRER 
са 
AT iH 自 旋 张 重 的 物理 意义 ,我 们 来 研究 物质 元 素 dx 绕 固 
定 方向 ”的 旋转 率 . 为 此 ,我 们 计算 


cosy = cos(dx,r) 一 ia Da == ру 
s 


的 物质 导数 , 即 


(2.6.12) sing: p = 号 (< т” n)= тату 一 dm EOS P 


当 pp 一 x/2 时 ,上 式 给 出 
(2.6.13) —ф — ә 

Ж йг n DAR”, 而 沿 n Fana, 则 x: 轴 向 x 轴 旋 转 的 
未 率 由 下 式 给 定 : 

— u = a 
T, эы Ri ИЛЕШЕ =, ADRAN ЕНЕ 
转 的 速率 (图 2.6 1)， 因 为 这 些 轴 是 彼此 离开 的 ， 所 以 和 和 x SB 
Fy TRE BY AR ee EAA Bl 
Shan = —qu — фи 一 24һ 


男 一 方面 ,位 于 ху ЯП z; 轴 的 物质 线 以 逆 时 针 方向 旋转 的 速 
"ву. 


RH 
а Pa — фо = Vi — tea 
= 20. 
国 此 , z 加 和 x; 轴 的 入 对 
自 诬 ( 送 时 针 方 向 ) 的 差 的 一 * 


-w | 


a 20а, m= 20а, LAD 
样 情形 适用 于 一 zt/ 2 
7% 根据 Killing EM, HF 

Raci ашла 刚性 运动 的 必要 充分 条 件 是 
dw 一 0。 如 果 这 个 条 件 在 整个 物体 的 区 域内 成 立 ,我 们 就 有 一 般 
ж 
(2.6.14) 04 = быш + b, 
APE, K бы 只 是 时 间 * 的 函数 ， Gu 是 转动 率 张 量 ， 而 G= 
Condy 是 绕 ж 的 原点 转动 的 角速度 矢量 。 对 于 刚性 反动 , 由 
(2 6.2)， 我 们 得 到 
(2.6 15) wy = бы 
四 此 ,对 于 刚性 运动 , 自 旋 张 量 等 于 转动 率 张 量 . 
我 们 用 下 述 精致 的 定理 来 结束 这 一 节 . 
жи2 аууз ЕПН. 
可 以 用 与 决定 应 变 张 量 的 主 方向 和 主 应 变 同样 的 方法 来 决定 
变形 率 张 量 dy 的 主 方向 ns MERKER 4。， 对 于 每 一 个 das € 
方向 m 是 下 列 方程 组 的 解 : 


(2.6.16) (da — 48и) = 0 
хура, 是 特征 方程 
(2.6.17) dy — dyl = 0 


WIR AX du 是 对 称 张 量 ， 所 以 与 Err 有 关 的 一 切 提 法 都 可 应 
用 于 Euler 表示 中 的 这 种 情况 。 
现在 ,我 们 来 计算 单位 矢量 n 的 物质 导数 


р {dx 1D „1р 
4 — с. ах) 一 - (ds): 
A Dr (3) as Di Ө ы ш O 


D: 
利用 (2.4.1); 和 (C2.6.6), 我 们 得 到 
(2.6.18) m = (du + шы — Фьбы)т 
当日 为 特征 方向 时 ,(2.6.16) 成 立 * 于 是 ,上 式 归 结 为 
(2.6.19) ñm 一 шыт 
WA „АКЕЛЕР 2 的 解析 证 明 、 
2.7 应 变 率 
Lagrange 和 Euler 应 变 率 定义 如 下 ; 
= ВЕк _ ӨЁкь 
(2.7.1) ÉE X.) = Ds 9; 
(222) акл) = реш ~ бн | + + ош > 
ЖЕУШІ Lagrange 和 Euler пазар 
(2.7.3) Ёк = Чылк, 
(2.7.4) Eu = du — бадви 一 Emi mk 


PH: 为 了 证 明 (2.7.3), 我 们 来 计算 Ск, 的 物质 导数 , 即 


ñ D Drz Dre 
е 2Ё хыкхы) =" BE gy хк bL 
кь к= р; Caza) — SEE кы 十 хык РА 


利用 (2.4.1), 我 们 看 到 上 式 就 给 出 (2.7.3)。 
为 了 证 明 (2.7.4), 我 们 利用 ew WEER (1.5.4), 
eu— Bei Xx XL. 
这 个 表达 式 的 物质 导数 为 


ga = 3 (ЕкХк&Х ы) = Ёк„Хк Хы 


ОХЕ DX, 
+E A Xpat Ек.Хк 208. 
— Хы + Berkey Б 


利用 (2.7.3) 和 (2.4.2), 上 式 可 以 化 为 
Sap du 一 mE eX xe Хіл 一 mt EX 5X im 
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借助 于 ¿a 的 上 列表 达 式 , 即 可 纵 出 (127.43。 

由 前 述 结果 显然 有 
(273) бю = 2Ë xu éa = liy = entad 一 init nk 
由 (2.7.1) 和 (2.7.2), 显 而 易 见 , 一 般 地 , 这 两 个 应 变 率 与 变形 率 是 
不 同 的 。 若 在 时 刻 # 一 0， 介质 是 无 应 变 的 , 则 到 Xk 一 када, 我 
们 得 到 
(2.7.6) Ёк,(Х ‚0 = dudidin, ёыбж,0) == 4н 

对 于 无 限 小 变形 ，Lagrange 应 变 率 近似 等 于 变形 率 ,因此 
(2.7.7) Ёк == йыбүкби. 
式 中 дек 是 Kronecker 符号 ， 然 而 ,为 了 使 Euler 应 变 率 等 于 变 
形 率 , 即 使 

dn = dy 

我 们 需要 进一步 限制 张 奶 ww， 使 其 量 级 不 大 于 变形 率 张 量 ,这 是 
因为 在 (2.7.4) 中 可 以 写 出 vw 一 dat 十 ы 的 缘故 。 
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在 力学 中 ， 对 每 个 物体 都 有 一 个 与 之 相伴 的 度量 ， 称 之 为 质 
Ж. 质量 具有 与 长 度 工 和 时 间 工 无关 的 里 纲 M， 它 是 非 负 的 和 可 
加 的 ， 并 且 是 在 运动 下 的 不 变量 如果 质 基 关于 空间 变 最 是 绝对 
连续 的 , 则 存在 一 个 密 炭 。， 称 之 为 质量 密度 。 于 是 , 物体 的 总 质 
量 M 由 下 式 确定 ; 


(2.8.1) M= ), pdv, dimp = M L° 
如 果 质 量 在 % 中 不 是 连续 的 , 则 我 们 用 下 式 来 代替 (2.8.1): 

м | ойе + >) Ma 
式 中 和 号 取 饥 包含 在 物体 内 的 所 有 离散 质量 。 我 们 将 处 理 (2.8.17 
成 立 的 连续 质量 介质 ,这 意味 着 当 2 — 0 时 ，M 一 0。 因 此 ,我 
们 有 
(2.8.2) Opao 


+88 。 


定义 ESky рий йан) я 
(23.3) gol ожо, V m K 


жх: 包 信 在 PERE ART RA ota RE 
с 


定义 3 包含 在 多 中 的 连续 质量 介质 的 动能 2 定义 为 


(2.8.4) A = |, pXevdy 


(23.5) S = 1 ev vdv 
在 直角 坐标 节 中 ,我 们 有 分 最 表达 式 С 


Ф, |, оодо 


(2.8.6) y= |, Pepin ti de 
AX = ц pt u de 
在 双 矢量 表示 中 , 27. ФИТА Fu ein Ж 


因此 ,我 们 可 用 下 列 等 价 的 形式 来 代替 26: 
(2.8.7) Zu = \, охл 一 хиһ)до 


29 力学 的 基本 公理 


我 们 现在 列 出 力学 的 四 个 基本 定律 . 
ven RRS ER. DRS RRRE SAREE 


总 的 或 全局 的 质量 守恒 可 由 下 起 表示 : 
(2.9.1) |, odv = \, PdV 


或 由 这 个 方程 的 物质 导数 来 麦 示 , 即 


Dt 
2.9.2 ч 一 
(2.9.2) D W. 


当 (2.9.1) 中 的 体积 分 用 物质 坐标 系 或 空间 坐标 系 来 表示 时 ， 我 们 
得 到 


(2.9.3) |, (в — ойду = 0 R |, lo — Га» -=0 


如 果 需 要 的 话 ， 我 们 可 以 用 应 变 不 变 晤 ( 伐 如 C1.12.12)) 来 代替 1, 
即 


(2.94) jm Tig (+ дь + 4e + В)? 


i, 


= (1 — 2L, + 41,-— BILY 
局 部 的 质量 守恒 要 求 (2.9.3) 对 任意 的 体积 元 都 成 立 ， 因此， 
m = pl— pV Ше = pll + 21 + 4lls + 8H)” 


(2.9.5) 一 
p= mi == в ll аЬ — 21, + 41, — SIH)? 


都 是 局 部 质量 守 全 的 友 达 式 . 
如 果 在 (2.9,2) 中 进行 所 指明 的 微分 ,我 们 得 到 


оз) |, Z (ойу = 0 ж |, [22 + Coma] @ = 


由 此 得 到 局 部 的 质量 守 伍 定律 
297) 2 odr) = 0 й Ĉe + Coram 0 
D: дг 


жде а БЕТЕ ЛЕ НО [ТЖ Ж. Н, (2.9.5) 
〈2.9.7) 是 同一 物理 事实 的 不 同 表达 式 。 事实 上 , (2.9.7) 是 (2.9.5) 
的 物质 导数 。 在 固体 力学 中 ,通常 采用 《2.9.5), 而 在 流体 力学 中 ，、 
则 常 采 用 (2.9.7)。 

基本 公理 2 动量 平衡 原理 ， 动 量 对 时 间 的 变化 率 等 于 作用 
于 物体 十 的 合力 多 , 即 
(2.9.8) 2 一 多 或 > f pride = F, 
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基本 公理 3 печати. SRATR-BEA OWE 
ваза TA O AWE DIE ae. Н 


z р 
-= 22 一 
(2.9.9) ; ae R D: f Pekin ndo == M 


在 双 矢 量 形式 中 ,(2.9.9) 为 


D 
(2.9.10) 2l, обат — тид — ы 


方程 (2.9.8) 和 (2.9.9) 是 物体 的 Euer 运动 方程 ， 它 们 可 以 看 作 
是 质点 的 Newton 运动 定律 的 推广 . 


(2,911) ИИ 


RRES 分别 为 内 能 和 单位 时 间 内 外 力 的 功 , 而 27 。 表 示 单 
位 时 间 内 的 第 “类 能 其 ， 例 如 ,热能 \ 电 能 区 及 化 学 能 。 这 个 公理 
表示 能 量 是 可 加 的 ,而 且 , 如 果 适 当地 算出 所 有 由 于 外 部 效应 所 引 
起 的 能 量 , 则 和 平衡 相 比 ,其 余 的 部 分 就 是 内 能 的 变 率 。 在 经 典 热 
力学 中 ， 内 能 共有 某 些 重要 的 明显 特征 ， 这 就 是 它 是 一 个 状态 函 
找 ， 亦 即 ， 它 与 物体 状态 变化 的 过 程 无 关 ， 我 们 也 可 以 把 它 表述 
为 ; 内 能 是 非 犀 散 本 构 变 量 的 一 个 函数 ， 然 而 ， 连 续 统 力学 的 最 
新 研究 对 这 后 一 种 观点 提出 了 异议 (参见 第 四 章 和 第 五 章 )。 

在 质点 力学 中 , 当 力 不 是 速度 和 时 间 的 显 函 数 时 ,能 量 守恒 原 
理 是 作为 Newton 第 二 运动 定律 的 第 一 积分 而 得 到 的 . 在 热力 学 
中 ， 它 可 表述 为 适用 于 平衡 系统 的 热 静 力学 的 第 一 原理 .如 上 记 
述 ， 这 个 原理 是 经 典 力学 和 热 静 力学 中 相应 原理 的 推广 。 它 对 于 
包含 耗 散 系统 在 内 的 每 个 系统 都 适用 ,而 在 耗 散 系统 中 ,经典 力 学 
和 热力 学 的 能 量 原 理 都 不 适用 . 

基本 公理 2,3 和 质量 守恒 原理 的 局 部 形式 将 在 第 三 章 和 第 四 
章 中 介绍 ， 并 将 在 李 里 进一步 阐述 这 些 虐 理 的 深刻 意义 。 对 于 连 


ea. 


Л RE TEE — Л {фу ЛЕ ИА REE в, 使 得 
(2.9.12) e= |, pedy 


210 客观 张 量 


物质 的 物理 狂 质 与 所 选取 的 坐标 标 架 无 关 ， 不 管 现 察 者 是 处 
于 静止 或 是 处 于 运动 中 , 他 所 观察 到 的 物理 性 质 都 应 当 是 相同 的 ， 
这 在 直观 上 是 很 清楚 的 。 如 果 接受 这 种 观点 ， 则 在 一 个 参考 标 架 
中 所 测 得 的 结果 就 可 以 用 来 决定 彼此 只 差 刚 性 运动 的 所 有 其 它 标 
架 中 的 物理 性 质 。 : 
物理 定律 的 表述 都 希望 尽 可 能 采用 那些 与 观察 者 的 运动 无 关 
WE. 这样 的 量 称 为 客观 的 或 物质 标 架 无 要 异 的 例如， 点 的 位 
置 由 于 观察 者 所 处 的 位 置 不 同 而 不 同类 似 地 ， 点 的 速度 依赖 于 
观察 者 的 速度 因此 ,这 些 量 都 不 是 者 观 的 ， 另 一 方面 ,两 点 间 的 
工 离 以 及 两 个 方向 之 间 的 夹 角 都 是 与 参考 标 架 (观察 者 ) 的 刚性 运 
动 无 关 的 。 很 早 就 已 经 知道 ，Newton 运动 定律 只 在 所 谓 Galileo 
标 架 的 特殊 参考 标 架 内 才 成 立 . 一 个 Galileo 标 架 和 一 个 固定 的 
参考 标 架 只 相差 一 个 不 变 的 平 动 速度 ， 由 于 Einstein 的 广义 相 
对 论 才 使 力学 原理 摆脱 了 对 观察 者 的 运动 的 依赖 性 。 

关于 基本 公理 ,我 们 希望 停留 在 经 典 力学 的 范围 内 ， 然 而 ,在 
物质 性 质 的 描述 中 ( 参 妃 第 五 章 ), 我 们 还 是 要 采用 堵 观 性 原理 . 

令 一 直角 参考 标 架 多 是 处 于 对 另 一 标 架 多 ' 的 相对 刚性 运动 
2h, 在 多 PNA + 时 具有 直角 坐标 z, 的 一 个 点 ,在 多 ' 中 时 
刻 时 将 有 直角 坐标 区 。 因 为 这 两 个 慰 架 彼此 只 差 一 个 刚性 运 
动 , 故 有 
(2.10.1) HO) = Onn + OG), и а 
式 中 。 是 一 个 常数 , 它 可 以 使 我 们 在 x 和 x rh ЖН ИША 
点 ;而 QG) 和 bO) 只 是 时 间 的 函数 ,其 中 QG) 满足 
(2.10.2) Омбы == Оі 一 se 
这 些 条 件 就 是 通常 由 x 对 于 x 的 方向 余弦 所 满足 的 条 件 。 由 (2. 


cera 


10.2) 可 得 


(2.10.3) de = +1 
RUDE SS UAE R TANAIS Bl 
(2.10.4) detQ = 1 


值得 注意 的 是 ,在 刚性 运动 之 外 , (2.10.3) 还 包含 关于 坐标 平面 的 
反射 (镜像 )， 从 而 使 得 一 个 右手 参考 标 哥 可 变 成 一 个 左手 参考 标 
架 。 服 从 《2.10.3) 的 所 有 交换 的 全 体 (Q) 构成 一 个 群 ， 我 们 称 之 
为 正 交 变换 的 完全 群 。 目 前 ,在 连续 统 物理 学 中 采用 (2.10.3) 的 丙 
种 形式 , 当 研 究 液晶 物理 学 时 ,这 两 种 分 法 具有 特殊 的 意义 。 

不 难 证 上 明 ， 服 从 (2.10.2 的 变换 《2.10.1) 是 保持 长 度 和 角 订 不 
变 的 最 一 般 变换 ,例如 ， 

ds? == dx,dx, = Онда I dx, 一 быйщайк„ = dë 

角度 的 不 变性 可 用 类 似 的 方法 证 明 。 

在 原来 的 标 架 SZ 中 的 一 个 客观 矢量 a， 在 新 标 架 .多 “中 将 
为 


(2.10.5) а, = Она 
定义 1 两 个 运动 (KO) 和 CX, r) 称 作 是 客观 上 等 价 
РЕТТЕ 


(210.6) (Xar) = Onan (Kis) + (Р), r = r—a 
式 中 9u(e) WEG.102), 

两 个 客观 上 等 价 的 运动 只 是 相对 于 参考 标 架 和 时 间 有 所 差 
蜡 。 对 于 一 个 困 定 的 标 架 和 时 间 ， 这 两 个 运动 可 以 通过 一 个 任意 
的 刚性 运动 和 时 间 移 动 的 迭 加 而 使 之 重合 . 

ей? ETRE RRR SMR RT, Æ F N 


DEER TERED tt FATA ИЕ #1, 1 ERNE 


шя ка а ИК ы 是 客观 的 , WEN 
必须 服从 下 面 适合 于 两 个 客观 上 等 价 的 运动 的 变换 规律 : 
X, r) = Qua Kr) 
WKE) = Oem Qa So 54) 


(2.10.7) 


+эз + 


对 于 与 时 间 无 关 的 矢量 和 张 量 ， 客 观 性 是 容易 适当 的 。 对 于 
时 闻 相 关 的 最 ,并 不 总 是 这 样 , 这 一 点 可 以 下 面 的 例子 看 到 ， 考 丰 
速度 矢量 v = x, 0210.6), RATE 
Dz, 


D = Out: t Gum + by 


或 者 
(2.10.8) d= Quri + Ous: + È 
这 不 是 (2.10.7), HBR. ARERR. Bb RATT 
以 证 明 加 速度 也 不 是 客观 的 。 然 而 ,我 们 可 以 证 明 
定理 1 SERENA ДИ 
证 明 : 由 (2.10.8), 我 人 有 


为 了 计算 0х, 6x1， 我 们 首先 由 (2.10.1) 对 z, 求解 。 因 此 得 到 
m = Qa tn — bm) 


于 是 有 
дх, _ 

(2.10.9) Ba = Oe 
利用 此 式 ,我 们 有 

(2.10.10) Vyd ООо. + ОО 
类 似 好 ,我 们 得 到 

C2.10.11) та = бызбы, F Он 
将 上 面 两 式 相 加 , 则 得 

(2.1012) бы = OrnQindns 


因为 ,根据 (2.10.2), 由 微分 得 
(2.10.13) OnQm + QuGm = 0, OnQin + Onim = 0 
方程 (2.10.12) 具 有 与 (2.10.7); 完 全 相同 的 形式 ， 这 就 证 明了 张 量 
du 的 客观 性 . 

由 (2.10.10) 减 去 (2.10.11》， 可 以 计算 自流 张 景 why。 因此 有 
(2.10.14) юу = Dinan + ктт 
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TH, АШКЕ vu 不 是 客观 的 ， 造 成 wu 的 非 客观 特征 
的 项 


(2.10.15) Qu = 0,01. 
是 两 个 标 架 的 相对 角速度 。 

用 Qn 羔 (2.10.14), 我 们 得 到 
(2.10.16) Qu = Omi im — Он 


利用 (2.10.13), (2.10.10) 和 (C2.10.2), 可 以 得 到 两 个 其 它 的 发 
ЖА. 它们 是 
(210.17) Óu = бш» — Qim wd = — O mVn H Оаа, 
利用 这 些 表达 式 * 可 以 通过 逐次 代 人 得 到 Oy 的 高 阶 时 间 s 


习题 
2.1 试 计算 
Са) 加 速度 矢量 ox, +) 
和 
O) 二 阶 位 移 梯度 кь 
的 关 两 阶 物质 导数 . 
2.2 试 证 加 速度 度 矢量 ”可 以 表示 为 下 列 矢量 形式 : 


am? wae dt dye 
s art y v. 


Ap (к) 和 "(ху А» ДЕДИН RENE RET = vo v. 
试 证 上 述 形式 对 任何 曲线 坐标 都 成 立 。 
2.3 + 

Фб) if 872 an, 


Fisy) = zl, ra ау), r= Cea — уза — ya) JA 


AR Lann 而 W ЕКЫ. Ли Хант: 
5, = put taka, EYA 

POR F 所 满足 的 微分 方程 。 

2.4 在 过 续 介 质 的 平面 运动 中 , 逐 虚 场 由 下 式 给 定 ; 
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ge [52], j= wart, += 0 
и ЖП а К, 而 (z,y,z) 是 空间 直角 坐标 。 试 确定 流 线 。 
2.5 在 平面 运动 中 , 流 线 Ф = const， 由 下 列 参数 形式 给 定 : 

x = Pt e"cosd, у = é + сезіп ф 
МАНИЯ, Ал. 
2.6 连续 介质 的 速度 场 由 下 式 确定 


+= Va? У 


wary T 
фун, АЯ. 
2,7 ЛЕСНА — АЕ EN a TA, 
2.8 在 连续 介质 的 平面 运动 中 ,速度 场 册 小 式 给 定 : 


Ww ‚#=о 


азу 
ats 
Gt yy 


A 
#= y(= + уб)” ая (z Жуу? 


+= 


= 0 


З SE (9) BEER Ab AR 
2.9 对 于 在 问题 2.4。2-6 和 2.8 HERED, REE: 

G) 变形 率 张 量 的 分 量 ; 

O) REKEREKE 

(O SEE Bik BA AE 
2.10 计算 Lagrange 和 Euler 应 变 率 张 量 和 自 旋 张 最 的 头 两 阶 物质 导 
数 . 
2.11 ”如果 在 物体 的 运动 中 ,通过 曲面 0 的 物质 点 增加 或 碱 少 质 重 ， 那 林 在 
9 上 的 跳 变 条 件 是 什么 ? 
2.12 通过 运动 曲面 oC) 时 ,由 于 质量 的 增加 或 威 少 ,连续 介质 的 物质 点 的 
EMRE RARE. PORE oC) БИКЕ. 
2.13 ”通过 运动 曲面 G) 时 ， 热 能 的 辐射 引起 突然 的 能 量 损失 。 试 写 出 在 
9(7) ЕЛЕЕ. 
2.14 ”如 果 一 物体 作 等 体积 运动 (1s = 0)， 那 术 在 初始 密度 o, MH Al 的 
密度 © SIME AAA? 利用 伸 长 主轴 , 计 千 直到 关于 速度 梯 大 的 
二 阶 质 . 
2.15 连续 介质 的 速度 场 由 下 式 找 述 ; 

#= Ку) — убт), у == хб), š = 0 
ra + уг) 


6+ 


试 确定 

(a) Ж ЖКК ШЕН ЖЕШ; 

(>) WERE. 
试 对 物体 正在 进行 的 运动 型 式 作 一 讨论 .。 
2.16 试 对 (а) 等 体积 的 和 (5) 无 旋 的 两 种 特殊 的 运动 型 式 给 出 连续 性 方程 
和 旋 度 。 试 证 当 运 动 是 等 体积 的 各 无 施 的 时 候 , 速 度 场 可 由 一 个 解析 函数 导 
出 。 
2.17 试 证 对 连续 介质 的 一 个 平 钾 ,等 体积 、 兆 旋 的 运动 ， 速 度 场 由 下 式 给 
Ж: 


v= yp, TFE 
式 中 


об = 一直 fy (A) = Clore 
r= [G — r+ G уур 
这 里 , 多 是 平面 区 域 9 的 边界 ,而 Ф' 定义 在 8 的 内 部 边界 的 空间 内 。 ЧК 
PES БЕ Gp’ fon = дф]дп, | Ooo 表示 沿 多 的 法 线 导数 。 ЖА 
间 存 什么 条 件 下 ,二 述 公式 对 于 无 限 平面 区 域 成 立 ? 
2.19 ”对 于 物体 的 等 体 职 ,无 旋 运 动 , 试 证 动能 由 下 式 给 定 : 
es 全 

式 中 中 是 速度 势 , By 一 уф, m д/да 表示 沿 闭 曲面 Y 的 外 法 线 的 法 线 
导数 ， 
2.19 对 于 单 连通 区 域 , 试 求 


Ct 


的 可 积 性 条 件 ， 
2.20 研究 下 述 各 量 的 客观 入 : 

(а) Euler ERR, 

(b) 变形 率 张 量 的 物质 导数 ， 

O крк ин BSE, 

(з) 面积 和 县 的 物质 导数 . 
2.21 Gat) 试 对 Касова 注 街 的 稳定 性 进行 文献 调查 ， 并 号 出 一 篇 短 
x. 
2.22 《短文 》 试 对 在 间断 而 上 必须 满足 的 运动 学 条 件 进行 文献 调查 ,并 写 
出 一 入 文章。 讨论 速度 波 和 加 速度 波 的 条 件 、 
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第 三 章 应 Л 


31 本章 的 范围 


本 章 讨论 内 力 、 外 力 和 力 偶 以 及 它们 根据 运动 定律 的 变换 ,在 
第 3.2 节 中 , 对 引起 物体 变形 的 外 部 和 内 部 载荷 进行 了 分 类 ,并 氢 
述 了 全 局 运动 定律 。 在 任何 内 向 上 都 假设 内 部 载荷 引起 应 力 和 假 
应 力 , 这 些 将 在 第 3.3 节 和 第 3.4 节 中 讨论 。 在 第 3.5 节 中 推导 了 
给 出 Cauchy 运动 定律 的 局 部 动量 平衡 原理 。 这些 方程 在 过 绪 介 
质 理论 中 起 着 重 夺 的 作用 。 在 第 3.6 节 中 ， 我 们 给 出 了 质 景 守恒 
和 动量 平衡 在 运动 癌 断 面 的 胱 变 条件。 这 些 条 件 在 获得 载荷 的 边 
界 条 件 方面 也 是 很 有 用 的 、 

在 第 3.7 节 中 简短 地 叙述 了 与 应 变 李 球 类 似 的 Cauchy 应 力 
二 次 曲面 ， 对 于 物体 的 大 变形 , 在 Euer 坐标 系 中 表示 的 运动 定 
律 在 已 变形 物体 的 未 知 边界 上 表示 边界 条 件 时 出 现 一 些 困难 . 参 
考 于 物体 的 已 知 初始 边界 的 运动 方程 (第 3.8 节 ) 可 以 促进 某 些 问 
题 的 求解 。 在 第 3.9 节 中 简短 地 叙述 了 应 力 通 量 ， 这 在 粘 弹 性 理 
论 中 有 着 重 究 的 应 用 。 


32 外 部 和 内 部 载荷 


物体 在 外 力 和 内 力 的 作用 下 会 发 生变 形 ， 这 些 力 可 以 是 机 械 
的 、 电 学 的 \ 化 学 的 或 某 种 其 它 起 因 的 力 。 根据 Newton 力学 , fE 
用 主 一 粒子 上 的 机 械 力 是 位 置 矢量 x 和 这 度 矢 量 v 以 及 时 间 z 的 
函数 。 然 而 ,在 连续 介质 力学 中 ， 分 析 的 是 许多 粒子 的 集合 的 运 
动 ,因此 ,这 些 力 可 能 与 在 过 去 所 有 时 间 内 该 集合 中 所 有 和 粒子 的 位 
置 和 速度 相关 。 因 为 我 们 并 不 去 识 唱 粒子 ， 这 就 意味 着 粒子 对 于 
邻近 粒子 的 相对 变形 以 及 这 种 变形 的 历史 都 可 能 发 生 作 用 ,因此 ， 
这 些 力 吉 能 与 各 阶 空间 袖 床 ， 它 们 的 各 种 时 间 率 和 积分 以 及 电学 


эв. 


的 和 化 学 的 变量 相关 。 

象 在 经 典 力学 中 那样 , 力 是 没有 被 定义 的 .对 于 未 被 定义 的 其 
RTM, MRR AT ERS BANNE, 
DMEF OA EOF AINE ЕН TRAER: 


(321) 多 一 |, а, w= j; (p X d# + dN) 


这 些 量 是 事先 已 知 的 。 总 的 力 多 由 作用 于 物体 上 的 所 有 力 的 拓 
量 和 组 成 ,而 总 的 力 偶 .4 由 天 部 分 组 成 诺 力 对 于 -点 (例如 原 
KORINE 

| oxar 
MIR 4 HAIE. 

根据 连续 介质 力学 的 疯 点 ,不 管 是 什么 起 因 引 起 的 力 , 我 们 部 
可 把 力 和 力 偶 分 成 下 述 三 种 类 型 。 

外 部 体 载荷 ”这 种 力 和 力 偶 是 由 外 部 效应 而 引起 的 。 它 们 
作用 在 物体 的 质量 点 上 。 假 设 存在 单位 质量 的 哉 荷 密度 。 单位 体 
积 的 外 部 体 载荷 称 为 体积 载 三 或 体 载 衔 。 重 力 和 静电 力 都 是 体力 
的 例子 ， 外 部 体 载 痊 不 是 客观 的 。 这 些 载荷 的 变换 由 第 2.9 节 中 
所 引入 的 基本 公理 2 和 3 导出 。 

ЗМЕЕ ОВЕ) LHR aR 
ЫА АВИКА TS ео. BUER AEREE 
©. ATRL IND AT ЮЕ ЯЬ ОЈ, ATOR ЕЛАК 
部 力 个 称 为 表面 力 偶 。 表 面 外 力 和 发 面 力 偶 与 它们 的 作用 面 的 方 
位 有 关 。 作 用 于 被 湾 没 物体 的 表面 上 的 表 水 压力 以 及 由 于 外 部 芳 
电场 而 产生 的 玻 面 外 力 都 是 外 部 面 哉 桨 的 例子 。 

内 部 载 桨 (相互 载 苟 》 ”这些 载 入 是 位 于 物体 内 部 的 诸 对 粒 
子 相互 作 用 的 结果 ,根据 Newton 第 三 定律 ,一 对 粒子 的 相互 作 
用 由 两 个 力 组 成 ， 它 们 沿 着 两 粒子 的 连 线 作 用 ,而 且 大 小 相等 、 方 
向 相反 。 因此， 这 种 内 力 的 合力 为 零 。 相 互 载 答 是 客观 的 . 

在 连续 介质 中 ,粒子 间 诸 力 的 效应 是 以 物体 的 一 部 分 通过 另 
一 部 分 的 边界 面 而 对 另 一 部 分 所 产生 的 合 效应 的 形式 出 现 的 。 这 
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个 概念 导致 在 下 一 节 中 就 村 叙述 的 应 力 假说 。 

令 上 是 单位 质量 的 体力 ， 而 tm 是 作用 于 具有 外 法 线 n 的 物 
体 表面 上 的 单位 面积 的 表面 外 力 , 假设 还 有 集中 力 F, HBS 
体 的 孤立 点 po TE. 作用 于 物体 上 的 外 力 的 合力 多 由 下 式 给 
i: 


G22 F= фев + S ом + У) Fo 


# 1, m(n) 和 .AZ。 分 别 为 单位 质量 的 体力 偶 ,单位 面积 
的 表面 力 偶 和 在 位 置 p。 处 的 集中 力 偶 , 则 对 于 原点 〇 的 合力 矩 为 


G23) g- $, Img, + p X twlda + \, ol +p X #40 
+ >; Ce, + p, X Fe) 


应 注意 的 是 ,内 力 对 于 合力 和 合力 矩 是 没有 贡献 的 。 

为 了 流 免 与 局 部 情况 有 关 的 定理 中 的 困难 ,例如 ,在 集中 载荷 
的 邻 域内 应 力 分 布 是 无 限 的 ,我 们 将 假设 局 部 定理 适合 于 没有 集 
中 力作 用 的 各 点 。 对 于 全 局 定理 ， 无 需 作 这 种 假设 ， 注 意 到 这 一 
点 ,我 们 就 可 从 方程 中 去 掉 有 关 集 中 力 的 项 , 故 有 


(324) F- È tata + \, обо 


G25) = ф Ima p X tel +) PITPxfyde 
459, , 
于 是 ,关于 动量 平衡 和 动量 矩 平衡 的 基本 公理 2 和 3 可 写成 : 


(3.2.6) 4f өчө = $ кыйа + | ofdv 
ee # y 


(3.2.7) J өрх vdv — ф Ima р X toldo 
de ly g 


+ |, А + рх)» 


这 些 方程 就 是 Euler 运动 方程 。 内 力 是 彼此 平衡 的 , 所 以 它们 不 
出 现在 这 些 方程 之 中 ， 
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因为 外 部 力 不 是 客观 的 ， 所 以 Euler 运动 方程 也 不 是 客观 
的 .这 些 方程 控制 善 物体 的 整体 运动 。 


33 ”应力 假说 


把 全 局 动量 平衡 原理 应 用 于 物体 的 全 部 或 一 部 分 区 域 就 可 得 
到 内 部 载荷 及 其 与 面 载荷 的 关系 ， 首 先 ， 我 们 考虑 一 个 由 闭 曲 机 
ОА = 的 小 区 域 , 使 得 ~ + = 完全 被 包括 在 物体 的 内 部 
《图 3.3.1)， 在 * 的 一 点 p，g-” 的 效应 等 价 于 称 之 为 应 力 矢量 
的 面 力 tw 和 称 之 为 偶 应 力 矢量 的 面 力 偶 ma. BARRE 
晤 都 是 客观 的 。 在 通过 同一 点 # 但 方位 不 同 的 表面 上 ,在 ?处 的 
应 力 和 侦 应 力 矢量 一 般 说 
来 是 不 同 的 。 于 是 ， 这 些 
载荷 不 仅 依赖 于 在 。 上 的 
位 置 矢量 p， 而 且 还 依赖 
Р: 的 外 法 线 m， 因 此 ,我 
们 用 下 标 n 来 表示 这 种 依 
BE. (RAE + 中 的 体 载 
荷 等 价 于 单位 体积 的 体力 
of 和 单位 体积 的 体力 侦 
ol. 适用 于 物体 + = 
的 动量 平衡 原理 (3.2.6) 对 于 区 域 -+a 也 同样 成 立 , 但 是 我 们 必 
须 用 - 和 * 分 别 代替 积分 限 2 AS. 

为 了 决定 应 力 和 偶 应 力 矢量 对 于 外 法 线 的 依赖 关系 ， 下 面 我 
们 把 动量 平衡 原理 应 用 于 内 以 为 顶点 的 一 个 短小 四 面体 、 它 
的 三 个 面 在 坐标 曲面 上 , 而 第 四 个 面 在 ЕСИ 3.3.2). EAR EH 
面 ха = сопы. EAA APH — t RRA, 

现在 我 们 把 (3.2.6) 应 用 于 这 个 四 别 体 ， 利 用 中 信和 定理 可 以 得 
到 面积 分 和 体积 分 的 信 ,于 是 有 


1) 因为 坐标 曲面 ra = const. 的 外 法 线 是 在 一 x4 的 方向 ,不 失 一 般 性 ,我们 可 
用 一 ta ШЖ е 来 表示 作用 在 该 曲面 上 的 应 力 矢量 . 


图 3.3.1 шлан 
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щ3.3.2 四 面体 


етл = th Aa 一 Ао, + ot fA. 


AH о", Рту" 分 别 是 p, f R v ТЕ < WARN Ti th ЛП 
HDB tao A ty ХЕ Аа Al Аа, LAI. HERETER 
ж, 我 们 还 可 以 在 左 端 令 d(p*w*Aw)/4i 一 отет, WMH Да 


去 除 ,并 令 да 一 0， 使 点 ? АКЕ НТ, А — 0. 其 


fv 是 有 界 , 于 是 得 到 
(3.3.1) tada = tidor 

这 个 四 面体 的 四 个 面 构成 一 个 闭 曲面 。 困 此 ,在 极限 情况 下 ， 
坐标 曲面 的 矢量 和 必定 等 于 面积 矢量 da, ЖИП, 


(3.32) da = nda = dai, 
由 此 得 到 

(3.3.3) day = nda 

把 此 式 代 人 (3.3.1), 我 们 有 

(3.3.4) кә = tim 
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因此 ， 我 们 正 T TEKE” i. 


ке 
ARE W HEB ti 是 与 9 无 关 的 。 因 此 ,由 《3.3.4) 可 知 
(3.3.5) te к 
于 是 ,证 明了 下列 推论 。 
推论 作用 于 一 WER ОНООН 


律 相对 应 。 

如 果 象 在 te 和 ty 的 情况 那样 ,在 极限 До > 0 Bf, m. 和 
mx 是 有 界 的 和 非 零 的 ; 则 把 类 傣 的 论证 应 用 于 (3.2.7) 以 及 (3.3.47 
就 可 得 到 
(3.3.6) Ma) 一 Mihi Mew 一 — Ma 

侦 应 力 和 撩 量 和 体力 偶 的 存在 性 常 因 下 面 的 论述 而 被 排除 。 在 
BRAC, HARK HEED AA MES AAR 
对 平行 力 ,并 且 假 设 这 些 力 是 有 界 的 。 现 在 ,如果 我 们 令 矩 铝 趋 于 
零 (在 上 面 的 论述 中 , 当 Aa 一 0 时 即 发 生 这 种 情况 )， 并 且 不 允 
许 有 无 限 的 力 ЕРА, 于 是 ,在 允许 。 和 (AT A 和 
Aa) HS ,而 力 保持 有 限 的 严格 的 数学 理论 中 ,我 们 不 能 有 侦 应 力 
矢量 或 体力 偶 .然而 , 如 果 认 为 。 和 《因而 无 限 小 的 de 和 de) 表 
示 基 个 足够 小 的 物理 体积 和 表面 ， 使 得 由 de 和 da 引起 的 数学 解 
释 在 容许 的 误差 范围 之 内 , 则 我 们 可 以 容许 偶 应 力 矢量 的 存在 性 
在 现代 物理 学 中 ， 在 分 子 尺度 上 ， 物质 的 连续 性 是 被 否定 的 。 因 
此 ,诸如 dv 和 da 这 种 数学 的 无 限 小 是 使 连续 性 假设 成 立 可 能 容 
许 的 最 小 体积 和 表面 的 一 种 模型 。 例 如 ， 在 包括 足够 多 的 粒子 的 
小 体积 中 ， 所 有 体积 力 的 矢量 和 可 以 不 通过 质量 中 心 。 于 是 这 就 
引起 体力 偶 ， 类 侯 的 论证 适用 于 作用 在 这 个 小 体积 的 一 个 微小 表 
面 上 的 表 王 为 ,因而 容许 偶 应 力 的 存在 性 。 即 使 如 此 ,为 了 简单 起 
见 , 在 本 书 中 ,我 们 将 不 研究 由 于 偶 应 力 和 体力 偶而 引起 的 一 些 有 
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34 应 力 张 量 
ae ш РАТИТЕ ОЕА 


(3.41) 和 

ш 中 的 第 一 个 下 标 表示 作用 着 应 力 矢量 t, 的 坐标 曲面 
const.， 而 第 二 个 下 标 则 表示 tz 的 分 景 的 方向 。 例如， 和 是 作用 
于 平面 z = сол. БИЛЖ ЫҢ л, ЮЖ. WREN = 
const. [УКЕН z, MOE AEM һә 指向 x, 轴 的 正方 向 . 如 
Ж 入 一 const， 的 外 法 线 指 向 x; 轴 的 贷方 向 , 则 s 指向 x, 轴 的 负 
方向 ， 正 的 应 力 分 量 示 于 图 3.4.! 中 。 EE pobe, 上 的 正 的 应 
力 分 量 与 xu z f zs 轴 有 相同 的 正方 向 ， 因 为 这 个 面 的 外 法 浅 是 
# а> 0 8328831 E, 在 面 pabe 上 ， 正 的 应 力 分 量 与 负 坐 
标 轴 的 方向 一 致 , 因为 这 个 面 的 外 法 线 指向 x, < 0 的 半 轴 方向 . 
上 述 符号 规定 也 适用 于 平面 x, = const， 和 为 一 соп. 为 了 不 
致使 图 形 显得 太 挤 ， 这 里 未 画 出 作用 在 平 曾 ж, 一 const， 上 的 应 
力 分 量 。 上 面 给 出 的 符号 规定 不 是 唯一 的 ， 然 而 在 文献 中 一 般 都 
жже. 


ty in fy 


(3.4.2) Пе = 


Та ш ta 


fy fu ta 
值得 注意 的 是 ， 在 这 种 形式 中 EMD AREA RT 
贸 切 分 量 占据 其 余 的 位 置 . 

把 (3.4.1) 代 人 (C3.3.4) ,我 们 得 到 


1) 这 个 课题 县 前 还 处 于 发 展 阶 收 ， 关 于 这 方面 的 情况 可 允 见 Eringea [1962]. 
Eringen Ay Suhubi [1964, а, b], Егіпвев [1964], Green 和 Rivlin [1964}, 
Eringen [1976]. 
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(3.43) ta 一 rumi 或 rayu = tum 


图 3,4.1 应 力 张 量 


这 就 证 明了 下 面 的 定理 ; 
定理 “作用 在 通过 一 点 的 任 一 平面 上 的 应 力 矢量 完全 由 访 点 
处 的 应 力 张 量 的 线性 函数 所 表征 。 


tu 的 张 量 特性 可 以 下 而 的 事实 看 到 ， 假 设 直角 坐标 r, 旋转 
Fl zo 3.4.3), RITA 


tem 一 tun, — td, 


СТАЕ ТЕЕ 

(3.4.4) бт = шата 
式 中 

(3.4.5) On =i +} 


现在 ,mp 是 一 个 矢 最 ,根据 (1.8.9)， 它 变换 为 


e105 。 


(3.4.6) ny = Qum 
抬 此 式 代入 (3.4.4), 我 们 得 到 
жт, = 1 Qa Quan, 


不 管 该 平面 如 何 选 笃 ,上 式 必 定 成 立 , 亦 即 , л, AER, Wk 


(3.4.7) ta = Dea Quta 
用 类 似 的 方法 ,我 们 得 到 
(3.4.8) f = Oa Distr 


按照 规律 (3.4.7) ЯП (3.4.8) 变换 的 量 zu 是 Cartesian ЕШ. ҮЕ 
щй, 当 适 当 定义 Og 和 ey lh, a 的 张 量变 换 仍 杀 成 立 
《参见 Eringen [1962, 第 31 节 1 和 附 杂 С), 这 就 确定 了 r ЕЙ 
特性。 因为 在 ти 的 定义 中 没有 涉及 时 间 率 , 所 以 当 Qu 是 时 间 的 
荔 数 时 ,上 述 亦 换 仍然 保持 不 变 . 这 就 证 明了 应 力 张 量 的 客观 性 

导出 (3.4.3) 的 分 析 可 以 毫 无 改变 地 应 用 于 物体 表面 乡 上 的 
具有 连续 切 平 商 的 任何 点 。 于 是 ， 如 果 在 直面 上 给 定单 位 面积 的 
面 载荷 , 则 (3.4.37 给 出 边界 条 件 
(3.4.9) tax = amS m EF E 
式 中 中 是 给 定 的 表面 外 力 。 

BRE, SIRE tor BED mw MEHKE ги 的 定 
义 ,我 们 看 到 ,这 些 量 的 吻 理 最 网 为 

L. M 
t= &- oe [ts] Me = 2, 

(5410) а.) = M — BES 


Самі 一 


式 中 方 括 号 [ 了 表示 量 纲 ,而 М, ТЕ. KEM 
МАЈА, 在 CGS 制 中 ， 力 用 达 因 度 时 ,长度 用 涯 米 度量 ,* 质 
Byer Е, TARE. 因此。 在 这 种 单位 制 中 ，tte, 和 
t 用 达 因 每 平方 厘米 庆 量 。 在 英国 的 实用 单位 制 中 , 它们 用 磅 每 
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жы”. 


最 后 ， 我 们 列 出 被 不 司 的 作者 用 过 的 应 力 张 量 的 各 种 记 法 。 


Clebsch, Eringen, Truesdell 


Cauchy《 早 期 著作 ) 
Cauchy CERZE), 


St. Venant, Maxwell 


F. Neumann, Kirchhoff, Love 


K. Pearson 


Kelvin 


Karman, Timoshenko, 工程 师 们 ds оу Os Tys Tas 
俄国 和 德国 作者 , Green 和 Zerna ty ть Ta Ta Ты Tn 


п fa m stat 


4 в с DE F 
Pas Pyy Par Pys Pas Pay 


X, Y, Z, Y. Z, Xy 
2 


ол — — л 
хх уу zz yz zz ху 


PORST V 


ЖЕЩП Ж Ш{ЕЖ ДШ ЕЖ on on Gs озом On 


35 ”局 部 动量 平衡 原理 


Ges Оуу Озу буу Oss Oxy 


全 局 动量 平衡 由 《3.2.6) ЯП (3.2.7) BAR, ME, RATER 
进行 所 指明 的 微分 ， 并 利用 局 部 质量 守恒 D(ede)/D:— 0. 此 
外 ,我 们 取 me 一 1 一 4， 因此 所 考虑 的 连续 介质 是 非 极 狂 的 .于 


是 有 


(3.5.1) |, pady = ф кыа + jf pfdv 


(3.5.2) Í врха = ф PXtwda + | ppXfdv 
„ > r 


AF a 三 Vv 是 加 速度 矢量 .把 这 些 原理 应 用 于 物体 + 2 的 一 
个 内 部 小 区 域 ~ 十 “， 再 利用 (3.4.3)， 我 们 就 可 把 上 列 二 式 写成 


(3.5.3) {paw = $, tendo +f pfdv 


1) дй Айз оО Вр А ШЫ]! SI 单位 ， 在 这 种 单位 制 中 质 二 单位 为 
千克 (Kg), KEMAH (та), КЇ ВФ) (ау, HERAA АЕО), 


应 力 的 单位 为 帕斯卡 (Pa). 


因为 1Pa=IN/m’, 13&B J =16°N, 


18J3=4.34822N, dk 1 AAR MR 0. Pai BIER I Ач = 


6894.76Ра, -—— Ë 
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(3.5.4) f ppXady = §, pXt,n,da + | ep X fde 
利用 Green-Gauss 定理 把 面积 分 转换 为 体积 分 ,我 们 得 到 
(3.5.5) j [t,, + off — a)lde = 0 


(3.5.6) | {Хы + PX Lt, + o(f — a)])de = 0 


APES pk = k, 假设 局 部 质量 守信 , 则 方程 (3.5.5) 和 (3.5.6) 是 
合 局 动量 平衡 原 犀 的 数学 表达 式 。 这 些 公 式 对 于 任意 体积 ”都 和 


用 的 必要 充分 条 件 是 被 各 函数 为 杰 。 因此 


(3.5.7) th, + o(f—a)=0 
(3.5.8) „х= 0 

把 (3.4.1) 代 人 上 式 , 我 们 得 到 

(3.5.9) пы + об а) = 0 
(3.5.10) I” tu 


在 《3.5.8) 中 ， 我 们 已 经 利用 过 对 单位 某 矢 量 成 立 的 方程 式 ie = 
енә X i。 于 是 ,这 就 给 出 ¿usta 一 0， 这 与 (3.5.10) 是 一 回 事 . 
方程 (3.5.9) 和 (3.5.10) 分 别 是 Cauchy 第 一 和 第 二 运动 定律 , 并 
且 是 下 述 基本 定理 的 证 明 。 

定理 1 对 于 局 部 动量 平衡 的 必 友 充分 条 件 就 是 Cauchy 第 


本 十 委 C3 3 来 (3310 
对 主意 极 性 介质 ， 显 然 Cauchy 第 二 定律 就 是 应 力 张 量 对 称 
的 陈述 .于 是 ,在 这 种 情况 下 ,应 力矩 阵 (3.4.1) 关 于 它 的 主 对 角 
线 是 对 称 的 。 因 此 ,应力 张 最 的 九 个 分 量 只 有 六 个 是 独立 的 ， 即 
his tay Das by” Pay Ла = t FH ra = rm. 
把 (3.5.9) 和 (3.5.10) 写 成 展开 记 法 就 得 到 在 各 教科 书 中 常见 
的 方程 


Өз. + Эзе COA 


Ôt, 
十 See + of, a= 
On Әу РЯ ef. – о.) = 0 
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Bisy 十 б, 


at a 
зи) ве T oy T az f Che) 0 


бн» + Pion Obey plf,— a) = 0 
Әг 


Әх ду 
(3.5.12) Bay 一 tyas byr ™ Ау) Бан t, 
这 里 加 速度 矢量 a, 由 下 式 给 出 ; 
(3.5.13) a= = + гый, 04 = д, 


AH ибх, г) 是 位 移 矢量 。 用 展开 记 法 ,《3.5.13) 可 写成 


де, Ov дь. Ov 
3.5.14 m r L Og, а. Way, + OF y, 
‹ ) a, э КӘ," унге 
а, = 0: + Wey 4. Prp, „ди, 
z 


er Ox oy ð: 


36 HEAD ЗЕ ЖЕЛЕТ 


KRY 包含 一 个 运动 问 断 曾 oC) (图 2.5.1) 时 ， 局 部 质量 
和 守恒 和 局 部 动量 平衡 原理 的 表达 式 仍 可 应 用 于 % — o 的 所 有 
点 ,也 就 是 不 位 于 oO 上 的 所 有 点 。 事 实 上 ， 这 些 方程 积 ce) 上 
的 跳 变 条 件 可 以 利用 表达 式 《2.5.18) 和 下 列 各 平衡 原理 的 全 局 形 


x 


8 = 
4 |. pdo = 0 


d = 

(3.6.1) “|, evde = ф wna + f pfdy 
zj popXvdz = $ рх tyigda + j ppXfdy 
йг)» ca СА 


一 举 导出 ， 首 先 ,在 (2.5.18) 中 令 ry g= 0 Ф= РАЕВА 
(3.61), 则 有 
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k. [2 + divcov)] dv + |, Lov —›>)]. nde 一 0 


令 第 一 个 积分 的 被 积 函数 为 零 ， 我 们 得 到 常见 的 局 部 质量 守恒 的 
方程 式 。 令 在 "上 的 积分 的 被 积 函数 为 零 , 我 们 得 到 且 变 条 件 
(3.6.2) ole 一 02] 一 0 


uh e= v+ n A ym yo 分 别 是 物质 点 的 速度 的 法 向 分 量 


和 运动 面 oz) AEDS RE. 

AME, 在 (2.5.18) 中 令 p= оу, ц ы 和 g 一 ef, ER 
入 (3.6.1); 的 左 端 ,我 们 得 到 

\ Uta + eE а) ме + | Ch — отб 
— x )]m da = 0 

在 这 个 发 达 式 中 ， 令 体积 分 的 被 积 函数 为 堆 给 出 Cauchy 第 一 运 
动 定律 ,而 令 面 积分 的 被 积 函 数 中 de 的 系数 为 零 ， 就 给 出 婚变 条 
# 
(3.6.3) Ehin — Love — ь)]= 0 


当 把 上 述 方 法 应 用 于 (3.6.1》 时 ,我 们 不 能 再 导出 新 的 跳 变 条 件 。 
Ж си) 上 的 距 变 条 件 (3.6.2) 和 (3.6.3) 也 可 以 写成 
(3.6.4) Гот] - n—[əJ>y- n= 0 
(3.6.5) Ligula — Covi] -n + Сои] -n= 0 
现在 我 们 把 这 些 结 果 应 用 于 下 面 三 种 特殊 情况 : 
(а) 间断 面 是 物质 交界 面 。 在 这 种 情况 下 , v= p, (3.6.4) 
恒 等 地 被 满足 ,而 (3.6.5) 简 化 为 
(3.6.6) sane, 


(b) 间断 面 与 物体 的 表面 相 重合 在 这 种 情况 下 ,o = 0, 
v 一。《3.6.4) 又 成 为 恒等式 ,而 《3.6.5) 简 化 为 


0 
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Am h w ARR TRA tos 一 thu =, 则 上 式 就 给 出 用 
其 它 方法 已 得 到 的 表面 外 力 的 边界 条 件 (3.4.3)。 

(е) 间断 面 是 一 个 国定 面 。 在 这 种 情况 下 ; »=0, Wi 
(3.6.4) 和 (3.6.5) 给 出 
(3.6.7) Lera] = 0 
(3.6.8) [рә — тшй == 0 


3.7 Cauchy 应 力 二 次 曲面 


作用 于 具有 外 法 线 n 的 表面 : 上 一 点 了 的 应 力 矢 量 tw 的 法 
向 分 量 N 《图 3.7.1) 由 下 式 计算 : 
(37) М= ыер 
Æ (3.43) 代 人 上 式 ,我 们 
得 到 
(3.72) N = щт 
BORN е0, ПР 
的 曲面: 的 指向 nm 是 可 变 
的 .根据 这 种 规定 ,(3.7.27 
表示 一 个 二 次 曲面 ， 我 们 
称 之 为 Cauchy 应 力 二 次 
ВЯ. Жл, 满足 条 件 
(3.7.3) mn = 1 
和 和 拉 伸 一 华 ， 我 们 可 以 寻求 YX 的 极 值 。 对 于 无 体力 偶 和 无 偶 应 力 
的 情况 ,应 力 张 量 是 对 称 的。 因此 ， 对 于 非 极 性 情况 ， 在 Cauchy 
应 力 二 次 曲面 和 Cauchy 应 变 二 次 曲面 之 间 有 具有 完全 的 对 应 关 
系 。 因 而， 我 们 只 需 用 гы 代替 Exz 和 用 m ОЖ Nx 就 可 以 把 第 
1.9 节 和 第 1.10 节 中 的 结果 报到 这 里 来 , 根据 这 种 理解 ,我 们 有 下 
列 结果 : 

1) 至 少 存在 三 个 ,一 般 地 存在 三 个 应 力 的 主 方向 。 | 

D 存在 三 个 主 应力 „ба 一 1,2,3)， 它 们 作用 在 主 平面 上 。 

3) EEFE L SEDAP MEIRE re. 
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ВА 3.1.1. RAMA 


， 4) 一 般 地 ， 存 在 三 个 独立 的 应 力 不 变 量 i ih йн И, 58 
“ty Alt, ЭЖИК Ек, 和 Be， 则 这 些 不 变量 的 表达 式 和 应 变 不 变 
量 的 表达 式 (1.10.8) 和 (C1.10.9) 完 全 相间 ， 

在 一 点 处 的 各 种 特殊 类 型 的 应 力 状态 也 和 那些 应 变 状态 是 一 
一 对 应 的 。 例 如 , 当 两 个 主 应 力 为 零 时 ,我 们 说 有 称 为 简单 拉 伸 或 
单 轴 应 力 的 应 力 状态 。 当 一 个 主 应 力 为 零 时 ， 我 们 就 有 平面 或 双 
轴 应 力 状态 当主 应 力 部 不 为 零 时 ,应 力 状态 是 三 轴 的 。 

如 果 一 个 剪 应 力 分 量 不 为 零 ,而 所 有 其 它 的 应 力 分 量 都 为 零 ， 
例如 - 
O Fy 0 
ty 0 0 
0 0 0 
则 为 简单 剪 切 状态 .在 这 种 情况 下 ,我 们 有 

L= Hl, = 0, Il, = tly, t= hh = tay 
Ak SATER R EDAMI SESER MRZITE 
应 力 为 零 。 

对 于 平面 应 变 作出 的 Моћ: 圆 可 以 毫 无 改变 地 用 于 乎 面 应 力 
RA, HEP BALA E mw 时 ， 可 用 O. Mohr 提出 
的 几何 作 疼 法 来 确定 作用 于 尾 何 平面 内 的 应 力 的 切 向 力 并 和 丢 
AJ N. 这 种 作 图 法 包含 三 个 图, 而 且 , 它 是 平面 应 力 的 Mobr Е 
的 推广 ,对 此 ， 读 者 可 参考 有 关 高 等 材料 力学 和 弹性 力学 的 书籍 ， 
如 Sokolnikoff [1956, 第 18 节 ]}。 . 

最 后 ,我 们 列 出 下 列 关于 剪 切 应 力 的 平稳 值 定理 。 

定理 кнши + ПЕСЕН САКЫ 


lad = ‚һ,#0 


орлыкны. ят 它 的 证 明 ， 建议 读 
者 参阅 弹性 理论 教程 (参见 Sokolnikoff [1956, 第 18 WI). 
38 在 物质 坐标 系 中 的 运动 方程 
` А] Euler 术语 表示 的 Cauchy 运动 方程 包含 在 空间 坐标 x 中 


612, 


Ж ХОУ ЛИЕ a, WH ho BE P 和 加 速度 at， 对 于 一 变形 
的 物体 ,在 已 变形 状态 中 的 物体 表面 一 开始 是 不 知道 的 ,但 可 以 通 
过 边界 入 问题 的 解 来 加 以 确定 。 物 体 表面 的 位 置 和 形状 依赖 于 未 
知 的 位 移 矢量 。 因 而 ,问题 是 非 线 性 的 .。 另 一 方面 ,物体 的 初始 形 
状 基 已 知 的 ,因此 ,边界 条 件 可 以 在 未 变形 物体 的 确定 表面 上 来 表 
示 。 某 些 问题 可 以 在 从 一 开始 就 给 定 物体 形状 的 物质 坐标 中 来 找 
述 ， 这 样 处 理 问题 容易 得 到 解决 。 

在 经 典 弹性 理论 中 ， 在 空间 举 标 中 表示 的 运动 方程 可 在 对 于 
物体 的 原 有 的 未 变形 表面 的 边界 条 件 下 求解 。 在 这 种 混淆 的 情况 
Fo Euler 应 力 t 87590 Lagrange 应 变 Ex, 的 线性 函数 , 这 
种 混淆 可 以 溢 浓 , 丽 且 在 某 些 情况 下 已 被 证 明 这 是 允许 的 。 为 此 ， 
现在 我 们 来 推导 在 物质 坐标 Xx 中 的 局 部 质量 守恒 方程 和 Cauchy 
运动 方程 。 对 于 质量 的 局 部 守恒 方程 ， 我 们 由 (2.9.5) 易 知 
(3.8.1) a= рі 
R ў десс. 

为 了 得 到 动量 平衡 方程 的 适当 形式 ， 我 们 引进 关于 未 变形 面 
积 dde 上 的 物质 点 发 在 时 刻 * 所 占有 的 空间 点 兰 处 的 应 力 矢量 
Tx. BD 


(3.8.2) Жаа = tida; = Ted Ay 
根据 (1.12.3) 和 (1.12.11) ,我 们 得 到 

(38.3) da, 一 1XgudAdg, de == jdV 
把 上 式 代 入 (3.8.2), 则 有 

(3.8.4) t, = 17 КТ Te = jX xati 


tea О Тк) a = Te Xn = TK 
式 中 ,我 们 已 用 过 (1.4.7); 。 
把 此 式 代入 (3.5.7), 并 利用 (3.8.1), 我 们 得 到 
(3.8.5) Tas + olf —a)=0 


из. 


这 就 是 在 参考 状态 中 的 Cauchy 运动 方程 仿效 Piola’, RII 
现在 按 下 式 引 人 伪 应 力 Te 和 Tre: 
(3.8.6) Tx 一 Tri = Trtnik 
于 是 ,由 (3.8.4) ,我 们 有 
(3.8.7) Тк, = іХкаты» t= PT = Гк 
(3.8.8) Тк. = 了 KiXL = Хк Xia 
63.8.6), 1163.8.2) BR, Ти Е X = X(x,r) 处 每 单位 未 变形 
ТЯ ЕЕ х АЁО 7). 

把 (3.8.6) 代 人 《3.8.5), 我 们 得 到 两 种 不 同形 式 的 运动 方程 
(3.8.9) Trax + ofi — a) = 0 
(3.8.10) (Тека) к + (h — a) = 0 
我 们 利用 (3.8.7);， 并 由 ter = га 可 得 Cauchy 第 二 运动 定律 . 
因此 
(3.8.11) Trati = Trig 
(3.8.12) Tks = Tix 
的 任何 一 种 形式 都 可 作为 Cauchy 第 二 运动 定律 

在 变形 梯度 ,应 变 或 转动 与 1 НЧЕ Е, LR RAR 
都 可 用 来 作为 各 种 近似 理论 的 来 源 .为 此 ,我 们 回顾 方程 (1.5.117 

Xea == (ön — Ën — FD Em 

L È ën 和 1 相 比 很 小 ”在 这 种 情况 下 ,由 (2.3.4), 我 
们 有 了 会 1 +o, ALA 
(3.813) Тк (шы — ашк) 8 
(3.8.14) Тур S (гад 一 Ран — Tuta 


十 ўм.) GmkORL 
2. Е ë, 和 转动 Fa 与 1 相 比 都 很 小 ”在 这 种 情况 下 ， 
(3.8.137 和 (3.8.14) 简 化 为 
(3.8.15) Тю Фтыбык», Тю, & tmp oax Oe 
因此 ,我 们 看 到 , 仅 当 zi 和 ra 和 1 相 园 都 很 小 时 《无 限 小 变形 


1) [183533。[1834。34--38 节 ]> 也 可 和 参见 Kirchhoff (1852, p,763 一 764] 以 及 
Е. 和 F. Cosserat (1896, Ж 15 $). 


side 


理 沦 )，Euler 和 Piola 应 力 之 间 才 没有 数值 上 的 差别 。 

3 Жш ғы 和 英 它 最 相 比 可 被 忽略 。 在 这 种 情况 下 ，(3.8. 
137 和 (3.8.14? 可 以 略 去 含有 Fu 的 项 而 被 简化 . BE, HAZE 
到 乘 以 这 些小 最 fa 的 应 力 分 量 与 其 它 量 必 为 同 量 级 的 事实 , 这 
种 情况 发 生 在 板 和 壳 的 有 限 变 形 中 , 著名 的 Кагшап-ТїшөозКспКо 
板 理论 ”提供 了 一 个 很 好 的 例子 ,在 其 中 ,因为 板 元 素 对 于 绕 其 法 
线 的 转动 有 更 大 的 抵抗 能 力 , 所 以 ,垂直 于 板 中 面 的 转动 矢量 的 分 
量 与 其 它 分 量 相 比 是 很 小 的 ， 

Reema капы НЕКЕ Ж Г 一 节 ， 


Dee. 
39 应 力 通 量 

在 粘 弹 性 物质 的 研究 中 ， 常 常 看 到 物质 的 动力 学 行为 与 应 力 
的 时 间 变 率 相 关 . 例如 所谓 的 简单 Maxwell 固体 就 要 求 在 它 的 
本 构 理论 中 用 到 应 力 率 (参见 第 9.4 г), 用 与 应 变 率 类 似 的 方法 ， 
应 力 率 可 以 定义 为 
(3.9.1) iy = Die 

Dt 


虽然 应 力 张 量 是 客观 的 ,但 应 力 率 张 量 并 不 是 客观 的 。 因 此 ;在 描 
述 物质 性 质 时 ， 应 力 率 不 应 以 这 种 形式 出 现 。 我 们 很 想 构 造 一 个 
相当 于 应 力 率 的 客观 张 量 。 根 据 第 2.10 节 , 在 两 个 客观 上 相等 的 
运动 中 任何 客观 张 量 将 按照 适用 于 应 力 张 量 的 规律 进行 变换 ， 即 


(3.9.2) ба О Она 
式 中 
(3.9.3) ОнОы 一 Oia = бз 


1) 参见 Eringeu [19534], Novozhilov [1948, ЖД), 


из. 


对 (3.9.2) 的 两 端 取 物 质 导 数 ,我 们 得 到 
(344) br О0О + д0 + Оа 
由 此 ,我 们 可 用 (2.10.14) 来 消去 QQ。 因此 
а + tantat — тыш 
m Cins + Emn 6,60) Он Оо 
这 就 表明 ,由 下 式 定义 的 量 是 客观 的 : 
(3.9.5) Lu = йы ышы — batt em 
这 样 定义 的 张 量 人 称 为 应 力 通 量 。 这 并 不 是 仅 有 的 相当 于 应 力 率 
是 客观 的 量 , 即 ,应 力 通 量 的 定义 不 是 唯一 的 ， 在 (3.9.5) 的 右 端 增 
“加 诸如 +n, 这 样 的 客观 张 量 就 可 得 到 其 它 的 应 力 通 量 ， 例 如 
Bu = šu + tapan E fmt ml 
Íy = lu tat? age — ат 
(3.9.6) Pu == bet 一 teatime + thmt md 
йы = in + teat — ей» 
所 有 这 些 张 量 都 是 客观 的 。 还 可 以 得 到 与 上 列 那些 不 同 的 表达 
式 ?，。 其 它 的 应 力 通 量 还 可 通过 下 式 得 到 : 
DTX) _ OT xy a 


D p; 
——(ИыХк„Х, 
Dr РУ р; GtuXxaXin) 


= jiuXraXiın + ы B Kedra 


+ пахва 2 (Хы) + зыХкаХы 


现在 利用 (2.4.2) 和 (2.4.6), 此 式 可 整理 为 


а y 
(3.9.7) Тн = ХаХа 
式 中 
(3.9.8) бы = іы tym tym — tol hae E tunka 


1) 对 这 些 以 及 高 阶 应 力 通 昌 沟 太 达 式 可 参见 Eringen 01962, 第 27, 72. 93 
1. 


6. 


ENT, ARTE, а, 是 客观 的 ， 结 果 (3.9.7) MBE 
为 下 列 定理 ， 
定理 在 任何 的 运动 中 ，Piola-Kirchhoff 应 力 张 最 是 
必要 充分 条 件 是 "Truesdell 应 力 率 必定 
因为 150, 而且 Хез 是 任意 的 ， 故 在 (3.9.7) 中 当 且 仅 当 
ш 一 0 对 才 可 能 有 3 全 一 0 


Oldroyd [19501 首先 提出 一 个 由 Teli 导出 的 应 力 张 
量 ， 如 果 在 上 述 推导 中 利用 它 , 则 我 们 得 到 Oldroyd 377718 8: 


(3.9.9) Ты = iy them — lal hm 
还 看 在 许多 其 它 可 能 性 。 
习题 


3.1 在 直角 坐标 系 a 中 , 给 定 一 点 处 的 应 力 张 项 和 侦 应 力 张 盟 的 分 量 , 
ARERI? APS ro z+ 和 z, НОНА о, 20 和 за 的 平面 上 的 面 
ARBAB. 
3.2 ”直角 坐标 a 以 有 反 时针 方 向 绕 z, 轴 刚 性 地 转动 一 个 角度 8< 90°, Жа 
把 这 样 得 到 的 新 坐标 轴 以 反 时针 方 向 绕 新 的 а, 轴 转 动 一 角度 Ф<90°. 在 
淫 标 系 呈 中 点 处 的 家 力 分 量 已 知 ， 试 确定 在 这 些 转动 之 后 得 到 的 坐标 Ж. 
x 中 的 应 力 张 贡 的 分 后 。 
3.3 ”试用 直角 坐标 中 ?处 的 应 力 分 量 来 确定 曲面 = Кз) 上 ?处 
WHA. | 
3.4 ” 设 变形 是 已 知 的 试用 作用 于 变形 前 的 面 元 上 的 面 力 确定 作用 在 已 变 
形 物体 的 面 元 da, Елш ЛЖ. 
3.5 ”试用 直角 坐标 中 的 应 力 张 量 和 面 力 分 量 来 确定 柱 面 坐 标 《r，8，s) 中 的 
RITA MEAD. BOR WRT ， 一 const， 上 的 面 力 。 
3.6 ” 试 写 出 下 列 坐 标 中 的 运动 方程 《Cauchy 第 一 定律 ): 

(з) В, 

《b) 球面 坐标 ， 
3.7 (HX) 试 写 出 下 列 酝 何 一 种 坐标 中 的 运动 方程 


1) Truesdell [1955 a, b] ИД ЕЕЕ Н ТА. 
2) KPA Eriagea (1962, p.253] 给 出 ， 
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G) winan, 
C) Жаа 
O BOER AB DR, 
(а) MATER, 
(с) нк 
3.8 《短文 ) 研究 三 维 Mohr алт. 
3.9” 试 证 最 大 剪 切 应 力作 用 在 平分 最 大 和 最 小 主 应 力 所 在 方向 之 间 的 夹 角 
的 平面 上 . 
3.10 如 果 t. 和 taa 分 别 是 作用 于 ?点 处 并 在 共有 单位 法 线 为 ”和 
ma” 的 两 个 面 的 交 线 上 , 试 证 明 在 ?处 有 tes = tay m. 
з.11 试 作 平 下 应 力 情况 (rao tas rt tua = ns = r, = 0) 的 Mohr W, 
试 求 主 应 力 , 最 大 剪 切 应 力 以 及 它们 的 方向 。 
3.12 (EX) 调 厂 文献 并 讨论 俩 应 力 的 概念 ， 当 存在 侦 应 力 和 体力 偶 时 ， 
试 推导 出 动量 平衡 方程 和 在 运动 尊 断 面 上 的 岗 变 条 件 . 
3.13 试 给 出 已 变形 轩 体 的 外 力 边界 条 件 。 当 未 变形 的 边界 面 方程 和 运动 
为 已 知 时 , 试 寻求 已 变形 的 边界 面 的 方程 。 
з.14 如果 *+ 琢 示 在 曲面 上 一 点 的 切 向 面 力 ， 试 证 切 向 应 力 平方 的 平均 信 
<> 由 下 式 给 出 : 


palin + ‚тё = ет ы) + (n — + (э — 13) 


式 中 积分 在 球 的 面积 * 上 进行 ;而 п, з 和 5 WER, 
3.15 试 证 无 体力 的 物体 的 平衡 方 程 恒 被 
p = Chm фл 
FRB. Фа = Фи = p= 的 情况 就 是 熟知 的 Maxwell WHAM, SOR 
满足 二 维 应 力 状态 的 平衡 方程 的 二 维 应 力 函数 。 


vitse 


BAR ”连续 介质 热力 学 
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本 童 讨论 连续 介质 热力 学 。 热 力学 主要 研究 能 和 米 的 原理 及 
其 名 种 应 用 。 在 物理 学 和 工程 方面 的 课程 中 ,很 少 处 理 真正 的 动 
力学 现象 .对 于 这 种 研究 应 称 作 热能 力学 ， 关 于 热 静 力 学 和 不 可 
北 过 程 的 热力 学 (热力 学 的 真正 名 称 ) 的 大 多 数 书籍 常常 只 涉及 宫 
W ==. 

首先 ,在 第 4.2 节 中 介绍 连续 介质 热力 学 的 能 量 守恒 原理 . 在 
第 +.3 节 中 ,我 们 讨论 势能 和 应 变 能 的 概念 ; 推导 和 讨论 热力 学 的 
非 耗 散 应 力 和 压力 , 并 将 它们 转换 到 热 静 力学 。 在 第 4.4 节 中 则 
研究 在 泛 动 间断 面 上 的 晃 变 条 件 ， 在 第 4.5 ih, 我 们 将 引进 粮 、 
热力 学 温度 ,热力 学 拉 伸 和 热力 学 路 径 等 概念 ,它们 对 于 比 热 和 潜 
热 的 概念 是 十 分 重要 的 。 在 第 4.6 市 中 , WO. 作为 一 
个 基本 公理 ， 我 们 将 导出 局 部 Clausius-Duhem 不 等 式 及 其 重要 
推论 ,并 且 将 获得 作为 热力 学 第 二 定律 的 全 启 原 理 。 为 了 说 明 局 
部 Clausius-Duhem 不 等 式 所 加 的 热力 学 限制 , 在 第 4.7 节 中 ,我 
们 介绍 两 个 例子 (弹性 国体 和 粘性 流体 )。 在 第 4.8 节 中 则 主要 研 
究 热 力学 和 力学 的 平衡 ,同时 还 介绍 了 要 分 法 。 

在 连续 统 物理 学 这 门 学 科 常 常 要 涉及 到 动力 学 的 和 耗 散 现象 
的 论述 ， 但 热力 学 (不 睁 它 的 年 代 如 何 ) 还 仍然 是 一 门 发 展 得 不 够 
理想 的 学 科 。 当 把 这 一 点 作为 回避 物理 现象 《其 中 热力 学 是 主要 
的 ?论述 的 理由 于 ,这 种 不 完善 性 常常 掩盖 了 物理 科学 中 的 许多 有 
意义 的 例子 。 


42 能 量 守恒 原理 
在 第 2.9 节 中 我 们 已 经 盖 述 过 能 量 的 全 局 守恒 原 理 。 根据 这 
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ий, AGS BAe # 的 时 间 变 化 率 之 和 等 于 外 力 在 物体 上 
所 做 的 功率 %” 与 所 有 其 它 能 率 WU . 之 和 .于 是 ,在 数学 上 可 才 
示 为 


(42.1) S + ë — % + У) Ф. 


在 各 种 类 型 的 能 量 中 ‚ИТИ ЭЖЕ ARE RE, Чаш АЛП 
面 能 量 等 ， 为 了 简单 和 易于 理解 起 见 ， 我 们 只 考虑 具有 热能 9 的 
热力 系统 。 于是， 
(4.2.2) э +ё=%## + Q 
热能 2 与 机 械 能 的 相互 转换 性 和 Carnot (18241 MRAR E E: 
熟知 的 事实 ， 并 且 这 种 等 效 的 明确 表述 早已 由 Joule 11843] 给 
出 ， 热 静 力 学 的 过 程 认为 是 与 时 间 无 关 的 ,因此 ，.9 一 4， 如 在 
(4.2.2) 中 , 令 gdr = dE, % d: = 52, Qar = 62 , WRITE 
到 热 知 的 热力 学 第 一 定律 : 
dE = 8H + 02 

热能 日 是 用 力学 的 单位 来 度量 的 ， 它 具有 机 械 功 RY 的 量 

ЕЕ 


гоу DX м 

(91-197) = AXES му 
式 中 M,L,T 分 别 表示 质量 、 长 度 和 时 间 的 单位 。 在 CGS ОШ 
米 - 克 - 秒 ) 制 中 ,机 械 功 率 的 度量 是 尔格 /种 一 达 因 R. E 
MKS 〈 米 -千克 -种 ) 制 中 ， 采用 牛顿， 米 /种 作为 功率 的 麻 量 ， 在 
英制 中 ,通常 则 用 磅 . 英尺/ 种”. 
在 连续 介质 gr- 十 S 中 , 热 可 以 通过 它 的 表面 2 而 进入 物 
体 ,或 者 可 以 由 物体 内 单位 质量 的 分 布 热 源 4 而 得 到 内 部 供应 . 令 
a 表示 作用 在 表面 S Ж— x 处 单位 面积 上 的 热量 矢量 ,并 指向 物 
ЉС а ята" 在 x 处 的 外 法 线 nn 成 锐角 ), 于 是 ,总 的 执 输 


1) 在 SL 单位 中 功率 的 单位 是 瓦特 〔W72。， 也 可 表示 为 仍 耳 每 种 《〈T/5).- 一 译 
者 
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人 为 


(4.2.3) 9 二 中 q * nda 十 f phdy 
而 动能 和 内 能 为 
(4.2.4) X= + |, pride, E= |, pedv 


式 中 w =e, 是 速度 矢量 ，s 是 物体 内 单位 质量 的 内 能 密度 . 
机 械 能 由 表面 力 和 体积 力 在 单位 时 间 内 所 做 的 功 形成 ， 为 了 
简单 起 见 ,我 们 芳 虞 非 极 性 介质 ， 于 是 有 


(425) Y = $ tw vda + |, pf ` vav 
А 
= $, отав + [, el de 


Жир Ж ТЛИ ERREG.) 得 到 的 、 
我 们 现在 来 计算 .24 和 A 的 时 间 率 。 利用 Green-Gauss E 
理 将 面积 分 转换 为 体积 分 ;于 是 有 


= |, | evasede + n Л 2 
é= |, [ +22 5 
(4.2.6) 
% | (ың + tater + рш» 
9 = |, бал + вао 
把 这 些 公 式 代 人 (4.2.2), 并 重新 整理 各 项 ,我 们 得 到 


(4.2.7) |, (оё — щы — Фед — ph)dy 


1 D 
+Í (+ 1 үр d 
Тиз) уг ОФ) 


_ | шы + pfi — paz)dv = 0 
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这 就 是 全 局 能 攻守 便 的 最 终 表 示 式 ， 当 对 于 任意 小 的 体 元 能 量 都 
平衡 时 ,我 们 有 局 部 能 量 叶 恒 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 还 要 用 到 局 部 
质量 守恒 和 局 部 动量 平衡 原理 。 因 为 这 两 个 原理 ， 使 得 第 二 个 和 
第 三 个 体积 分 的 被 积 函数 为 零 , 于 是 ， 局 部 能 最 守恒 的 方程 为 
(4.2.8) pŠ = tuta + qa + ph 
ERENT» tu = ms IB. v= du + од, ФЕ 
жа юм, FU a= 0。 于 是 多 4.2.8) 还 可 以 写成 


(4.2.9) оё = muda + qha + ob 
这 里 ,机 城 能 
(4.2.10) $ = ыб "= tuda 


也 称 为 应 力 功 率 ， 于 是 ,方程 (4.2.8) 或 (4.2.9) 是 局 部 平衡 方程 , 它 
表示 在 单位 时 间 内 内 能 的 变化 是 由 于 应 力 功率 和 热能 而 产生 的 . 


43 势能 和 应 变 能 


在 经 典 力学 中 , 当 力 是 位 置 矢量 的 函数 ,并 可 由 一 个 势 U(x) 
得 到 时 , 则 可 积分 Newton 第 二 运动 定律 来 得 到 能 量 守恒 原理 
= +4 一 常数 
在 连续 介质 力学 中 ,我 们 有 体积 力 和 发 面 力 , 酒 后 者 是 与 应 力 屿 说 
相关 的 ,因此 需要 对 势能 的 粮 念 作 新 的 解释 -.。 RITE EZBER 
为 f 的 项 。 当 体积 为 是 定常 的 并 可 由 一 个 势 U) 得 到 时 ， 则 
全 局 能 量 守恒 可 以 表示 为 更 为 熟悉 的 形式 , 邵 , 设 


(4.3.1) h — Uh 
Al 
(4.3.2) [оао = 一 {, pU аро 


=U t| U P (a) 
式 中 
(43.3) WU = í pUdy 


称 为 势能 。 把 (4.3.2) 代 入 C4.2.5)， 并 把 所 得 结果 代 人 《4.2.2)， 则 


"122* 


有 
(43.4) H+ += фота 


D 
+| о 2 Gay +0 


4 th ASAT EAT ,我 们 就 得 到 机 械 能 守恒 原理 ; 即 ,全 部 动能 . 
内 能 与 势能 之 和 为 吾 数 
Өззу 77° OF + # + @ 一 常数 
应 注意 的 是 ,在 这 种 情况 下 ,除了 (4.3.1) 的 基本 假设 之 外 ， 我 们 还 
эя: 

г амр, 0—9; 


因为 我 们 只 考虑 体积 力 的 势能 的 项 ,所 以 ,很 自然 的 要 问 对 于 
表面 力 是 否 也 存在 类 局 的 情况 ? 我 们 在 后 面 将 看 到 ， 这 种 探究 就 
要 导出 应 变 能 的 概念 . 

在 非 极 性 的 情况 下 ， 有 理由 认为 应 力 张 量 可 以 写成 两 个 对 称 
应 力 张 量 之 和 , 即 
(4.3.6) Фе 4 рё 或 ш = pty + pte 
zt 是 可 逆 的 或 可 恢复 的 应 力 部 分 , 它 可 由 一 个 势 得 到 ， 而 pt 是 
不 可 逆 的 或 耗 散 的 部 分 ， 我 们 称 st 为 超 弹性 应 力 ， 并 假设 它 可 
由 一 个 势 r(x4wx) 得 到 ,所 以 
(4.3.7) pt = rtudu = кА 
将 (4.3.6) 代 人 此 式 ,并 将 所 得 结果 代 和 人 (429) 中 % 的 表达 式 , 然 
后 ,在 已 变形 物体 的 体积 % 上 积分 ,我 们 得 到 


f, pide 一 | otar + |, опадна 
+ | + рй) 
|p бы 2974 


из. 


BR Es] eE Р J EGER Et =p li 和 
Cauchy 第 一 定律 成 立 的 条 件 下 得 到 的 , 则 我 们 可 将 上 式 写 为 
(4.3.8) #=9 +Ф+0 
Ж # 和 8 分 别 是 前 面 定义 的 总 内 能 和 热能 。 下 而 我 们 定义 
的 两 个 新 的 能 量 了 委 ,分 别称 之 为 总 应 变 能 和 总 纤 散 功 率 ; 
(439) =m] иш, Del ыды» 


因此 (4.3.8) 式 可 以 陈述 为 ， 当 局 部 质量 守恒 和 Cauchy 第 一 定律 
成 立时 ,物体 的 尊 应 变 能 的 时 间 率 、 总 椒 散 功率 与 总 浆 能 之 和 等 于 
内 能 БЕЯ 值得 指出 的 是 ,当局 部 质量 不 守恒 和 /或 Cauchy 
第 一 定律 不 成 立时 ， 《4.3.8) 式 不 是 能 量 守恒 的 全 局 形式 。 事 实 上 ， 
能 量 守恒 的 全 局 形式 为 
(4.3.10) ёб. B+0-9¢—| r.D (ово) 

vy Dt 


+ l: Giu + рено 


在 。 一 "的 特殊 情况 下 ,方程 (41.3.8) 化 为 
аз 3. и) Ф +0=9 

BUADA SiE ты REIER. М 
为 


or 
у= 
Onyx Dr бах Өх, 


其 中 最 后 一 步 已 利用 (2.4.1)t。 现 在 招 此 式 代 人 《4.3.7), 则 得 


t= 


PRL 


P IRV RE BERR 
Өк 


由 此 ,对 于 任意 的 运动 ,因为 кты 一 zwt， 所 以 我 们 得 到 


5r 
БЫ ш Drak Yi K 
(4312) хак 


0 一 p 上 一 
© Өлүк E 
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因为 我 们 有 
sTa = V: Ешка 
Тк = в. кщшХк&Хы 


所 以 不 难 计算 相应 的 Piola MA eTe M eT ee. 现在 把 (4.3.12) 
代 大 这 两 式 中 ,并 利用 (4.3.12):, 我 们 就 得 到 


кТк 一 б 
Әх, 
(43.13) ik 


кТк. рта He 


应 变 能 的 一 种 特殊 情况 是 * RRT = detta a 


(43.14) t= cli) = ted e) 
在 这 种 情况 下 1843.12) ,并 利用 (1.4.7) ;我们 得 到 
Bh 2 2e 35 ta = Р дг. jX ratne 
д}; Brar " 8; 
或 者 简写 为 
(4.3.15) pig = лён 
RF 
(4.3.16) a) = pm oe 
可 


称 为 弹性 静水 压力 . 反之 ;由 (4.3.15) 可 以 推出 (4.3.14)。 对 于 这 
种 特殊 情况 ,我们 有 

(4.8.17) pt = а 

因此 ,利用 Dr) Di = vende, 我 们 有 


Fao р. р. 
(4318) F |. 2 ca) + |, 2. Gan 

作为 前 述 结果 的 特殊 情况 ， 我 们 现在 来 说 明 如 何 导出 热 静 力 
学 的 第 一 定律 。 经 典 热 力学 处 理 的 是 均匀 系统 和 由 常 值 的 纯 静 水 
压力 组 成 的 应 力 状态 、 我 们 可 以 更 一 般 的 假设 “只 是 时 间 wy E 


*125* 


BOM = 一 =G), ERR 3.18 H 


(4.3.19) F = mf 
因为 现在 2 一 0， 而 且 系 统 是 均匀 的 ,所 以 (4.3.8) 化 为 
(4.3.20) d8 = ndy +82 
其 中 已 令 
(4.3.210) dE = ён, 82 = Ой 


这 说 明 所 有 的 变量 都 被 认为 与 时 间 无 关 ， 所 以 它们 描述 了 邻近 状 
态 之 间 的 变化 

方程 (4.3.20) 就 是 熟知 的 热 静 力 学 第 一 定律 的 点 达 式 . 

因此 ,使 我 们 导出 (4.3.20) 的 假设 是 ; 

1， 系 统 是 均匀 的 ,并 且 明 显 地 与 时 间 无 关 ; 

2， 应 力 的 耗 散 部 分 为 零 ; 
， 3 应力 的 非 耗 散 部 分 仅 由 静水 压力 组 成 ". 
第 一 个 限制 是 最 严 的 一 个 限制 。 如 果 我 们 打算 把 应 力 的 耗 散 部 分 
并 人 到 (4.3.20) 中 , 则 由 于 将 产生 耗 数 功率 ， 所 以 我 们 应 郑 虑 惯性 
力 的 效应 。 一 种 新 的 方法 是 用 ds R422) HS d = Жа, 
W 一 WY dt， 这 种 包 合 项 OC 的 方法 确 已 超出 经 典 热 静 力学 
юй. 
44 жЕкЕ LMR 


ELGER p 掠 过 物体 的 运动 间断 面 об) 上 一 点 处 所 满足 
的 咒 变 条 件 可 以 根据 全 局 平衡 方 理 (4.2.2) 得 到 。 在 换算 各 个 积分 
之 前 ,这 个 方程 可 以 写成 (2.5.16) 的 形式 ， 利用 所 得 的 (2.5.16) 的 
形式 (2.5.18), 我 们 看 到 ,(4.2.2) 包 含 了 (4,.2.6) 中 出 现在 Y 一 "上 
的 积分 ， 此 外 ， 在 (4.2.6) 中 每 一 个 方程 都 分 别 具 有 如 下 的 用 黑体 
方 括号 表示 的 面积 分 项 ; 


(440 С 1= f, (I+ oon | one Е en] -n \de 


D RAPA K A F A FI RRS ТЕД Н 44 = or + 
62 KREOS 4.2 节 ， 不 难 证 明 ， 这 个 方程 可 以 推广 到 均 色 条 
统 的 集合 ( 非 均 匀 介 质 ) 中 . 
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54] 一 |, (Е ову]. n — [per] + nda 


(441) ра Í Санада 


[ol = Í rade 
因此 ,对 于 任意 的 表面 oo 这 给 出 


(4.42) [Ce + т оти) (ey — ra) — tuti — al m = 0, 


在 оч) ERAN & 4 X ЭЗИ 22k nti 6) ВЕ mi ЧЇ 能 得 
到 其 些 简 化 ,但 是 因为 得 不 到 更 多 的 阐明 所 以 不 值得 作 这 种 努力 . 
然而 , 考 虚 下 曾 一 些 特殊 情况 是 值得 的 . 

(a) 间断 面 是 物质 交界 面 。 在 这 种 情况 ,v 一 5, 而 (4.4.2) 
给 出 
(4.4.3) (Фи) + LaDy = 0 
这 说 明 ， риа, wi JBE Wak p ы EEI 


ын н 物质 速度 是 连续 的 , 则 利用 (3.3.6), 此 式 可 进 
一 步 简化 为 
Бл _ 0 


Ф) ашуы 在 这 种 情况 下 ，p ~ 0, ЖЕ 
一 .我们 可 以 再 一 次 得 到 (4.4.3) ,此 式 还 可 以 表示 为 


(444) Сып + фут = 5 * V + qa 
式 中 ,我 们 令 
(4.4.5) ыт = s q * n = ды, 


tu = t, Th у 5 = 0 
я 是 由 (3.4.9) 给 定 的 表面 外 力 , 而 qa 是 热量 矢量 的 法 向 分 量 . 
方程 (4.4.4) 给 出 了 通过 物体 表面 能 流 的 边界 条 件 ， 它 可 叙述 为 ， 
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获得 的 能 


如 果 外 力作 用 于 表面 ， 并 且 P= 内 ， 这 时 (4.4.4) 的 左 端 和 
右 端 的 第 一 项 相等 。 因 此 ,我 们 得 到 只 包含 热量 的 边界 条 件 
(4.4.6) RM Ф 

(с) 间断 面 是 固定 曲面 ”在 这 种 情况 下 ,py 一 0, 而 (4.4.2) 
给 出 


(4.4.7) [+ (enti + pg) 一 tui 一 а] т = 0 


45 ж 


如 果 能 够 找到 积分 因 于 1/8，, 使 得 8 多 可 以 表示 成 为 一 个 全 
微分 
62 


5. = = dH 
(4.5.1) 5 


则 经 典 的 热 静 力学 第 一 定律 的 方程 (4.3.207 可 以 写成 不 同 的 形式 

把 上 式 代 人 《4.3.20)， 则 得 到 

(4.5.2) d& = —nd¥ + Н 

这 样 引进 的 新 变量 MAD WRASSE. 
Caratheodory [1909, 1925]9 首先 研究 了 使 (4.5.1) 成 立 的 条 

件 。 通 过 热平衡 的 概念 和 对 于 每 一 个 状态 都 存在 一 个 不 消耗 功 热 

力学 系统 就 不 能 达到 的 任意 接近 的 状态 的 假设 ，Caratheodory 得 

到 了 温度 和 炳 的 纸 念 ， 对 于 非 平衡 过 程 、 这 是 比 平衡 过 程 更 为 自 

然 的 ,定义 糯 和 温度 的 一 六 尝试 都 面临 着 极 大 的 困难 ， 自 前 ,对 于 

不 可 逆 热 力学 还 没有 一 个 适当 的 理论 ?和 质量 的 情况 一 样 , 作 为 


1) 关于 这 一 点 ， 还 可 以 参见 Born [1921] Ebrenfest-Afanassjewa [1925], 
Mimura [19313 Jt Waples [1952]. 

2) 在 这 个 领域 中 ， 大 量 的 研究 者 限于 线性 本 构 方程 和 接近 于 平衡 的 过 程 。 在 这 
些 理论 中 的 本 构 系数 都 假设 是 对 称 张 最 . 对 于 基本 上 为 离散 系统 的 研究 ， 参 
т, DeGroot [1952]， 对 于 线性 不 可 逆 的 连续 统 理 沧 * 雳 见 EringenT1960]. 
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一 个 本 原 的 量 而 引进 米 和 温度 的 概念 在 目前 的 热力 学 论述 中 似乎 
: 是 最 为 妥当 的 ， 

热力 学 状态 EHNA: 占据 位 置 x 的 物质 点 其 的 内 能 
密度 © 和 温度 9 的 # 十 1 类 独立 变量 rle 一 1,2, +++) 了 称 为 
一 个 热力 学 状态 。 参 量 v. 具有 电学 的 和 力学 的 量 纲 , 而 蚁 密度 的 
AMS s. 的 量 岗 无 关 。 RAR ”具有 单位 温度 单位 质量 的 能 量 
DER. TERNE с 
(4.5.3) в = 6(n,¥.,X) 
(4.5.4) 日 一 9(1,2.,Х) 
Jy &(4.5.3)8 (4.5.4) SA ЧН КЕНЧ“ HE ЖУМ, СЫ 
们 将 受到 后 面 提出 的 Clausius-Duhem 不 等 式 和 第 五 章 中 的 本 构 
理论 所 加 的 限制 ，” 的 选择 依赖 于 物体 的 热力 学 状态 "， 某 些 变 
量 是 不 容许 作为 v 的 。 例 如 ,由 于 = 和 9 必须 服从 客观 性 原理 ， 
所 以 ， 了 时间 ,位 置 .速度 和 加 速度 证 不 容许 作为 变量 » 的 (参见 第 
HH). SRA s, 依赖 于 时 间 和 位 置 或 运动 , 即 

a= (хи), v= v(x, 

式 中 ,我 们 已 将 r WER xz， 因为 对 于 一 个 给 定 的 运动 ,我 们 有 
x= х(Х, 0), BEA x= 9(X, 1), v= 交大 站， 从 而 一 
(Xr) 及 0= 8(К„). 但 是 ,根据 C4.5.3) 及 (4.5.4) ,不 管 时 间 
和 位 置 如 何 ， Me 是 完全 被 确定 的 , 即 , 它们 不 是 x п: 
函 狼 ,但 它们 依赖 于 时 刻 :位置 x 处 的 ?和 о, 的 值 ， 知 的 选择 
与 所 考虑 的 系统 有 关 .。 我 们 可 以 根据 对 物理 系统 的 经 验 来 选择 
Pas 从 而 决定 该 系统 的 热力 学 特征 。 例 如 ,对 于 稀薄 气体 和 某 些 流 
tk ATER n = lp, р, = 0(a > 1), 

一 且 选 定 了 »。， 我 们 就 有 一 个 决定 理想 系统 的 热力 学 RE. 
为 使 这 个 状态 能 摸 述 任何 一 个 物理 状态 ,我 们 必须 认为 , 它 不 能 与 
力学 的 ,热力 学 的 以 及 本 构 的 基本 公理 由 矛盾 。 这 种 限制 规定 了 


1) 虽然 在 第 五 章 中 讨论 因果 任 公理 ， 伍 适合 于 热力 学 理论 的 选 泽 va 的 法 ME 
存在 的 。 对 于 化 学 的 和 电力 学 的 系统 ;也 存在 一 些 方法 Dixon 3 Erogen 
[1965], Eringen K Ingram [1965]); 对 于 电力 系统 请 参见 第 10.10 节 。 
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ПИО ОКАН Ж КОЗ ИЖ 4.6 W). 

定义 ”由 于 "和 va 的 变化 所 引起 的 。 和 9 的 变化 称 为 二 个 
热力 学 过 程 ， 

方程 (4.5.3) 和 (4.5.4) 描 述 了 这 个 过 程 ,因此 ,它们 有 时 称 为 状 
SHB, 
ae TAITEEN 
Ab WF NAIRE EE, RRL ДО 
所 有 点 上 都 是 相同 的 . 

如 果 (4.5.4) 对 л ETA, матат ө 作为 一 个 新 的 状 
SEDER. 对 于 (4.5.4) 在 ?的 基 个 邻 域 《是 3 的 一 个 蜡 函 
数 ) 关 于 可 解 的 充分 条 件 是 ,对 于 国定 的 vaðar 是 连续 
的 并 了 在 了 的 该 邻 域内 不 为 零 ， 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
(4.5.5) q == nlar K) 
(4.5.6) в == eln, r, X), v, X] = 6(0,¥,X) 
APRAN R ë 在 X Дан. HEIE ERME 
M X REER. 

定义 热 静 力学 温度 9 RAB UE т. EH 


в = д8 Be | 
„5,7 #ё= a 
(45.7) Өл эх, Oy, lating PS 


我 们 强调 指出 上 面 定义 的 温度 98 和 热 静 力学 温度 6 是 有 区 别 的 ， 
但 在 第 4.6 节 中 将 证 明 , 对 于 某 些 热力 学 系 绕 它们 是 相同 的 。 

对 于 在 一 个 给 定 的 物质 点 X 处 的 热力 学 状态 的 任意 变化 ， 
由 《4.5.3) 和 《4.5.7) ,我 们 有 
(4.5.8) de = бау + таъ, 
式 中 求 和 理解 为 对 所 有 侍 复 的 指标 进行 。 这 就 是 芍 名 的 Gibbs 方 
程 的 局 部 形式 ， 它 是 由 Gibbs [1873] 对 于 一 个 特殊 的 系统 得 到 


可 


D 这 里 所 用 的 术语 比 经 典 热力 学 所 用 的 术语 更 具有 广泛 的 意义 ， 在 经 典 热力 学 
中 只 采用 了 方 称 (4,5.3) 和 (4,5.4) 中 的 一 个 或 8 一 #(0,>,,Х),БТ(4.5.6), 
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的 ， 当 = lle 时 , 则 一 7， 是 热力 学 压力 ， 对 于 一 种 混合 物 , 如 
果 能 够 得 到 这 样 一 个 Gibbs ЭУ. НИГИ», ‚+ 36 
虑 为 各 成 份 的 浓度 MAE mro er 就 是 化 学 势 。 

对 于 圈定 的 X, RIEA 


(4.5.9) á = By + toy 
Ш(4.5.7) ,很 清楚 
(4.5.10) 0 = 8(1,»,Х), т, = telnr, X) 


如 果 (4.5.10? 对 站 是 可 解 的 ， 则 我 们 可 以 把 8 选 作 一 个 新 的 
状态 变量 来 代替 9，《4.5.107 在 ”的 某 个 令 域 内 关于 4 可 解 的 充 
分 条 件 是 在 4 的 该 邻 域 内 ，66/6n 是 连续 的 并 且 不 为 零 ， 在 这 
和 神情 咒 下 ,我 们 有 


(4.5.11) n= n, r, X) 

把 出 式 代 人 (4.5.3? 和 (4.5.10);, 我 们 得 到 

(4.5.12) s= 6(6,»,X) 

(4513) Ta = #„(б,>,К) 或 va = #,(6,»,Х) 


这 些 方程 是 热 状态 方程 的 另 一 种 形式 。 方程 (4.5.13) ERE 
(4.5.10) 对 于 v 是 可 解 的 假设 而 得 到 的 。 方程 《4.5.13) 在 > 的 
某 个 邻 域内 在 在 唯一 的 逆 的 充分 条 件 是 ,在 v 的 沪 邻 域内 C4.5,10)， 
关于 ve 的 偏 导数 是 连续 的 ,并 且 
(45,14) det(ðre/ vy) зе 0 
这 种 形式 的 变量 变换 和 状态 变量 的 各 种 微分 之 闻 的 相互 关系 是 经 
典 热 静 力学 研究 的 主要 课题 。 

定义 “热力 学 路 径 ， 对 于 一 个 给 定 的 粒子 X, Pew а, 
a= nQ) а vm (1) ROME Ыт 和 和 > 中 确定 了 -条 


бйз. 
于 一 个 给 定 的 粒子 X, ЕЙ к ANA А, K p. 定义 为 


(45.15) кке 9@ = l (а тару) 


dð ô 
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(4.5.16) ha m ŽL — l (a — ту 
a t 


(+517) њ = м. = 1 (e — гә 


AH 84g = ds — rdv, 是 热 增 量 ， 因 为 X 是 固定 的 ， 所 以 在 热 
力学 路 径 P 上 取 а 一 4(z)， 我 们 还 可 以 把 这 些 表 达 式 写成 


《4.5.18 e= -L (dep — ready к) = Ө, ЕЁ 
› FA (des 一 repdypp) = Gp 2. 29, 


(45.19》 а= 1 (der — там) = Op РЖ) 
Fan тар 


(45.20) а= 1. (dep — Tordre) = Ôp PE 


арар Vap 


为 了 得 到 这 些 表达 式 中 最 右 端 的 项 ,我 们 已 利用 (4.5.8)， 为 了 实 
验 的 测量 ,较为 方便 的 是 保持 Р = const. 或 r= const.. 例如 ， 


在 常 值 子 状态 > 处 的 比 热 由 下 式 给 出 ; 
аз) „-(®)„ 


为 了 决定 常 信 拉 但 时 的 比 热 so RIE EAR б 和 ”的 函数 . 
于 是 由 (4.5.15) ,我 们 有 


(4.5.22) к= z ( ©) „t [Cos _ zs] aver, 


atg 


如 果 在 (4.5.22)? 中 保持 拉 偶 то 一 const.， 则 我 们 得 到 
өзө noana G oe 


б», ДВ /sr 
AP и 是 由 (4.5.13) 给 定 的 ， 这 些 比 热 的 比 
(4.5.24) Y = к/к, 


是 气体 动力 学 、 热 静 力 学 ,统计 力学 以 及 其 它 物理 学 分 支 中 所 采用 
的 一 个 重要 和 的 重 ， 
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基本 公理 5 《Clausius-Duhem 不 等 式 ) RMA HE 
率 决 不 小 于 通过 物体 表面 的 燃 流 人 S Wiat AE B 


之 积 。 我 们 假设 这 对 所 有 独立 的 过 程 以 及 物体 的 所 有 部 分 部 成 
立 


` 于 是 ,根据 这 个 公理 的 第 一 部 分 ,我 们 有 


(4.6.1) г=Н в —ф8.а0 
at ” 


RE MT ЖОО ИНЕШ. TAR IR, ROA 
жы айй 


(462) — | ordo 一 | pbdv — $ Sida, > 0 
аг le-o r-e РЕ 


AH bE bn ir FAS SB A 

(4.6.3) B= | ева» 

当 (4.6.2? 对 物体 的 任何 部 分 都 成 立时 REEE SH 
(444) or 一 所 一 上 一 divS>0 Ф 97 a) N 
фул, ПБА ; 

(445) ГКУ – »)1: n – [5]. n20 #£ of) 上 

At o@) EY PRERE р 和 正 的 法 线 方向 n 的 运动 间断 
面 (图 25.2), 这 些 方程 的 其 体形 式 与 过 程 的 类 型 有 关 .。 WTR 
的 变化 ,扩散 以 及 化 学 的 和 电学 的 现象 ,不 同形 式 的 效应 可 补充 炉 
WA S л йй». Ak RAT UER A X sO 


4.6.6 5=9 +5, b=Ž +h 
(4.6.6) 3 з 8 Д 


式 中 q/9 д АПШ EMA, А/Ө ЖЫШ psta 
HAR TERT S 和 5, 分 别 表示 由 于 其 他 效应 所 产 生 的 
Ж АЛЛАЙ. 

把 (4.2.8) 中 的 4 代入 《4.6.6), 则 有 
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p9b = p9b, + oÉ — tivna — ha 
将 此 式 和 (4.6.6) 代 和 (4.6.4) 和 (4.6.5), 我 们 得 到 


от о (a 一 2) + 3 тыла + | 1 Соб) — divs, 


ph 20 EK — çG) 内 
(4.6.7) 


Vrn [9 +s]. n> 0 在 o(D 上 


定义 1 S= OF A= 0, BD 


4.6.8 s=% gat 
(4.6.8) Ө 3 


的 热力 学 过 程 称 为 简单 热力 学 过 程 。 对 于 一 个 简单 涩 力学 过 程 ， 


《4.6.7) 可 以 进 一 步 化 为 5 
(469) ога efi _ 4) + шил + z log 9), 
>o EY 一 cb 内 

(4.6.10) [КУ —») -4| -n>0 在 of) 上 
对 于 这 种 过 程 ,在 (4.6.1) 中 利用 (4.6.8)。 可 得 到 Clausius-Duhem 
不 等 式 的 全 局 形式 

=й-ф 4. да—| = 
(4611) т=н $, а.а |, 2 ПЕЧ! 


ТРАН, ч = 0, л = 0, ТИАН A> 0， 这 可 以 叙 
BA, лор, МАЛИКЕ, OF, RIERS 


Жаа? 


1) UE Ti E46. ж ж Ж C982 AES, 并 在 以 后 的 各 
PRA Dl, Fringen 和 Партала 1965), Fringen[1965]). 对 于 
ВАЗЕ НИ (4.6.9008 Frigenf1962] 和 Koh 5 Eringen[1%63 | 
采用 过 ,并 由 Coleman 和 Mizel[1964] 进一步 研究 过 、 

2) 对 于 非 简单 过 程 的 一 个 钢 子 。 可 以 举 出 化 学 反 立 的 介质 ， 参见 Erigen 和 
Ingram[1965), 


6134. 


”质量 密谋 是非 负 的 , 即 p> 0。 我 们 再 加 上 条 件 
020, info=o 
即 , 温 度 是 绝对 的 , MERE. UTR SOR, BRIAR 
能 函数 


(4.6.12) $ = ° — ðr 
可 以 得 到 另 一 个 有 用 的 形式 ， 
不 等 式 (4.6.9) 现 在 有 形式 


(46.13) pre ~ 5 (ó + 18) + r + E aba >0 


当然 ,通过 Со, 我 们 仍 有 短 件 (4.6.10》。 
定义 2 = DUMPED РИ 是 庐 


(4.6.14) <r, 0<8< co, inf0— 0 
定义 3 ~ ры (或 相 容 
i)» UR GARY 


于 是 ,在 一 站 力学 上 容许 的 过 程 中 ， (4.6.9) о, 10, Е 和 
Ф 必须 满足 质量 守恒 ,动量 平和 化 和 能 量 守恒 等 方程 ， 对 于 一 个 去 
构 上 容许 的 过 程 ， 还 必须 受到 在 第 5.3 节 中 叙述 的 各 个 本 构 公理 
的 进一步 限制 。 根 据 称 为 等 存在 的 本 构 公 理 ， 所 有 的 本 构 池 数 都 
必须 具有 相间 的 独立 上 自 变 量 。 对 于 所 选 定 的 某 些 本 构 自 变量 ， 根 
据 其 它 的 限制 可 以 证 明 不 出 现在 某 些 本 构 艾 数 中 . 例如， 当 s8 和 
Ө 由 (4.5.3) 和 (4.5.4) 的 潭 数 所 给 定时 ， 对 于 应 力 t 和 热 Фф 的 
本 构 方 程 也 必须 具有 相同 的 因 变 数 ” M vas RI 

ы = ts ?as X) 

= CPR) 


1) Purcetl Al Pound[1951] 关于 纯 LiF 总体 所 做 汐 核 实验 已 证 骨 ， 在 其 相 
条 件 下 ,在 阳 热 系统 中 引进 负 的 绝对 疡 度 是 可 能 的 。 


(4.6.15) 
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由 (4.5.32 和 (4.5.4) 给 定 的 函数 e, Ө, AML A BDA ra 
和 а 还 必须 受到 第 五 章 中 所 论述 的 其 它 本 构 要 求 的 约 来 . 
定理 1 在 一 个 由 一 AREE Ст», > BY RAEI 4 aa 


етан 5. з), “我 们 可 以 将 (4. 6. буян AER: 
46.16)» (ө _ 2), — огай, + tunta + gx log6), 22 0 
ôn 


RE, в, 0, tM q 是 3 和 v, 的 函数 .这 个 不 等 式 关于 5 是 
线性 的 ， 而 且 对 于 4 的 所 有 值 都 必须 成 立 ， 独 立 变 量 ú KEA 
在 (4.6.16) 的 左 端 的 第 一 项 中 ,为 了 保证 (4.6.16) 对 + 的 所 有 值 都 
RIL BAS 1 的 系数 等 于 零 . 于 是 


(4.6.17) ө- 08. 
Әң \»х 


这 就 是 由 (4.5.7), 所 给 出 的 热 静 力学 温度 8 的 定义 式 ， 因 而 证 明 
тей. 
由 于 (4.6.17), 方 程 (4.6.16) 可 以 化 为 
(4.6.18) pOT = — prada + tura + 90 log 9), > 0 
热力 学 力 和 通 量 PAM RARG6 1h. ЕЛЕК 
量 量 的 内 积 是 成 对 出 现 的 .在 不 可 逆 过 程 的 热力 学 中 ， 通 常 把 这 
些 序 对 中 的 一 组 看 成 是 热力 学 力 或 亲 合 力 , MIA MD AR 
AL) FE. 例如 :由 (4.6.18) 我 们 可 以 选 


力 相应 的 通 量 
1 

О a 

Pik ш 

De Ta 


然后 ,建立 任何 一 组 这 种 力 与 所 有 通 量 之 司 的 具有 对 称 本 构 条 效 
MOREE AIT EE (Onsager HÆ)’, 正确 选 择 这 些 力 和 通 量 装 有 


1) 关于 这 一 点 可 参见 Eringen[1960], 
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一 定 的 创见 :或 许 还 取决 于 所 得 结果 的 可 靠 性。 奇数 阶 张 量 的 对 
称 性 和 所 谓 Curie 定理 的 不 可 靠 的 基础 , 使 我 们 有 足够 的 理由 识 
弃 用 这 种 热力 学 方法 去 建立 本 构 理论 ”， 


47 ”关于 弹性 固体 和 粘性 流体 的 热力 学 限制 


G) 弹性 固体 对 于 弹性 如 体 ， 力 学 的 和 热 的 本 构 方程 可 

以 表示 为 

эы == tans tex) 

@ = astar) 
(4.7.1) $ == EN xe) 

9 = On, zor) 
这 些 关 系 是 在 (4.6.15),《4.5.3) 和 (4.5.4) 中 选择 va 的 前 九 个 旺 为 
mo MERRI >, = 0 《对 c> 9) WER., 与 这 些 量 相对 
应 ,前 九 个 热力 学 拉 伸 түк 和 热力 学 温度 8， 则 为 


oe! b = ® 
(4.7.2) түк = Gs 二 
хк | On ік 


现在 我 们 计算 


pk De 


Be pr Ga) 


i 


借助 


于 (2.4.12 ,我 们 可 以 得 到 形式 
Os +28 


¿= - 


ЕЛ дук 
把 此 式 代 入 《4.6.9), 则 有 
GID re (u=! 9) L (ram o Mn) 
Ак 


1) РАВ Ас ЕЙ НОВ КЕИ, 92 EM. Ж 
续 统 力学 的 迅速 发 展 使 得 有 可 能 利用 现在 这 种 具体 的 方法 ， BA ERTE 
过 程 中 仍然 存在 大 量 的 未 被 开拓 的 领域 :但 作者 相 科 ?没有 完善 的 热力 学 ,力学 
是 不 完备 的 ?而 且 所 有 的 力学 分 支 容易 停留 在 现时 的 水 平 . 
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хош tå 18.429 


因为 根 握 (4.7.1)，rz，9 Me 与 这 些 量 无 关 , 所 以 这 个 不 等 式 
T эз ma 和 On 是 线性 的 但是， 这 些 变量 可 以 独立 无 关 地 变 
化 ,因而 对 于 所 有 独立 的 变量 0, wa 和 Oa 不等式 (4.7.3) 不 能 
成 立 ,除非 有 


一 as 
(4.74) 6 га 
(4.7.5) tn = poo хык 

Óx 
(4.7.6) Ge к= 0 
Әхи, к 

(477) а= 0 
把 (4.7.4),《4.7.5) 和 (4.7.2) 相 比较 得 到 
(4.7.8) tu = ptuxXi,kK 


(47.9) 


因此 ,应 力 和 热力 学 拉 伸 是 彼此 有 关系 的 ,而 热力 学 温度 6 和 温度 
6 是 相同 的 ， 这 局 一 结果 也 可 以 出 第 4.6 节 的 定理 1 得 到 ， 方程 
《4.7.4) 还 表明 ,由 (4.7.1) 给 出 的 8 和 6 是 第 此 无 关 的 ， 这 样 我 们 
就 证 明了 下 面 的 定理 。 


dar 体 是 热力 学 十 容许 的 


”我们 指出， 包含 在 定理 1 中 的 这 些 严格 的 眼 制 来 目 于 如 下 的 
Ж: (а) 本 构 方 程 (4.7.1) 只 包含 了 所 列 出 的 变量 ,Cb)Clausius- 
Duhem 不 等 式 必须 对 所 有 独立 的 过 程 和 对 物体 的 所 有 部 分 都 成 
立 。 如果 我 们 把 热 樟 度 和 /或 速度 梯度 "by 包含 在 (4.7.1) 的 自 变 
量 中 (参见 第 35.4 节 ), 则 便 会 是 男 一 种 情况 ， 类 似 地 ,如果 我 们 不 


АЕ 


Са ЗУН АА Е И ДЕ, ATES МЕШТЕ 
р RA АТ Н ЕЙ. RAYA AS 98 Са 7.438, 
的 是 ， 对 于 弹 任 轿 休 ，Clausius-Dahem RERE Ж (47.5) 和 
《4.7 6) 被 满足 ， 有 意义 的 是 ,4.7.6) 的 要 求 等 价 于 6 必须 是 Green 
变形 张 量 
(4.7 10) Cer = texte 
的 级 数 ， 这 只 要 注意 到 (4.7.6) 是 与 要 求 e 在 正 交 变换 下 为 不 变量 
的 事实 柱 等 价 的 表述 即 可 。 当 然 , se 应 是 хк 和 某 些 标量 的 函数 
(BAR 4.8 0). 

(3) 粘性 流体 粘性 流体 是 由 下 列 形式 的 力学 的 和 热学 
的 本 构 关系 

ty ™ iu (a, 1 ы) 


a= 9 б, 1 бы) 
Р 
= 1 
(4711) s= a(n, 2, бы) 
1 
e= (x, > ) 


所 定义 的 物质 ， 在 这 种 情况 下 ,《4.6.9) 中 的 局 部 Clausias~Duhem 
不 等 式 取 形 式 


(ыл) p 人 于 де) a + 1 ĝe 4.1 6 „, 
P 


1 1 
+ ru + z 99, 2 0 


因为 5 和 ды 在 这 个 不 等 式 中 是 线性 的 。 对 于 这 些 量 的 一 切 任 
意 的 变化 ,不 等 式 (4.7.12) 不 能 成 立 ,除非 有 


1) 关于 这 一 点 可 参见 Eringen 和 Grot [1965 附录 ] 的 讨论 。 
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(4.7.43) e= b 0 


于 是 ，g， 因 而 6 是 与 mn 无 关 的 , 即 


(4.7.14) s= e(n, 2), 9—9 (z, 1)- |. = 8 


由 连续 性 方 程 得 到 ; 6 一 一 pzux， 于 是 我 们 可 以 把 (4.7 12) 
写成 为 


(4.7.15) 1. (и + авы) + à адд > 0 
Ж\з т 是 热力 学 压力 , 它 定义 为 

1\_ ös 
因为 t+ «їп 与 0, 无关; 我 们 还 必须 念 
(4.7.17) = 0 
于 是 〈4.7.15) 可 写 为 
(4.7.18) Ciy + 8g ur, Z 0 


а Е (as Fv) 的 性 质 之 前 ， 就 不 可 能 进一步 
前 进 ， 因 此 ,我们 已 论 明 了 下 述 定 理 . 
жаг R ARARAEG 7. Wapa apy E, ae 容 


"==, BT хак к» РА анн 
素 和 狼 梯 度 ， 因 此 我 们 得 到 的 粘 弹性 固体 和 流 休 的 热力 学 的 相 容 
性 条 咎 是 与 这 里 的 简单 情况 完全 不 同 的 . 


48 热力 学 和 力学 的 平 痪 


一 个 系统 被 说 成 是 处 于 力学 平衡 的 ,如 果 在 任何 的 惯性 系 中 ， 
加 速度 为 零 。 对 于 局 部 平衡 ， 立 一 98， 因而 Cauchy 方程 化 为 
(4.8.1) tua + oft = 0, r> ta 
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一 个 系统 称 为 是 处 于 全 局 (局 部 ) 热平衡 的 ")， 如 采 全 局 《局 
BS) RAH I S 
(4.8.2) Г=0 《全 局 平衡 
(4.8.3) Y 一 0 (BPW) 
局 部 热平衡 的 条 件 (4.8,3) 必 须 对 所 有 独立 的 过 程 痢 成立 ， TE, 
By 一 0 推出 独立 过 程 的 耗 散 能 分 别 为 零 . 考虑 下 面 的 等 殊 情 
Us 

G) 弹性 固体 对 于 在 前 节 中 论述 的 弹性 固体 ， 我 们 看 到 
热力 学 的 想 容 性 条 件 为 


дв ðe Be 
4.8.4 0 [2 z, x; 0 
(4.8.4) By? MO е ат ә P рар ™ 


(4.8.5) = 0 
ханна ТЮ, RIER 7 一 0， ик, 


ош De ATRIA MEEI e 
GD 粘性 流体 ”由 (4.7.11) 记 表征 的 粘性 流体 处 于 局 部 热 

平衡 的 必要 充分 条 件 是 

(4.8.6) ы = абы = 08 ы 


арі 


对 于 在 条 件 y = 0 下 的 所 有 vi MR. TEA 
ха 2 (4.7.11) орет 
ятни. а 


HEF DEAT HY Bic RH ACHE BRAT: 
BUR ”在 力学 和 热力 学 平衡 的 情况 下 ， 可 能 建立 一 个 
EDAR. HERRAR, UE Cauchy 第 一 运动 定律 作为 一 


1) 应 指出 : 全 局 和 局 部 平 将 的 宁 谨 是 与 统计 力学 中 所 用 的 衬 应 术 放 不 周 的 。 Ж 
那 只 这 些 术语 与 绝对 的 和 居 部 的 Maxwell HARAR. 
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般 平 衡 准则 的 特殊 情况 推导 由来， 为 此 ,我 们 考虑 一 族 变 形 x 一 
x(X,1)， 式 中 为 一 参量 ,假设 对 于 1 一 0, 变形 x 一 ж(Х,0) 
是 给 定 的 . 定义 x 的 一 阶 变 分 ox 为 


Ox 
„8. = 2х 
(4.8.7) ox Эд 


对 于 一 个 函数 Kxxx) 的 一 阶 变 分 27 定义 为 
(4.8.8) apa tl a 


dl 


атк 


EDAS S 和 偏 导 数 8/6Xx 可 以 交换 , 即 
(4.8.9) BG) = Gf), 
ШЕШИНЕ RRS, A 8/44 类 似 于 用 5 代替 时 间 * 的 物质 
导数 
现在 ,我 们 假设 作为 虚 功 原理 和 热力 学 平衡 的 组 合 的 一 般 平 
衡 准则 为 
(4.8.10) è f, psdy = фа + j of oxyde 
(4.8.11) а |, pndv = 0 


并 且 所 有 的 变 分 应 满足 质量 守恒 原理 
(4.8.12) 8(р00) = 0 


(4.8.10) REA ИОА Sy TTD BE IF ek Ha 
йй, JAUS DERKS. ГРН в 一 eOr), Hi 
以 ,利用 (4.5.7) 和 (4.8.12),(4.8.10) 和 《4.8.11) 可 以 写 为 


(4.8.13) | (pon + рт„д>„)4ю = $ Tay Sada 
7 Р 
+ Stydi 
|, ой8зуйн 
| pdnde = 0 
v 


第 二 个 条 件 给 出 n <= consr.。 在 这 种 情况 下 ,或 在 б = const. 的 
情况 下 ,(4.8.13) 的 第 一 式 化 为 


+ 


(авав) | ptaðvado = ф toonida + f PASO 

当 ór, ЖП ña, BREEDT RA H 

(4.8.15) т„= 0, tag = 0, m0 

但 是 ,如 果 取 v。 作 为 хк, т. RÆ O8/Ox,x, Ath, (4.8.14) 
为 


| о 8 Oxy ede 一 $ Taxtdp +f pf Seedy 
v” бту z 7 


用 类 似 于 推导 (2.4.1) 所 用 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 
SC) = (Bra) ляк 
我 们 把 前 一 表达 式 的 左 端 写成 


Ge ( дв ) 
думк = РАР 
P Gag HET MP Opn try 
г а 
= (oft sa), on 
дхьк „ 


并 利用 Green-Gauss 定理 , 则 得 到 


$, (tan =e in zam) Sx da + |, [Ç э кк), 


x 
+ on| ardo = 0 

如 果 没有 运动 学 约束 , 则 由 此 得 到 局 部 平 稀 条 件 

(4.8.16) (е 8 za), 十 pf = 0 EFK 


8. 


(438.17) (e дв fi) m= tas же Е 


Ore 


因为 要 与 力学 原理 相 容 ,所 以 我 们 仿 


(43.18) їц = р дв к 
Өху,к 


由 于 这 个 平衡 应 力 与 热力 学 应 力 相同 (参见 (4.7.5))， 所 以 平衡 方 
程 为 
(4.8.19) inatoka) 在 区 内 


ТЫ 


ham S has = k 
SS EAA RST Cauchy 第 一 定律 和 平衡 时 的 边界 条 
fF, 但 Cauchy 第 二 运动 定律 (应 力 张 量 的 对 称 性 ) 不 能 由 上 面 介 
绍 的 虑 功 原理 得 到 。 为 了 得 到 这 个 定律 ， 我 们 需要 附加 的 公理 : 
ANGIE ө ӨЙЫ НЕГЕ цр. 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 假设 8 是 矢量 кук 和 7 的 函数 ， 即 
一 six.r)， 并 在 刚性 转注 下 是 不 变量 ;数学 上 可 以 写成 
в(л,х,к) = eln Kr) 
AR y ЯП xx 是 ?和 xx 在 新 坐标 系 x 一 Ох HE. НО 
满足 
QQ = О7О =1 且 detQ 一 1 
在 参考 标 架 的 转动 下 ,我 们 有 : п 7, жк 一 Oxx, A, 
(4.8.20) (mk) = 6(7,Qx,x) = в(т,ж.к) 
此 式 的 左 端 与 Q EXAM, sxe) 关于 Qu 的 偏 导数 必须 
WE. 利用 Lagrange яти, 我 们 有 


[еб — E- ooQmQn ~ Bnd = 0 


8 
д0, 
AP dns im 与 Q XX. 完成 微分 运算 ， 并 利用 me 一 
Quxnr， 我们 得 到 
дв 
Bri,x 


WR Om 乘 此 式 , 我 们 得 到 


thx — Q | = 0 


因为 ць 一 4m4， 由 此 得 到 
(4.8.21) tak 


8 yo 
WI | Өк 
这 就 证 明了 te = rm, 
偏 微 分 方程 组 (4.8.21) 具 有 下 面 的 首次 积分 
айтал те акак ™ Ск 


ЖЫ 


汪 是 (4.8.21) 的 通 解 为 5 
в = eln, Cxz) 

不 管 所 有 这 些 推导 如 何 ， 热 静 力学 的 和 变 分 的 方法 都 排除 了 
动力 效应 。 热 前 力学 应 力 是 非 耗 散 的 。 虽 然 ， 根 据 其 些 变 分 原理 
和 Euler-D'Alembert 原理 可 以 引 人 懒 性 力 ， 但 是 如 果 没 有 其 它 
的 基本 假设 是 不 能 使 之 包含 粘性 应 力 的 。 


习题 
4.1 在 热力 学 过 程 中 ,质量 密度 是 以 每 秒 8 的 速率 而 产生 的 。 试 求 质量 的 
局 部 守恒 方程 ， 如 果 涝 晶 是 由 动量 所 引起 的 ,这 个 方程 将 到 什么 样 的 形式 ? 
4.2 RIED WBA tan) 在 空间 参考 标 架 的 刚 竹 转动 下 是 不 变星 。 则 
它 必须 是 Lagrange HERE Ex HER, 
43 SPRAY B DUE = 的 函数 时 ， 试 求 通过 沿 * FARRU Bih 
WINTER NEERI E. 
5.4 对 于 菜 此 气体 ,状态 方程 由 。 000,07) FREI о, 8, 0 分别 
是 内 能 密度 ,前 度 和 质 玛 密度 ， 一 种 气体 谈 说 成 是 涅 起 的 ,如 果 -| mo, 
而 且 = = Rod, Дк HR. 

《s)》 对 于 理想 气体 , 试 证 明 当 ,<。 分 别 为 常 压力 和 常 体积 的 比 热 时 、 
ж. 8, 

O) RAE ITT E PHAT САЗА bL BD, UE Й 
пот" = 常数 ; 式 中 т = је, В, 


4.5 具有 本 构 方程 
R8 _ а 
Мылы p 
的 气体 为 Van der Waals 气体 , 式 中 R, а, 5 为 常数 ， 
(a) 试 证 明 


s= fescoyas — 6 


Г 
(b) 将 2 表 为 8 的 函数 ， 
1) Cauchy 定理 的 这 一 证 明 由 Eringen[1967] 给 出 * 它 指出 矢量 VO = 1,2, 
D 的 标量 信函 数 是 各 向 同性 的 必 轨 充分 做 件 是 它 能 够 表示 为 标量 和 V V 
(ros = 1,2,3) 的 函数 。 事实 上 > 这 个 定理 对 于 任何 数目 的 矢量 都 是 对 的 。 
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(°) É = 825 0 OR; 
(4) ТГ НАВ ВО, 
4.6 对 于 问题 (4,4 )4(4.5) 009 
G) ABIR; 
(b) Van der Waals 气体 。 
RIR ?。 并 将 其 表示 为 5 和 2 КАЖ, 
4.7 SF SR IRAQ Van der Waals 气体 , 试 计算 : 
(0) 用 温度 表示 的 坑 ; 
人 fb》 用 密度 表示 的 坑 。 
48 对 于 一 种 理想 气体 ,其 状态 方程 为 
в = Koər—exp(n/e,) 
Кин KK，*c。 为 常数 。 试 决定 压力 = 和 温度 9. 
4.9 对 二 Van der Waals 气体 ,状态 方程 用 参数 形式 给 定 为 
а= kaa = p 


= [Qe 一 Riap 


ho WR ABR, AREEN” 和 温度 9. 

4.10 Eik h BH ERM Т о Жок. 试 求 本 
构 方程 的 表达 式 并 证 明 自由 能 与 w,x TA. 

An 对 于 络 热 过 程 中 的 物体 ,已 知 应 力 ,热量 ,能 共和 粮 与 位 攀 梯度 mx 和 
它们 的 物质 时 间 率 有 关 。 试 证 明 自 由 能 与 位 秘 樟 度 的 时 间 率 无 关 . 如 果 应 
力 关于 这 些 时 间 率 是 线性 的 ， 为 使 所 有 独立 的 变化 不 违背 热力 学 第 二 定律 ， 
试 科 必须 对 本 构 系 数 加 什么 条 件 ? 

4.12 在 -- 物 体 中 ,已 知 应 力 、 热 、 能 量 和 炳 与 密度 o, ME a 和 温度 梯度 
Oy AR. WR Clausius-Duhem 不 等 式 对 所 有 独立 的 过 程 者 成立。 试问 本 
构 方 各 必 须 是 什么 形式 ? 如 果 上 面 的 本 构 因 变量 是 Ө, 的 多 项 式 ， 试 求 本 
构 方程 的 形式 ， 

413 《短文 ) 试 对 多 孔 固 体 的 热力 学 进行 文献 调查 ,并 号 一 篇 报告 。 

4.14 《短文 ) 试 对 二 元 反应 中 的 两 种 流体 的 热力 学 阅读 一 些 文献 ,并 写 一 篇 
报告 。 

4-15 【短文 ) 试 对 线 作 不可逆 热 力学 和 所 谓 Onsager 关系 写 一 篇 评论 . 
4.16 (短文) 成 根据 统计 力学 所 定义 的 箭 的 概念 写 一 篇 短 的 报告 。 
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第 五 章 本 构 方 程 


51 本 章 的 范围 


运动 学 的 基本 定律 ,质量 守恒、 动量 平衡 ,能量 守重 以 及 丹 原 
理 对 任何 类 型 的 介质 不 论 其 内 部 本 梳 如 何 都 是 成 立 的 。 但 当 承受 
河 样 的 外 部 作用 时 ， 具 有 同样 质量 和 同样 几何 性 质 的 物质 体 却 有 
不 同 的 响应 .例如 ,大 多 数 固体 在 小 的 外 压力 作用 下 变形 是 很 轻微 
的 ， 而 流体 则 要 流动 并 取 其 容器 的 形状 ， 物 质 的 内 部 本 构 是 造成 
这 些 不 同 响 应 的 原因 .在 连续 介质 力学 中 ， 我 们 不 涉及 物质 的 原 
子 结构 ,而 感 兴趣 的 是 物质 的 宏观 人 性质， 为 此 ,我 们 需要 能 够 反映 
结构 差异 的 总 体 效 应 的 方程 。 央 为 测量 总 体现 象 的 仪器 自动 读 出 
的 是 统计 平均 值 ， 所 以 连续 统 理论 在 物理 上 作为 一 门 独立 的 学 科 
是 十 分 有 意义 的 ， 

本 构 方程 的 理论 可 测 及 到 本 学 科 的 公理 化 体系 开始 形成 的 初 
创 时 期 ,公理 的 普 适 性 、 原 有 结果 的 证 实 以 及 由 此 产生 的 新 的 有 
意义 的 物质 理论 用 来 严格 地 研究 客观 物质 是 足够 的 。 所 提出 的 理 
论 基 础 决 不 是 最 终 的 ,然而 ,我 们 相信 ， 本 章 所 介绍 的 体系 是 坚实 
的 和 有 项 望 的 ， 在 任何 情况 下 ,对 于 本 书 所 提出 的 理论 ,这 个 范围 
是 很 合适 的 ， 

在 第 5.2 节 中 ,我 们 讨论 建立 本 爸 方 程 理论 所 需要 的 基本 原 
理 ， 在 第 5.3 节 中 介绍 本 构 理 论 的 公理 ， 对 于 热力 学 介质 需要 有 
从 个 公理 ,它们 对 于 具有 电学 的 和 化 学 的 性 质 的 介质 也 是 适用 的 
在 第 5.4 节 中 ,对 于 非常 一 般 类 型 的 热力 学 介质 , 我 们 相当 详细 地 
介绍 了 本 构 理 论 , 还 讨论 了 具有 址 传 特征 的 简单 和 非 简单 物质 .在 
第 5.5 布 和 5.6 节 中 ,我 们 讨论 了 非 热 导 的 弹性 物质 ,而 在 第 5.7 节 
中 ,讨论 了 Stokes 流体 在 第 5.8 池 中 ,介绍 了 流体 中 的 热效应 
以 及 热传导 现象 ， 其 余 的 两 节 , 即 第 5.9 节 和 第 5.10 节 , 则 专门 研 . 
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FRM: BS Ш, FER REE АЛЕ Y АЕ ҖЕН, 

根据 一 些 简单 的 应 用 ， 芭 可 揭示 出 各 种 本 构 公 理 的 意义 和 能 
力 。 对 于 本 书 的 六 到 八 章 所 涉及 的 物质 ， 这 几 节 的 内 容 是 很 重要 
的 . 我 们 在 第 九 章 单独 地 更 加 详细 地 讨论 炸弹 性 介质 ， 而 在 第 十 
章 则 讨论 电动 力学 ,为 的 是 使 初学 者 在 他 掌握 较 简 单 的 情况 之 前 ， 
不 致 于 增加 过 重 的 负担 ， 


52 本 构 方程 的 委 求 


在 第 二 、 三 \ 四 章 中 讨论 过 的 连续 绕 力 学 的 基本 原理 ， 即 质量 
守恒 ,动量 平衡 和 能 量 守恒 原理 导出 下 列 基本 方程 : 


(521) Be + Cona == 0 
д 


(5.2.2) пы + еб — д) = 0 

(5.2.3) ty 5 цк 

(5.2.4) PÈ = tytn + qk + ph 

我 们 共有 八 个 独立 的 方程 , 如 果 事 先 给 定 fi Rab, WAR 
目 共有 十 七 个 , 即 p, eo гы, g UR в. DR, ATES 
的 情况 外 ,例如 ,在 没有 热传导 情况 下 的 刚性 运动 ， 前 面 的 基本 方 
ЖУ ТӨНЕ АЖА ЖИЕП. MAR 


(5.2.5) pt =p (3 一 $) + Frun + F Roga 20 


引 人 附 加 的 未 知 量 ? 和 9， 这 并 不 能 帮助 我 们 减少 问题 所 需要 的 
附加 方程 的 数目 。 为 使 问题 是 确定 的 ,必须 补充 十 一 个 附加 方程 ， 
当 电 学 的 和 化 学 的 变量 发 生 作用 时 ,情况 变 得 更 差 , 所 需要 的 附加 
方程 的 数目 还 要 更 多 . 

在 方程 (5.2.1) 一 (5.2.5) 的 推导 中 ， 没 有 给 出 各 种 不 同类 型 物 
质 之 间 的 差别 。 因 此 , 毫 不 奇怪 ,前 面 的 方程 不 足以 全 面 说 明 固体 
的 ,流体 的 、 粘 弹性 物质 的 以 及 具有 各 种 不 同类 型 物理 性 质 的 物质 
的 运动 。 物 质 的 特性 是 通过 对 于 每 一 种 物质 的 适当 的 具 让 限定 在 

程 


一 个 本 构 方程 定义 一 种 理想 物质 。 在 本 构 变 量 的 选择 中 以 及 
在 本 构 方程 的 评述 中 ,必须 满足 某 些 物理 的 和 数学 的 前 提 。 对 于 
这 样 一 些 要 求 的 讨论 将 在 第 5.3 节 中 进行 。 目前 ， 还 没有 一 个 能 
够 包括 对 一 给 定 物 质 所 必需 提供 的 全 部 亦 量 的 明确 规律 。 在 物质 
的 撕 述 中 ， 如 果 没 有 物质 性 能 依赖 于 外 部 场 和 所 涉及 的 现象 范围 
的 先 验 知识 (这 些 知识 可 能 是 很 粗 粒 的 ) 是 不 会 有 进展 的 ， 例如 ， 
如 果 我 们 的 兴趣 是 固体 ， 它 下 于 外 裁 荷 的 消除 而 回 到 原来 的 无 应 
力 构 形 , 则 我 们 处 理 的 是 弹性 固体 ， 然 而 ,根据 日 常 的 观察 ， 我 们 
还 知道 当 外 载荷 超过 某 一 极限 时 ， 所 有 的 固体 都 将 产生 一 定 的 永 
久 变形 .于 是 ,弹性 理论 的 范围 是 由 裁 荷 的 这 个 极限 或 确切 地 说 是 
由 应 力 的 局 部 状态 的 极限 所 限定 的 。 弹 性 理论 只 在 应 力 状态 的 一 
个 给 定 范围 内 才能 预示 出 一 种 给 定 物质 的 性 能 ， 在 应 力 状态 超过 
这 个 范 转 时 ,同一 物质 的 性 能 将 用 一 组 新 的 本 构 方 程 ， 例 如 ,塑性 
本 构 方程 来 表征 。 类 位 地 ,由 于 变形 ,这样 的 回 体 也 可 以 显示 电学 
现象 ,例如 压 电 性 ， 为 了 计 及 这 种 现象 ,在 我 们 的 方程 中 还 必须 包 
含 其 它 的 本 构 变量 。 对 于 固体 的 粘 弹性 性 态 还 必须 考虑 其 它 的 新 
的 变量 组 。 因 此 ， 一 个 本 和 构 理论 只 是 打算 对 一 种 给 定 的 物质 描述 


自 本 世纪 以 来 ， 某 些 作者 (Jaumann [19111, Lohr[1917], 
Green 和 Rivlin [1957],Noll [1958] Jordan 和 Eringen[ 1964], 
Егіпвеп[1965) 以 及 其 他 人 ) 已 经 给 出 包含 有 大 量 网 理 现 象 的 理 
it. 虽然 根据 工程 应 用 以 及 边 值 和 初 值 问题 的 数学 处 理 的 观点 ， 
在 证 供 近似 理论 的 根据 以 及 解释 某 些 奇特 的 效应 中 。 已 了 解 到 这 
些 理论 的 重要 性 ,但 它们 却 常常 表现 出 难以 克服 的 数学 困难 ， IN 
此 ,为 了 达到 解说 的 目的 ， 我 们 把 物质 本 构 原理 应 用 于 简单 物质 ， 
并 说 明 如 何 可 以 将 它们 推广 来 解释 更 为 复杂 的 物质 注 能 。 
AARC AA RTD ARBOR. 在 这 种 方法 中 ， 
物质 被 认为 是 由 于 内 部 分 子 力 而 引起 的 互 侦 吸 引 的 原子 和 分 子 所 
组 成 的 内 部 分 子 力 的 性 质 是 不 知道 的 ， 而 且 原子 的 适 动 是 不 规 
则 的 ， 央 此 ， 所 使 用 的 这 科 方 法 只 适合 于 非常 简单 的 和 理想 的 情 
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况 , 例 如 ,理想 气体 ， 在 本 构 变 星 的 选择 中 ， 绕 计 力学 的 方法 可 以 
提供 直观 的 指导 .在 这 一 点 上 ， 热 力学 和 物理 学 的 其 它 分 支 刀 将 
是 有 帮助 的 . 

目前 ， 还 没有 一 个 能 够 指明 所 需要 的 基本 本 构 变量 的 系统 法 
ТАП. 然而， 有 一 些 指 导 性 的 原则 可 以 用 来 排除 本 构 方程 中 的 某 些 
.变量 。 这 些 将 在 第 5.3 节 中 寺 论 ， 
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为 了 适当 地 表示 物质 的 本 构 理 论 ， 必 须 满足 其 些 物 理 和 数学 
的 要 求 . 在 本 构 理论 的 阐述 中 ,下 面 的 公理 是 必须 的 : 

чо ARHAR. 

G) ”决定 性 公理 . 

G йш, 

бу) ”客观 性 公理 . 

G) ”物质 不 变性 公理 . 

(ч) BRAH. 

(уз) PEAH. 

(vil) 相 容 性 公理 . 

G) 因果 性 公理 在 物体 的 每 一 个 热力 学 性 态 中 ,我 们 把 物 
体 的 物质 点 的 运动 和 它们 的 温度 看 成 是 自明 的 可 测 效 应 ， 而 
生成 表达 式 中 的 其 余 的 量 (不 是 从 温度 和 运动 得 来 的 量 ) 看 成 是 


“原因 "或 相关 本 和 构 


因 旭 性 公理 的 目的 在 于 泛 择 变化 范围 有 艰 的 物质 的 独立 本 构 
变量 在 受 某 些 外 力作 用 的 物质 中 ,发 生 某 些 可 测 的 变化 ， 例 如 ， 
物体 的 物质 点 受到 变形 ,同时 发 生 热 的 ,电磁 的 和 化 学 的 变化 ， 一 


D 这 些 公理 的 一 些 概念 在 连续 绕 力 学 的 发 展 过 程 中 已 得 到 发 展 . 这 些 公 型 的 体 
系 以 及 各 种 推广 由 Eringen [1962。 第 五 章 ] 和 f1965] 给 出 ， 本章 制 重 于 引用 
后 一 成 果 ， 

2) “Ri RAAT OS PRE PE RE F E BR 
E CER BR ЯСЕ oS ЖИК URU RN КИР IR EHR, 


ЕСЕ 


开始 ， 我 们 可 以 选择 这 些 可 测 变 化 中 的 一 组 独立 的 鳃 作为 物体 中 
所 发 生 的 效应 。 于 是 ， 这 一 组 量 使 构成 物质 中 某 类 物理 和 化 学 现 
象 的 可 测 的 独立 本 构 变 量 。 一 旦 选 定 了 独立 的 本 构 变 量 之 后 ， 在 
基本 方程 (5.2.1) 一 (5.2.5) 中 其 余 那些 不 是 从 本 构 变 量 得 来 的 量 便 
:构成 了 相关 本 构 变 最。 因为 本 章 不 涉及 电磁 学 的 和 化 学 的 现象 ， 
所 以 ,我 们 只 叙述 与 热力 学 现象 有 关 的 因果 必 公 理 。 这 个 公理 的 
某 种 形式 可 以 推广 到 包含 更 为 复杂 的 现象 中 去 ”. 

我 们 对 自然 现象 的 概念 是 我 们 过 去 已 有 的 某 些 简单 观察 或 经 
验 的 结果 。 如果 没有 这 些 经 验 和 观察 ， 便 不 可 能 构造 一 个 自然 的 
和 模型， 由 于 这 些 直观 向 导 的 帮助 ,因果 性 公理 对 于 判定 (不 一 定 是 
唯一 的 ) 一 组 独立 本 构 变 量 是 足够 的 。 然 而 ;一旦 效果 被 决定 ， 原 
因 便 容易 从 炉 生 成 的 表达 式 或 平衡 定律 得 到 。 例如 ， 根 据 这 个 公 
理 ,在 研究 热力 学 现象 时 ,独立 的 本 构 变 量 为 
(5.3.1) к==х(Х„), 6+=0(Кы) 
BE vs: 可 由 运动 得 到 ,而 s 则 可 由 v 得 到 , 与 运动 有 关 
的 密度 可 由 连续 性 方程 p/p = delr) RSE). A, ЖЕҢЕ 
成 表达 式 (5.2.57 中 所 出 现 的 其 余 函 数 只 是 应 力 张 量 t, AERE 
q， 内 能 密度 。 ЖИНИНЕ. 它们 组 成 相关 本 构 灾 量 ， 并 且 可 用 
x(XK,) 和 OK, D 来 表示 。 

@ 决定 性 公理 as r 物体 4 TRARA _ x $> 


ore AAR пнен, 它 排除 K 处 的 物质 性 能 对 于 
物体 外 部 的 任何 点 以 及 任何 未 来 事件 的 依赖 性 ， 因 此 ， 只 要 物体 
所 有 过 去 的 运动 是 已 知 的 ， 那 么 涉及 物体 性 能 的 未 来 现象 就 是 完 
全 被 决定 的 和 可 测 的 。 量 子 方 学 的 现象 也 被 排除 了 . Alt, RB 
这 个 公理 ,热力 本 构 方程 可 以 写成 


D 电磁 现 课 可 以 作为 包 人 当 有 电场 和 磁场 的 可 测 效 应 来 处 理 ， £ DL Jordan 和 
Eringen (1964a,d], Dixon 和 Eringen |1965 aybj 也 可 寡 见 第 十 章 . S 
有 化 学 反应 的 情况 需要 进一步 的 论述 ,参见 Eringen 及 Ingram[19651. 
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(5.32) X, D= win Xe), CK 7) Xal 

(5.3.3) 得 (其 站 = @[x(X',e), ACK) Xe] 

《5.3.4) eX, = PX r), 0(X:.r).X.:) 

(5.3.5) CK = N[x(X',r), CK г), Ху 

AP 多 和 Фф SNK AMAEEE A, MEMS AREA 
ZB, CHESTER 

(5.3.6) X¿e@, r<: 

的 所 有 实 函数 (Xor) MOCK NRL. ХЕЕЕ ih EX Яп 
г 的 函数 。 在 以 后 的 工作 中 ， 我 们 将 在 这 些 泛 函 和 函数 的 上 整个 定 
义 域 上 ,对 这 些 泛 通 和 函数 加 上 附加 的 限制 。 

为 了 对 证 函 有 些 了 解 ， 假 设 物体 只 由 对 个 离散 的 物质 点 X, 
Xi, Хм 组 成 ， 而 X 是 这 些 点 中 的 任意 一 个 。， 在 这 种 情况 
下 ,《5.3.2) 将 由 
(5.3.7) (X, = Еж), Rr), жиг), 

AG’), Ce) esses > us), Xz] 

所 代替 , 式 中 
《5.3.8》 ж„(у=х(Х,,г), Oe) = Kar), a= 1,2, M, 
HE, F 是 定义 在 r < HRB LAM xr) 和 б/г) 
ВОВА. ЖН, к, (1) 和 0,07) RENAN RIE asi 
…* tw， 则 我 们 可 以 用 MN 个 矢量 变量 х, MN 个 标量 变量 
Ga 以 及 X Ale MBA RENE Е, ЫП i 
(5.3.9) Хы) = Кк, бы, Ху), 

а= 1,2,5+,М, В 1,2,9, 
反之 ， 在 某 些 连续 性 和 光滑 性 的 条 件 下 ， 当 M 和 六 趋向 于 无 限时 
《物质 点 X 和 时 间 集 合 n BHR) BR RATERS. 

一 个 诸如 多 NZ 38% HE JEE eA MR al 
来 表示 。 因 此 ,(5.3.2) 可 以 写成 
зю) C= F SERR), Xo] 

这 个 形式 书写 起 来 太 麻烦 ,因此 ， 除 非 它 对 于 讨论 是 必 不 可 少 的 ， 
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否则 ,我 们 并 不 采用 它 。 

在 物质 特性 的 表征 中 ， 本 构 方 程 (5.3.2) 一 (5.3.5) 不 是 最 一 般 
的 形式 ， 事 实 上 ,更 一 般 的 和 更 自然 的 本 构 理论 是 具有 形式 
(5.311) PARK) (Xe), Kr), (Хг), 

х(Х',г), 0%), Xl — 0 
的 “独立 "证 函 方程 组 。 这 些 方程 组 的 个 数 以 及 它们 必须 遵守 的 条 
件 目 前 还 不 清楚 ,但 是 它们 必须 具有 能 够 决定 〈 基 ,2 WH ta, 
s 和 ?的 性 质 ， 鲍 如 ,对 于 非 极 性 介质 ， 我 们 需要 11 个 这 样 的 方 
程 (ze 一 1,2,…,11)。 因此 可 以 解 出 11 个 最 wX, 0, 
aX), &(Кы) 和 (Хг). 这样 ， 形 式 (5.3.2) 一 (5.3.5) 的 方 
程 可 以 作为 (5.3.11) 的 特殊 情况 。 在 采用 (5.3.11? 的 理论 中 ,应 力 、 
热量 ,内 能 和 坑 的 历史 起 着 本 质 的 作用 。 AE, СХ, г) 处 的 应 力 
依赖 于 应 力 ,热量 ` 内 能 和 灶 的 历史 ， 同 时 也 依赖 于 物体 中 所 有 其 
它 点 的 运动 和 温度 。 如 果 在 方程 (5.3.11) 中 对 Xr) 等 的 依赖 
性 可 用 各 阶 应 访 率 , 热 率 等 等 的 历史 来 代替 ， 则 可 得 到 (5.3.i1) 的 
近似 式 ， 例 如 ,一 个 特殊 的 情况 是 
ЕХ) = sgr[x(X,r),x(X:,r),0(X:,r),X,:1 
AH t Ж (Хы) 处 的 应 力 率 。 更 一 般 地 ,我 们 有 
(5.3.12) EX, = HECK), HOCK), 
+(Х,), х(Х',г), Ө(Х',г), X,2) 

HRAST (Kit) 处 的 直到 阶 的 应 力 率 。 

还 有 其 它 的 非 简单 介质 的 理论 ,它们 的 本 构 方程 具有 形式 
(5.3.13) txarre F [tick saa. 7) 779 бк), Юг); 
: x(X:,r), Xr), Ж] 
这 是 (5.3.117 的 自然 结果 . 

本 构 方程 (3.3.11? 对 应 力 或 热量 等 可 能 是 不 可 解 的 ,或 者 它 可 
能 给 出 多 值 的 应 力 , 应 力 率 \ 热 量 等 等 。 因 此 ,塑性 \ 粘 塑 伺 和 一 大 
类 具有 奇特 物质 性 能 的 理论 都 合 包 在 这 种 形式 之 中 。 我 们 不 打算 
评论 这 种 目前 还 没有 得 到 完善 发 展 的 一 般 理 论 ， 对 于 这 方面 的 叙 
述 可 参见 Eringen [1962, 第 十 章 ]。 
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Gü) 等 存在 公理 гта, PAE ROA 


这 个 公 还 巧 一 个 预防 措施 ， 它 告诉 我 们 ， 在 本 构 泛 函 的 表达 
武 中 不 要 忘掉 或 无 帮 大 完 基 类 变量 ， 而 又 偏爱 其 它 的 变量 。 相 容 
性 公 现 和 各 种 近似 可 以 消去 对 其 中 一 些 变量 的 依赖 性 。 在 出 现 这 
种 情况 之 前 ,在 所 有 的 本 构 函 数 中 ,我们 都 应 该 采用 祖 同 的 独立 本 
构 变 量 。 于 是 ， 我 们 看 到 在 (5.3.2) 一 (5.3.5) 的 所 有 本 构 方程 中 者 
НЯ х(Х,), Xr), X Ms, 

Gv) 客观 性 公理 本 构 方程 对 于 空间 可 
动 必 须 是 形式 不 变量 。 

这 是 显然 的 ,根据 物理 观察 、 物 质 性 质 与 观察 者 的 运动 无 关 . 
如 时 两 个 标 架 x 和 x 可 以 因 列 性 运动 和 时 间 的 迁移 而 使 之 重 
合 , 则 它们 彼此 有 关系 
‹5.3.14) R(X, = Q(Ox(X,) + Б) 
式 中 QG) £-+ HERE, КО 是 半 移 ,而 i 是 从 + 经 过 一 
个 由 时 此 原点 的 常 迁移 而 得 到 的 量 , 即 
(5.3.15) 007 = Q'Q =I, det Q=1 

£= :+a 

式 中 1 是 单位 张 量 。 根 据 客 观 性 公理 ,对 于 空间 参考 标 架 的 所 有 
真正 交 变 换 {Об)} 和 平移 DO) 以 及 时 间 原 点 的 所 有 迁移 ， 
当 我 们 用 x RE x 时 ,本 构 泛 函 都 必须 是 形式 不 变量 。 这 就 是 
说 , 碗 应 泛 函 关于 它们 的 张 最 变量 是 空间 半 各 向 同性 的 。 如 果 我 
们 将 反射 (对 于 它 来 说 de Q 一 一 1) 也 包含 在 群 (QW) 中 , 则 
得 到 空间 者 向 同性 。 在 这 种 情况 下 , {ОСО} 是 完全 正 交 变换 群 ?> 
空间 半 各 向 同性 物质 是 比 空间 各 向 同性 物质 更 一 般 的 物 硕 ， 并 且 


标 架 的 出 性 运 


еман, Ее жайт каш ES 
还 悬而未决 ， 在 一 些 领 域 中 ,利用 完全 群 是 值得 怀疑 的 。 对 于 旋光 性 流体 ; 存 
在 一 些 择优 取向 ， 对 于 空间 客观 性 ， 利 用 完全 正 交 群 伏 乎 可 能 消除 这 些 物质 的 
BARR. ЕВРА TRAHAN AERA AAP E 
步 的 支持 . 
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后 者 被 包含 在 前 者 之 中 。 响 应 泛 函 对 于 反射 的 形式 不 变性 的 附加 
要 求 使 半 各 向 疗 性 物质 成 为 各 向 同性 的 。 因 此 ， 我 们 将 利用 真正 
交 群 作为 客观 性 原理 的 基础 。 然 而 ， 我 们 将 研究 在 反射 群 下 不 变 
性 的 结果 ,因为 它 会 导致 本 构 方程 的 很 大 篇 化 。 

Gv) 物质 不 变性 公理 ”物体 中 物质 点 的 结晶 的 方向 性 51 
起 物质 性 质 的 某 些 对 称 性 。 例 如 ， 当 物质 坐标 《Xi,X,,X;) 变 为 
(KX —Xs) 时 ,本 构 泛 函 可 以 不 改变 它们 的 形式 。 这 表示 物质 
参考 标 架 关 于 平面 X; 一 0 的 反射 。 同样， 这 个 条 件 可 以 推出 施 
加 于 本 构 方程 上 的 限制 ， 令 (S) 是 物质 灿 的 完全 正 交 变换 群 的 
FH, Tü {В} 是 这 些 轴 的 平移 ， 则 物质 不 变性 公理 可 叙述 如 
F: 


{8} 和 平移 (B) 必须 是 形式 不 变量 。 ереен 


X 中 ,由 {S} 和 {В} rae Naya HR, 

” 因此 , 对 于 这 种 物质 ,对 于 群 (S) 的 所 有 元 素 和 所 有 的 平移 
{B} ， 在 形式 为 

(5.3.16) X=SX + B. 

AUT AEE, MALE Sh Re, ДОР 

(5.3.17) SS7 = S'S = detS = +1 

在 物体 的 物理 狂 质 中 ,这 些 条 件 表示 : 在 X 处 由 (S) 表示 的 几 
何 对 称 性 和 由 {В} 表示 的 非 均匀 人性. 对 称 群 {S】 可 以 是 完全 


性 的 ， 如 果 {5) 是 完全 群 ， ШКЕ eS, 不 是 半 各 向 
同性 的 物质 称 为 是 各 向 异性 的 、 当 响应 函数 与 物质 坐标 原点 的 平 
{В} 无 关 时 ,我 们 说 物质 是 均匀 的 。 当 响应 函数 随 物 质 轴 的 基 
P {В} 而 变化 时 , 则 称 物 质 为 非 均匀 的 ， 

一 种 物质 关于 它 的 不 同性 质 可 以 具有 不 同类 型 的 物 质 对 称 
和 性。 例如 ， 关 于 应 力 和 应 变 是 各 向 同性 的 物质 ， 而 关于 其 它 的 性 
质 ,例如 电位 移 和 极 化 , 则 可 能 不 是 各 向 同性 的 。 类 似 地 、 在 弹性 
上 均匀 的 物质 在 电学 上 可 能 是 医 均 匀 的 。 


ky 
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物质 可 以 具有 曲线 对 称 性 。 在 这 种 情况 下 ,除了 X 可 以 是 邮 
线 坐 标 之 外 ,情况 是 与 (5.3.16) 类 似 的 。 

物质 还 可 以 服从 其 它 几 何 的 和 内 部 的 约束 。 例 如 ， 术 胶 物质 
是 不 可 压缩 的 ,这 可 以 用 局 部 体积 保持 不 变 的 附加 条 件 ( 即 Htc 一 
D 来 表征 。 更 一 般 地 , 某 类 物质 的 本 构 变 量 可 能 是 受 某 些 内 部 约 
束 限制 的 ,例如 ,不 可 伸 长 的 弦 或 薄片 就 是 这 类 物质 。 这 些 约束 可 
用 形式 为 
(5.3.18) f(E)=0, (а=1,2,++-,я,п<6) 
的 附加 方程 来 表示 ， 其 中 E 是 应 变 度量 ， 这 些 有 关 应 变 的 条 件 
对 材料 的 某 些 可 能 的 变形 施加 限制 。 办 为 六 个 这 桩 的 方程 完全 次 
定 应 变 场 已 ， 所 以 这 组 方程 的 数目 不 能 超过 五 个 ， 在 (5.3.18) 的 
形式 中 ,我 们 可 以 包含 微分 和 积分 形式 的 约束 。 这 些 内 部 约束 必 
AEREA ARES 部 分 。 


Sasa X ИЕ ЗИНА Хва җ(Х',г) 和 
BEIO, N 对 于 CX, 处 的 t,qe Жїл 没有 明显 的 贡献 。 换 
名 话说 ,本 构 泛 函 在 X 处 和 时 刻 * 的 值 对 于 远离 X 的 点 的 运动 
和 温度 的 历史 是 不 敏感 的 。 因 为 狼 力 学 现象 是 邻近 X 的 物质 点 
的 相对 运动 和 热 变化 的 结果 ， 所 以 自然 可 以 想象 到 远 距离 诸 点 的 
热力 学 历史 对 于 X 处 的 物质 性 坟 没 有 明显 的 影响 ， 这 个 原理 没 
有 一 个 唯一 的 表述 方法 ， 下 面 给 出 一 圳 对 我 们 的 目的 有 用 的 表述 
形式 4. 

PER MARR (Xr) 000,0) 在 XX 一 XX 处 
对 所 有 的 << 具有 Taylor 展开 式 , 并 设 它们 分 别 具 有 疡 阶 和 
9 阶梯 度 , 即 
(5.3.19) x(KX',r)— x(X,r) + (Хк — Xr xx (Xar) 


D 对 于 其 它 的 表述 ,请 参见 Eringen [1965], 
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+ L (Ai, — Xn 一 Xe x a (K, гуз, 


+ $ (Xk, Хк): (XE, — Xx Oxa a (X r) 


OCK „у = 0GX,r) + (Хк, — Хк OK ғ) 
+ О XX, — Xe Pc Kr +, 


+ or (Xk, 一 Xk): (Xko 一 Kio) rsxo Xor) 


如 果 本 构 泛 函 是 充分 光 渭 的 ,因而 ,它们 可 以 用 实 函 数 

x(X,r), x (K, и) Kx x a CK) 

ӨХ г), 6к,(Х,г)у,---,8,к x Xr) 

ARIE RE, OPA MRE ХО 处 对 所 有 的 所: 满 

足 光 请 邻 域 假设 。 在 这 种 情况 下 ,我们 看 到 物质 点 处 的 性 态 不 

受 远离 X 的 物质 点 的 历史 的 影响 。 这 种 类 型 的 物质 称 为 物质 梯 

度 型 的 非 简单 物质 ， 至 二 邻 域 的 范围 则 是 名 所 包含 的 最 高 阶 的 变 

形 梯度 和 温度 梯度 来 决定 的 。 在 下 一 节 中 :我们 将 要 证 表 , 泛 函 对 

x(X,r) 的 依赖 性 可 以 根据 客观 性 公理 从 (5.3.20) 天 列 轴 的 函数 

中 消去 。 此 外 ,在 本 书 中 ,我 们 将 主要 研究 只 包含 直到 一 阶梯 度 的 

物质 ,因此 ,我 们 的 本 构 方程 具有 形式 

(5.321) tX, = FI xcs), OC), On), X,:] 

这 种 物质 称 为 简单 物质 ， 因 为 s 在 X 的 连续 范围 内 不 再 是 一 

MEH, FATE XC), OC") 和 9.k(x) 的 自 变量 中 , 我 们 省 略 

X, AR ,为 了 简单 起 见 ,我 们 写成 

N Rx?) = х(Х,г) 

是 重 指出 , 当 采 用 更 一 般 的 本 构 方程 (5.3.11) 时 ， 小 邻 域 公 理 

的 上 述 解释 启发 我 们 可 用 下 列 形 式 的 本 构 方程 来 表征 物质 : 

(5.3.22) taer (X) = F trer Xr) tX, г), 
XX ,10K r), XK, z) 

其 它 的 本 构 公理 (例如 ,客观 性 公理 ) 在 这 些 方程 的 形式 上 也 附加 
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(5.3.20) 


限制 。 WABI TRAE WDA 
真 地 研究 过 。 

久 域 公理 在 那些 与 X SHAME REXHA bie 
加 了 类 上 毕 光 滑 性 条 件 ， 这 个 公理 的 数学 描述 不 是 哈 一 的 ， BY 
说 ， 邻 域 公 旦 可 以 表示 为 对 一 著 r < :， 本 构 泛 六 关于 它 的 启 变 
BH X, 和 6(X',xr) 在 物质 点 X 处 的 热力 历史 xX, 
r) 及 9CX,r) MARAE MEHR. 当 
然 , 上 面 所 说 的 这 些 也 完全 适合 于 泛 函 多 ,2 MN. 

GO) 记忆 公理 本 构 变量 在 远 钢 现在 的 过 去 时 世 的 值 不 


eR Te PS Pt SRAN Ek „ЕЕ ИДА АЧ 
AANEREN REEE”. ARAB RT ABA 
的 数学 表述 .下 面 两 个 有 限 的 解释 对 于 我 们 的 目的 来 说 是 足够 的 . 

а) 光滑 记忆 ”假设 存在 一 个 对 于 每 一 物质 点 都 适合 的 
WH то 三 +， 使 得 热力 历史 СХ, и) 和 OR гу E r = : hf 
对 于 所 有 的 Xe së 分 别 具 有 PP 阶 和 4 Br3 85 Talor 级 数 展开 
式 , 即 


XCX: pr) = KK + (z — R(X +e 


ETD xK ы) 
(5.3.23) Р) 
OX) = OK OD + (z — DICE) tee 


+ — D“ өш) 
а 


1) АЕ А JME EREEREER оаа W 5 
ЖЕЛИ КОБ AIRE, ЭК Ж ЛИК ЕПА. SESI БОА УНЕ К 
使 得 它 能 反映 出 接近 Х MASHERE, AIRERA 20 ЕЛЕП 
ШЕЕ IZ ТЕ X 处 的 热力 历史 的 邻 城内 的 连续 性 可 以 用 Ж 作为 
ORAM MRI BR Sli, Eringen [1965]， 也 可 参见 记忆 公理 . 

2) 这 个 概念 是 由 Boluzmanu[1874] 和 Volierra [1913, 1930] З, Str- 
aneo[1925] BRET MB UAH. Bi Coleman 和 Noll[ 19611 
RAT APR ЖЕЛ. 
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т,<г <, Хє@ 

式 中 

x= OE) во. 8 

Oe? іх On Ix 

ORAM EE EIEN. 使 得 它们 对 于 хе, г) MOCK) 
x(X',), KCK ye, CK) 
GCK ,GK 2), 0,6900 „у 
来 代替 , 则 我 们 就 说 ,它们 满足 光滑 记忆 公理 。 在 这 种 情况 下 ， 任 
AMORA X ERA: 较 远 的 运动 历史 不 影响 X 处 的 物质 点 在 
时 刻 + 的 物质 性 态 ， 然而， 在 狭义 上 ， 高 阶 时 间 率 СХ, г) 和 
OOK ‚гу 的 存在 性 将 显示 出 某 种 记忆 相关 狂 ， 这 种 物质 具有 下 
列 形式 的 态 构 方程 : 
《5.3.25》 UK = Fix (Хол), OPK), Xy) 


(5.3.24) 


这 种 物质 被 称 为 变 率 钢 物 质 。 如 果 采 用 (5.3.11) 型 的 泛 函 方程 , 则 
(5.3.12) 型 的 方程 启示 我 们 可 用 这 种 形式 的 方程 来 表征 特殊 物质 . 
(b) 减退 记忆 ”函数 x(X',r) HOCK, r) 可 以 不 是 光 
神 的 ,以 致 没有 (5.3.23) 型 的 Taylor RAR. REME, RAW 
可 使 得 本 构 涉 函 关 于 这 些 函 数 和 /或 它们 原来 不 连续 的 时 间 导数 
变 为 光滑 的 。 在 这 种 意义 下 ， 沁 忆 原 理 是 对 于 遇 应 东 函 的 一 个 光 
背 性 要 求 。 为 使 这 个 概念 数学 化 ,我 们 引进 一 个 影响 函数 , 它 和 远 
的 过 去 相 比 更 有 利于 泛 泡 的 短 时 依赖 性 。 令 —,G— r) > 0 是 
定义 在 一 co <r <: 上 的 一 个 省 数 , 并 使 得 
(5.3.26) 7,00) =1, lm G— r2?.Z,G -- r) = 0 


则 我 们 说 AGr) ЖАЛ t 阶 的 影响 函数 。 例 如 


уз НЦ 
(5327) © Z,G— r) GG = iP 


BMAF p PRO k. ЖЫЛА 
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(5.3.28) SF Lam tyme, ard 
ЗЕ МЕЖИТ АО MK. Gr) 可 以 是 X HAR. 
x(X',r) 和 x(X' ,之 间 的 赋 范 距离 或 x(Xr) — xX „уйй 
SF 范 数 可 以 定义 为 
(5.3.29) \к(Х „у —х(Х 2), 

= || 66 — intr) — ace, рше" 


式 中 || 表 未 其 中 矢量 的 大 小 。 

减退 记忆 公理 可 以 叙述 为 : 对 于 所 有 X'e Bh 6.329) 
Butik RIED тузт + A З SRP EREA 
下 连续 的 ， 换 句 话说 ,对 于 每 一 个 “> 0, {Ей а>» OM b >0, 
使 得 
(5.3.380) eC) PC Xe] 

— FIX ,0K ,Xs <e 

只 讼 对 所 有 的 时 间 г<; 及 Хе 都 有 
(5.3.31 СХ) — x(X:,)| < 
(5.3.31), I у — OX ly < b 


RAR а) М, Bib, SR xX, гу 和 
aK) xC, 和 Ө(Ж „у 分 别 相差 非常 小 时 《对 于 正常 
Жалп 5， 不 等 式 (5.3.31) 被 满足 时 )， 则 相应 的 泛 函 外 此 就 是 很 
接近 的 (不 等 式 (5.3.30) 被 满足 )。 因 此 ,在 《X, г) 处 与 这 两 个 不 
同 历史 对 应 的 应 力 相差 也 是 很 小 的 。 影响 函数 .7 的 存在 使 HE 
近 于 时 刻 : 的 历史 对 应 力 的 影响 比 远离 的 时 间 要 大 

恰 恕 函数 的 情形 ,我 们 可 以 把 上 述 定 义 应 用 于 F WA SRR hpa W: 
St, 这样, 减退 记忆 的 强 公理 可 用 假设 F 的 真 到 ” 阶 的 所 谓 Fréche $ 
SOOPER. TAF AS Freche 导数 在 白 大 于 (n + 1/2 ) 阶 的 影 
Па ТААЗ АО Hilber 空间 时 刻 的 历史 邻 域内 是 连续 的 ， 因 为 ,我 们 将 
只 处 巩 线 性 简单 物质 ,所 以 ,不 采用 这 样 的 强 减 退 记 忆 公 理 . 

上 面 讨论 的 记 志 公理 对 于 其 它 的 本 构 泛 函 也 是 成 立 的 。 

(уш) 相 容 性 公理 АКИДА SH RAN 
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以 及 Clausius-Duhem 不 等 式 - 

这 个 公理 陈述 了 这 样 一 个 事实 , 即 在 表述 本 构 方程 时 ,我 们 必 
须 遵 守 基 本 的 运动 定律 。 当 某 些 本 构 变 量 可 从 运动 方程 得 到 时 ， 
这 个 公理 还 可 以 用 来 帮助 我 们 消去 对 这 些 本 构 变量 的 依赖 性 。 例 
如 ,在 本 构 泛 函 中 无 需 包 含 对 质 最 密度 的 历史 的 依赖 性 ,因为 它 可 
HF AREA DBE: 

Ox, (X' и” 
бзэ) gM ym det (з). 
除非 在 某 一 固定 时 刻 一 +， 这 种 对 于 zkx' 的 依赖 性 只 由 它 的 
行列 式 来 决定 。， 对 于 某 些 物质 (例如 流体 ), 便 是 这 种 桓 涡 。 在 这 
种 情况 下 ,可 能 包括 在 一 + 时 本 构 泛 函 对 于 o(X', r) 的 依赖 
ж. 

Clausius-Duhem 不 等 式 可 以 用 来 消去 对 出 现在 本 构 泛 ВА 中 
某 些 变量 的 依赖 性 . 例如 ,对 于 热 弹性 固体 ,我 们 将 会 看 到 内 能 和 
毁 与 温度 的 娣 度 无 关 。 在 第 4.6 节 中 ， 定 理 1 提供 一 个 在 其 些 条 
件 下 Clausius-Dúhem 不 等 式 能 使 温度 6 由 内 能 密度 (方程 
《4.6.17)) 导 出 的 例子 ， 


F 


54 热力 物质 


在 本 书 中 ,我 们 只 处 理 连 续 介 质 的 变形 和 运动 ,不 研究 化 学 的 
变化 ,而 电磁 学 的 效应 则 放 在 第 十 章 中 讨论 .有 一 大 类 物质 在 变形 
时 是 不 发 生化 学 转换 或 不 产生 明显 的 电磁 效应 的 ,然而 ,变形 和 运 
动 一 般 要 产生 热量 。 反之， 物体 由 于 热量 的 变化 也 要 引起 变形 和 
流动 。 热 量变 化 对 于 物质 性 态 的 影响 与 其 范围 和 激烈 程度 有 关 ， 

热力 本 构 方程 在 于 描述 性 态 受 到 变形 和 热量 变化 影响 的 那些 
物质 的 物理 性 质 ， 根 据 因果 人 性、 等 存在 和 决定 性 公理 ,这 些 物质 的 
本 构 方程 可 以 用 (5.3.2) 一 (5.3.5) 的 形式 来 表示 , 即 
(5.4.1) t(X,2) = F [xX r), 0R r), Xa] 

(5.4.2) 9(Х,) = #[x(X',r),0(X r ),X,:] 
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5.4.3)  #(Х„у=<=в[х(Х„),ӨСХ' r), Xar] 
(5.44) (Xt) = A(X’) CX’ r), X] 
ЖА Fg, # MY 服从 在 第 5.3 节 中 所 述 的 本 构 理论 
公理 的 限制 。 现 在 ,我 们 着 手 推 导 这 些 公理 的 推论 . 4 对 于 所 
有 的 泛 函 ,方法 是 类 似 的 ,所 以 为 了 简短 起 见 ， 我 们 只 对 应 力 泛 函 
多 进行 分 析 ， 然后 ,用 类 似 的 方法 即 可 直接 写 出 关于 S, g 和 
A 的 结果 。 我们 从 公理 《iv) 的 家 用 开始 。 
客观 性 公理 的 推论 根据 这 个 公理 , 泛 函 多 ”的 形式 在 性 
何 两 个 客观 上 等 价 的 运动 中 应 是 但 同 的 , 即 
(5.4.5) FRX 47) ,60K ,1) Xe] 
= FRX.) OCX 7), XE] 
对 所 有 的 QG), bO) 称 “ 使 得 
x(X',2’) = QCC r) + bC’) 
(5.4.6) QQ = Q'Q= l, Z=r—a 
考虑 标 架 x 的 下 列 三 种 特殊 变换 :; 
(а) 空间 标 架 的 刚性 平移 ”对 二 这 种 情况, 取 QG) = I, 


BEN 的 物质 点 X RATE. 由 (5.4.6) 得 到 
x(X',) = XK — (Kr), For 
将 此 式 代 入 (5.4.15), 我 们 得 到 
(5.4.7) ЕХ) = Fix r) — x(X,r),0(X',r),X :] 
O Wine < 
Q=, 60) = 0, a=: 
则 由 方程 (5.4.6), 我 们 得 到 #= 9。 因此 , 泛 函 多 与 + 无 关 , 即 
t= F{[x(%' г) aX р), X] 
引入 
(5.4.8) татр 1 020, 0= r' < c 
并 把 上 面 的 结果 与 (5.4.7) 相 结合 ,我 们 有 
6.4.9) HX = #{х(Х„—')—х(Х, 
t—0'),0(X' 2 —7°),X) 
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Rit, sr ЖРТГА K 对 于 目前 时 刻 的 相对 运动 
和 温度 的 历史 的 泛 孙 。 

(с) 空间 标 架 的 刚性 转动 ROR b= 0, a= 0,00) 
是 任意 的 。 这 表 未 空间 参考 标 架 的 任意 与 时 间 有 关 的 转动 。 在 这 
种 转动 中 ,应 力 t 转换 成 
(5.4.10) EKA) = ООХ О) 
利用 (5.4.5), 对 于 所 有 服从 (5.4.6); 的 QC), rr 220, 我 们 得 到 
(5411) Ос) XX „ә — rr) (Хг), (К 

= 2),Х1070) = #00 — xX pa 
= т) — x(KX,;: — т7)1,0( p — r’), X} 

为 使 多 是 客观 的 ， 此 式 是 必须 施加 于 它 的 限制 。 反之 ， 如 果 由 
GAIEZA 多 ， 具 有 满足 (5.4.11) 的 形式 (5.4.9), 则 它 一 
定 满足 客观 性 原理 。 这 是 因为 空间 参考 标 架 的 任何 一 般 刚 PE E 
动 和 时 间 的 迁移 都 可 以 由 上 面 三 种 变换 相继 得 到 。 此 ,服从 
Сало азу ERMA AEB DH 0 0 
本 构 方 程 、 方 程 (5.4.9) 还 必须 满足 其 余 的 公理 ， 即 物质 不 变性 公 
理 , 邻 域 公理 ,记忆 公理 和 相 容 性 公理 。 

物质 不 变性 公理 的 推论 。 ”如果 物质 存在 对 称 性 、 则 这 种 对 
称 性 可 以 由 物质 参考 标 架 X 的 正 交 变换 群 1S) 和 平移 (B) ж 
表征 。 于 是 ， 响 应 函数 由 施加 于 它们 的 条 件 所 限制 ， 这 些 条 件 使 
得 在 变换 
(5.4.12) X—SX+B 
之 下 ,响应 函数 是 形式 不 变量 ,其 中 , 对 于 群 {S} 的 所 有 元 素 SH 
k 
(5.4.13) SST = 575 =1, 4:5 = +1 
使 用 和 上 面 关于 客观 性 公理 所 用 的 同样 方法 ， 网 可 得 到 这 些 条 件 
的 推论 ,只 是 在 目前 情况 下 ,变换 适用 于 物质 坐标 Xe PE, A 
如 ,应 力 响 应 泛 范 多 -必须 满足 于 式 : 
《5.4.14) (Хт) — xX ys — r), CX yt — 2), XI 

= #[x(SX' + B, — r) — x(SX + B,; с), 
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@(5Х + B, —т'),5Х + B} 
{8} 是 真正 交 变换 群 时 ，(5.4.14) 给 出 半 各 向 同性 《 异 向 各 向 
:同性 ?物质 的 限制 , 当 (S) 是 完全 群 时 , 物质 称 为 是 者 向 同性 的 . 
ARRAT B 时 , 则 物质 是 均匀 的 。 在 这 种 情况 下 ， 多 不 明显 
地 依赖 于 X. 
在 (5.4.14) 中 包含 了 所 有 已 知 物质 的 对 称 性 限制 。 在 完全 正 
交 群 的 无 限 多 元 素 中 ， 有 12 个 不 同 的 元 素 就 足够 用 来 描述 32 类 
结晶 物质 的 对 称 性 。 在 第 六 章 中 ， 在 把 这 种 变换 群 用 来 简化 本 构 
方程 时 ,我 们 将 讨论 各 向 异性 弹性 物质 . 
光滑 邻 域 公理 的 推论 — 假设 函数 (Ka — r) OX, 
tr) E X' = X 处 对 所 有 rT 守 0 具 有 (5.3.19) 形 式 的 Taylor 
展开 式 , 则 这 个 公理 表示 ,响应 泛 函 是 充分 光滑 的 ， 并 多 许 有 表达 
式 
(5.4.15) EX, = #[хк(:—т'),хкк(—т'),-+, 
Хк укку ~~ r) Ol —т'), 
B G т), Bak ky KG — T); Dr, X] 
(KisKas Keats 3 Ko) = 1,2,3 
因为 多 不 再 是 X HERRA МГЕ, MOOT RE E sr 
的 自 变 量 中 ,我们 省 略 以 ， 亦 即 我 们 采用 记号 
(5.4.16) x<G г) ах (Хит) 
8G — rr)=6(X ,: — т') 
在 (5.4.15) 中 ,还 表明 多 与 三 个 矢量 Dx GX. 因为 在 三 维 空 间 
:中 ,所 有 从 X 处 引出 的 方向 矢量 K —Х 都 可 以 沿 三 个 矢量 Dx 
BASH, Ait, # at Dx 的 依赖 性 是 展开 式 《5.3.19)》 中 出 现 
Хк 一 Хк 的 结果 .矢量 Ок 称 为 物质 描述 符 〈descriptor)。 我 
们 可 以 选取 坐标 Xk WERE I KRE De, Ali, HHH 
"依赖 性 的 目的 在 于 强调 多 的 形式 与 基 矢 的 选择 有 关 的 事实 。 物 
质 描述 符 表示 在 物质 点 X 处 的 物质 性 质 与 方向 是 有 关 的 。 在 不 
致 发 生 混淆 时 ,我 们 可 以 从 本 询 泛 函 中 省 略 Ок, 
由 形式 《5.4.15) 的 本 构 方程 所 表征 的 物质 称 为 非 简单 的 物质 
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梯度 型 物质 ， 物质 梯度 的 阶 对 代表 由 sr 的 自 变 量 所 定义 的 物 
质 的 阶 ， 
定义 1 РЕЛ PARAR ОЙ 20, ° 


EDESA DAET # GCP, 0) йй. 

对 于 大 多 数 的 物质 ,在 ХА t, ае 和 ?只 受 X HK 
ЖИИ, Вр X — X 是 非常 小 的 。 在 这 种 情况 下 ， 在 
(5.4.15) 中 可 以 只 采用 第 一 阶 的 梯度 ,这 种 物质 称 为 简单 物质 。 

定义 2 力学 1 阶 和 热学 1 阶 , Ий GO, D 阶 的 热力 物质 称 
为 简单 物质 。 这 时 本 构 方程 (5 4.15) 取 下 州 形式 : 

(54.17) t= Fix — r'),0G т), Oe — r); Dr, X] 
有 必要 指出 ,简单 物质 包含 着 许多 子 类 .例如 ,在 (5.4.17) 中 , 当 不 
存在 对 xx 的 依赖 性 时 ,我 们 得 到 GC0,1) 阶 的 刚性 物质 。 类 似 
的 , 当 不 存在 对 Өк 的 依赖 性 时 ， 我 们 得 到 GCi,0) 阶 的 非 热 传 
导 物 质 ， 许 多 其 它 的 特殊 物质 , 例如 , .弹性 物质 、Stokes 流体 都 
可 证 明 是 包含 在 (5.4.17) 中 的 特殊 子 类 .还 必须 指出 ,如 果 我 们 在 
(5.4.15) 中 保留 高 阶梯 度 ， 则 我 们 可 得 公 各 类 非 简单 物质 ， 例 如 ， 
HEF 的 自 变量 中 引 人 x<. G — r) 上 时， 我们 可 得 到 偶 应 力 理 
e. С(0,0) 阶 的 非 简单 物质 是 刚性 物质 ,而 CCP 0) 阶 的 非 简 
单 物质 是 非 热 传导 物质 ， 

由 (5.4.15) 形 式 的 本 构 方程 描述 的 物质 是 记 亿 相关 物质 ， 即 ， 
在 时 刻 * 在 XX 处 的 应 力 依赖 于 变形 梯度 、 温度 和 温度 梯度 在 时 刻 
# 以 前 的 历史 ， 应 力 还 依赖 于 时 刻 :在 X 处 的 方向 De, 180, 
物质 可 能 是 各 向 异 作 的 。 

由 (5.4.15), 我 们 可 以 定义 一 个 新 的 泛 阔 FE， 其 分 量 为 
(5.4.18) Рк, = хык К тух (Хә), 

ZA F.L 关于 空间 参考 标 架 的 刚性 运动 是 标量 不 变量 ( 即 , CH 
客观 的 )。 根 据 Cauchy 定理 [参见 第 4.8 $], 在 某 一 轩 刻 ， 自 变 
MRE zk, ,Tx,' (Kam 1,2,3) 的 单 值 函数 Ек, 必定 可 以 化 
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为 这 些 自 变 量 矢 景 中 每 次 取消 个 的 标量 积 的 函数 ， 列 出 这 些 独立 
et 很 麻烦 的 [参见 附 订 表 B1]。 对 简单 袍 质 来 说 ， 它 们 
HERS 
Gai oa = т) dur — Tr — г) 

detz glt — r') = [detCk Gr) = Z 
于 是 ,对 于 简单 物质 ,我 们 有 
Pre PeelCunG — т'),о G — т'),д(-—— т”), 
Өк — r');D,,X1 
对 于 由 (5.4.18) 解 出 的 P， 我 们 得 到 简单 物质 的 应 力 本 构 方程 
(5.4.20) га (Ж,2) = Feel uw — z), G — r), 
9(2— r), OG — т');Юк,Х]1ХкХ 
光滑 记忆 公理 的 推论 如果 在 (5.4.15) 中 ，' 色 BE EB Ea 
数 在 т=з 时 关于 r 具有 人 连续 的 偏 导数 ,由 这 个 公理 指出 ， 在 
范围 r, < z' < r, —00 <r, 之 内 具有 有 限 记忆 的 物质 类 的 泛 孙 
可 用 包含 梯度 的 各 种 时 也 率 的 函数 来 表示 。 例 如 ， 
(5.4.21) t(K,;) = f(x ki Жк; 
6,8,8,.-. ;8,к, Ó ebr DrX] 
对 于 每 一 个 梯度 ,时 间 率 的 个 数 与 这 些 梯 度 的 记忆 强度 (在 某 种 意 
义 上 ) 有 关 、 我 们 指出 ，f 不 再 是 一 个 泛 阔 , 它 是 所 列 自 变 量 的 张 
量 值 函数 .这 种 物质 称 作 是 率 型 的 。 含 有 变形 梯度 的 直到 ? 乡 阶 的 
时 间 率 ， 并 且 含有 温度 及 其 宰 度 的 直到 4 阶 和 > 阶 的 时 间 率 的 简 
单 变 率 型 物质 的 应 力 本 构 方程 具有 形式 
(5.4.22) t(X,2) = ECx k RR RS 
9,6,8,-.-69;0 < Ó к, Ox; Dx, X] 
客观 性 公理 限制 这 些 函 数 的 形式 . 事实 上 , 我 们 已 经 利用 了 
《5.4.20), 并 已 假设 出 现在 Fe 中 的 自 变量 CG — r),0G — г) 
等 等 具有 p,qg'… 阶 的 连续 偏 导 数 , 于 是 , 这 个 公理 可 以 看 成 是 为 
TH ғ 
(5.4.23) ty CK) Е. (Сым, Син, Cans СЗ 
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s +60 .6,5,. 60; 
8,6, Ó... OR Юк, XOXE Хы 
来 代替 (5.4.20) 要 对 Е 施加 光滑 性 的 充分 条 件 。 

对 于 基 一 类 物质 , 当 在 (5.4.15) 中 不 出 现 阅 度 的 时 间 率 时 ， 我 
们 就 可 以 用 减退 记忆 公理 代替 光滑 记忆 公理 "7。 关 于 线性 粘 弹 性 
物质 的 减退 记忆 公理 的 挫 论 将 在 第 九 章 中 讨论 ， 

相 容 性 公理 的 推论 。 ”根据 连续 修 方 程 (5.3,32)，Fxz 对 于 
рт 的 依赖 性 包含 在 它 对 于 Ск. RBS. 因此 ， 可 以 从 
Рк, 的 自 变量 中 消除 o"。 这 是 由 相 容 性 公理 得 来 的 结果 , 即 Pxr 
必须 与 质量 守 便 方程 相 窜 。 但 是 ,关于 这 一 点 ,必须 小 心 从 事 ， 因 
为 在 某 些 情况 下 (例如 流体 ), 在 r — z 时 ,对 于 Cer 的 依赖 狂 也 
许 不 出 现 ;然而 ,如 像 在 第 5.3 节 中 所 解释 的 那样 ,对 于 o КОЙ 
性 却 必须 加 以 保留 。 因 此 ， 我 们 可 以 从 方程 (5.4.20) 和 C5.4.23) 中 
去 入 өз 以 及 它 的 时 间 率 ， 对 于 简单 物质 ,由 (5.4.20) 和 (5.4.23) 
我 们 分 别 得 到 
(5.424) aX, = Feel Caw — r),0G — r), 

ёк(а — т'),Х1ХкХ 
(5.425) (Хғ) = Feel Caw, Ĉun un," С930,0,8, 

+ OP 300,60 OPER AX. 
Clausius-Duhem RSA MAME AE ТЖ — HON xf 
于 各 种 特殊 类 型 的 物质 ,例如 ,弹性 物质 , 粘 福 流体 ,这 些 限制 将 在 
也 下 各 节 中 研究 。 对 于 更 一 般 的 情况 ， 读 者 可 参见 第 九 章 以 及 
Eringen[ 1965, Art. 4], 
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i) Coleman 和 Noll[1960] CILY WIE “Mt TRY UT abi 
忆 公 埋 来 得 到 变 率 型 的 简单 物质 。 
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变形 梯度 x. MMO 有 关 , 而 与 过 去 的 热力 历史 无 关 。 


弹性 物质 的 本 构 方程 给 定 为 


(5.5.1) t(X,2) = f(x,x,6,Dx,X) 
1 (5.5.2) aX, +) = grr,0,Dk,X) 
(5.5.3) s(X,r) = е(хк,6,0к,Х) 
(5.5.4) (Ху = я(х,к,6.0к,Х) 


“ 自 变量 矢量 Dx AYRE, ЕЗЕН ЖЖ ARR 6,4,2 和 
# 对 于 方向 的 依赖 竹 的 。 应 指出 ， 这 些 方程 是 (5.4.17) 的 特殊 情 
况 , 在 那里 去 掉 对 9,x(t r) 的 依赖 性 ,并 且 在 т' 关上 时 消去 对 
于 xxG —т') 和 OG r) 的 你 赖 性 即 得 弹性 物质 的 本 构 方 
E., 这些 方程 也 是 (5.4.22) 的 特殊 形式 。 在 这 种 物质 中 所 发 生 的 
变化 公 出 时刻 z 的 构 形 的 变化 所 引起 ， 选取 参 洽 构 形 发 作为 未 
变形 的 和 无 应 力 的 初始 构 形 ,并 具有 均匀 温度 , 则 我 们 看 到 ， 在 时 
ЗД * 的 应 力 是 由 构 形 和 滥 庆 对 于 初始 状态 的 相对 变化 所 引起 的 ， 
而 与 中 间 的 变化 无 关 。 因 此 ， 这 种 物质 对 于 初始 构 形 一 一 不 是 任 
何其 它 的 构 形 一 一 具有 完全 的 记忆 。 

用 与 (5.4.18) 相 同 的 方法 ,由 (5.5.1) 和 (5.5.2) 我 们 可 按 下 式 定 
义 两 个 新 的 函数 <í О: 
(5.5.5) Ёк = warsnifats Qe = KB 
函数 Felke 和 ?关于 空间 参考 标 架 的 刚性 运动 是 标 Ft 
不 变量 , 芭 , 它 们 是 客观 的 。 根据 Cauchy 定理 [参见 第 4.8 节 ], 它 
们 必定 化 为 三 个 矢 景 x, 的 标量 积 以 及 它们 的 行列 式 的 函数 , 亦 
即 ,它们 必定 是 
(5.5.6) Ски = utrne» detr = CdetC pL)” = pofp 
WAR. Ра, RNA 
Ек. = Еа (С,ө',0,0к,Х) 
Qr = Ox(C,0°',0,Dx,%) 
(5.5.7) s= ¢e(C,p ,0,Dx, X) 
n= а(С,07!,9,рк,Х) 
除非 我 们 的 兴趣 是 在 F 和 Q 的 某 些 近似 性 ,否则 考虑 到 相 容 性 
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AH {ТЕПЕ НЕШ of, RE С, 则 ”可 由 连续 
性 方程 (5.5.6), 来 决定 。 因 为 Fe 和 Ок 是 关于 坐标 系 Xx 的 ， 
所 以 我 们 不 需要 强调 对 于 描述 符 Dx 的 依赖 福 。 利用 (5.5.5) 对 
f fü g 求解, 则 导出 本 构 方程 


(5.5.8) ty РкС(С,6,КуХкХ 
(5.5.9) а Ок(С,0,Х)уХк 
(5.5.10) s= ‹(С,ө,Х) 

(5.5.11) n = „(С,6,Х) 


相 容 竹 公理 要 求 (5.5.8) 一 (5.5.11) 必 须 与 质量 守重、 动量 字 衡 、 能 
最 守恒 原理 以 及 局 部 Clausius-Duhem 不 等 式 相 容 , 即 


(5.5.12) pol e = Vu 
(5.5.13) ta + oC — 6) = 0 
(5.5.14) тш = tn 
(3.5.15) ө = tudu F Qa + ph 
š / é 1 1 
(5.5.16) А (i i)e 2 tat у ФА 2 0 


其 中 ,方程 (5.5.12) 在 从 响应 函数 F, О, е 和 ”的 自 变 量 中 消去 
р, 时 已 经 用 过 一 次 。 下面 ,我 们 应 用 Clausius-Duhem KER, 
汉 (5.5.8) 一 (5.5.11) 代 入 (5.5.16), 册 有 


Ən ae у, CRT 
Ate Ne _ 8 
° (sex 6 Baw net olay — у ae) 


1 1 
+ — риба + — Ф 2 0 
g uda # 904 


联 立 (2.7.3) 和 (2.7.5), , 则 得 


(5.57) бе = Muraena 
此 ， 
ðn _ 1 де 
5.5.18 [aef L зата + |4 
( ) oj far| d 


L 

8 

+ “(эк -1 Se + as BO 
a 98) TF 
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这 个 不 等 式 对 于 所 有 独立 的 热力 过 程 都 必须 成 立 。 因 为 此 式 仅 是 
6,d 和 9.x 的 线性 组 合 , 答 它们 的 系数 与 6,d 和 өк BR. M 
以 ,《5.5.18) 不 能 对 所 有 的 Od 和 Oe 都 成 立 ， 除 非 这 些 项 的 系 
BONDS. 因此 有 


u= 20 


Cre OCs 


де дп 
6 一 2 ( 0 ) РИ" 
P ETPA 5 LT 


ё, Б] 
人 ака 


(5.5.19) 
an _1 де _ 
бе 006 
= 0 
我 们 引进 自由 能 几 
(5.5.20) фев — 0n= е — n = ф(С,6,Х) 
在 前 述 方程 中 利用 此 式 , 则 得 
tale ae XC KAD 
0 一 2p >. TD 上 
(5.521) ôb 
" 86 
aad 
把 (5.5.21) 和 (5.5.8) 一 (5.5.11) 的 对 应 方程 相 比 较 ,我 们 得 到 
В 2 н CusC ut 
(5.5.22) or 一 0 
= p0 Ob 
sab Oe 
= — Ob 
a 86 
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图 此 ,我 们 证 明了 
定理 1 т aa 


235280 E p. 


G524) д0 
1 ax 
5.5.25 s= (х 692 
6525) e= (эө) 
(5.526) q= = 1 
m д0 
式 中 
(5.5.27) 2 У(С,0,Х)=ф 


RERE, CERE 


P 02 weeny = 0 
о, OCxL ТАКА 


因为 Cxt = Сак, ЫЕ (5.5.28) 是 恒 被 满足 的 。 由 形式 
《5.5.23) 一 (5.5.26) 的 本 构 方程 表征 的 物质 称 为 Green- 弹 性 物质 
或 超 弹 性 物质 . 

把 (5.5.23) 一 (5.5.26) 代 入 能 量 方 程 (5.5.15) 中 ,我 们 得 到 


(5.5.29) 


(5.5.28) 


А 
Ао 
"79 


于 是 ， 在 超 弹 性 图 体 中 ， 


热源 时 《〈A 一 0)， 我 人 
我 们 注意 到 ,对 于 
定理 2 
OR BATE. 5.2 

《5.5.29), 便 得 到 


TE 一 0， 
HOGER KERR от 为 零 。 因 此 有 


ЕЕЕ КЕЖЕ Е Gy. 


5),(5.5.26) 代 入 能 量 方程 (5.5.15)， 并 利用 


*171. 


(5.5.30) £ $ + mÓ — зый 
po 


附注 : 必须 注意 ，Clausius-Duhem RER 《5.5.18》 可 以 在 
其 它 的 特殊 条 件 下 被 满足 。 例如 ， 我 们 可 以 有 6 一 0， 在 这 种 
情况 下 ,我 们 不 需要 满足 (5.5.19), 这 相当 于 定常 的 温度 变化 .类 
似 地 ， 在 其 它 特 殊 情况 下 ， 记 询 匀 温度 的 情况 ， 在 这 种 情况 或 在 
9 一 const. 的 铺 况 等温 变 化 )， 不 需要 有 a= 0, 第 三 种 情况 
则 是 d= 0《 刚 柱 运 动 ) 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 因 为 (5.5.19) 
不 必 被 满足 ,所 以 应 力 t 是 不 确定 的 。 这 些 特殊 情况 相当 于 本 构 
函数 的 自 变量 必须 满足 某 些 约 束 。 当 这 些 限 制 实际 上 存在 时 ， 必 
须 对 本 构 方 程 的 最 终 形式 作出 适当 的 修正 。 一 个 重要 的 情况 是 
ЖЕЙН НЕНЕН. 

不 可 压缩 弹性 固体 在 这 种 情况 下 ,质量 密度 保持 不 变 , 即 
(5.5.31) plp— Ville = 1 
ЛАС ЕТ, PBC 的 所 有 分 量 Ce, 是 不 独立 
的 , 办 此 ,在 计算 偏 导数 ӨФ/дСк 和 Ә>/9Ск 时 ,我 们 必须 特 
Bb, 为 此 ,可 以 利用 Lagrange FUE. 于 是 ,在 计算 这 些 仿 
导数 时 ,我 们 用 


-2 — 
Ф—5 " GHe— 1) 
来 代替 Ф.Р ”是 未 知 的 Lagrange 乘 子 .把 此 式 代 人 《5.5.22》9 
并 利用 等 式 


ӨШ 
ao Cur = M8; 
DC Си" cone 


我 们 得 到 


(35.32) Fen = —Poxn +20 ot 


Curl 
ӘС мкСні 


1) Truesdell 11952,р.174] 和 Eringen[1962, Аг.45] 利用 (5,5.30 Ra 
AMAR TA EE ЕКШЕ Ж. 
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Жир 9416Cww 是 在 不 考虑 限制 (5.5.31) 下 计算 的 。 因为 F 由 
(5.5.32) 给 出 ,所 以 不 可 压缩 弹性 司 体 的 应 为- 应 变 关系 (5.5.23) 具 
有 形式 


as 
5.5.33 ы = —~P8y + 2 
¢ ) “ Pan аску 


Жока. 


式 中 Le роф. 
ВЕБ ЖЕР г) ЕШ Б ЖАПЕ, КЮ RA PR 
知 量 应 该 由 微分 方程 的 积分 并 利用 边界 条 件 才能 决定 。 我 们 告诫 
读者 注意 这 个 压力 和 由 (4.7.16) 定 义 的 热力 学 压力 = 之 河 的 区 别 ， 
本 构 方程 (5.5.23) 一 (5.5.26) 和 《5.5.33) 对 各 向 异性 弹性 物质 
也 是 成 立 的 ， 物 质 不 变性 公理 对 这 些 方程 加 上 一 些 限 制 ， 如 果 物 
质 具 有 由 物质 轴 K 的 正 交 变换 群 (S) 和 平移 (B) 所 表征 的 对 
称 性 条 件 , 即 
(5.5.34) X=SX+B 
(5.5.35) 957 一 S7S — 1, detS= +1 
则 根据 物质 不 变性 公理 , 当 用 由 (5.5.34) 表 示 的 任何 物质 轴 X 代 
Ë X 时 , 蚁 应 函数 瑟 必 须 是 形式 不 变量 , 即 
(5.5.36) 2(€,8,X) ~ 3(C,0,X) 
这 里 我 们 有 


CSCsr, 9—0 
因此 ,对 于 群 {S} 和 {В} 中 的 所 有 元 素 ,必须 有 
(5.5.37) ZCSCS7,0,SX + В) — 2(C,0,X) 
如 果园 体 是 这 样 的 , 即 在 肥 8 一 了 和 B 一 一 X 时 ,(5.5.37) 对 物 
体 中 的 所 有 物质 点 都 成 立 , 则 我 们 就 会 看 到 , 5). 5 X ж.ж, 
辕 体 称 为 均匀 的 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
(5.5.38) х= (Сө) (ЕНК) 
(5.5.39) =(SCS" ,0) = x(C,9) 
KAKA RE X ЖК ИЕЛЕ ПИА КИЕ ЖБ ЯА BJ 均 22 
辐 体 的 本 构 方 程 。 32 ВОНА REET hR {S} 中 的 11 个 
适当 的 元 素 和 轴 X 的 反射 来 得 到 。 在 第 六 章 中 ， 我 们 将 讨论 线 


из. 


性 理论 的 各 种 对 称 性 要 求 "， 


5.6 各 向 同性 弹性 物质 


B Sk. 是 完全 正 交 群 时 ， 了 即 当 应 力 与 物质 轴 的 方位 无 关 时 ， 
可 得 到 最 简单 的 物质 对 称 狂 。 这 样 的 固体 称 为 各 向 同性 赐 体 . HI 
Ж, PATER, LO DBO EM x< 
的 完全 正 交 变换 群 下 是 不 变量 ?。 KEREN WA M Xx 的 所 
有 可 能 的 转动 和 反射， (5. 5. .36) 都 是 成 立 的 。 显然 ,对 于 这 种 情况 ， 
乙 不 能 依赖 于 分 量 Ск, PEERS Сы 的 不 变量 相关 。 因 
此 ,对 于 各 疝 同性 弹性 物质 ,我们 有 
(5.6.1) 5 ~ Fle, Ie, lle, 8,%) (SIE) 
由 1.1 和 We 与 其 它 不 变量 的 关系 ,我 们 得 到 

定理 ”对 于 各 疝 同性 超 弹 性 物质 ， 可 以 认为 忆 是 任 条 一 种 应 


FRE С.с, Е,с HERO KNB, RITE 

(5.6.2) Х = Х(1,1,3,6,Х) 

AP 1, пя HI 代表 上 述 任何 一 种 应 变 度量 的 不 变量 。 对 于 各 
商 园 性 弹性 物质 ,可 以 找到 本 构 方程 的 一 种 重要 形式 如 于。 ЖШ 
到 

(5.6.3) 了 一 SCectp8,X) = ZQ, ilc, llc,0,X) 

我 们 有 


(5.64) = 2È к 02 G 
k 


өх 
съдба 2 саць, одб 
Эси ТИ eu EY тру on 


这 里 ,我 们 首先 利用 了 (2.7.5),， 然 后 又 利用 了 公式 en = dn + 


1) 在 非 线性 理论 中 对 各 种 结晶 类 的 讨论 ,参见 Smith 和 Rivlin[1958]; ws 
现 Green 和 Adkins[1960, Art. 1.6]; 对 于 玉 物 学 的 分 类 见 Dana 和 
Hurlbu[1959, 第 二 章 ]. 

2) 某 些 作者 把 这 称 作 是 具有 对 称 中 心 的 或 全 对 称 的 各 向 同性 物质 。 如果 正 交 群 
是 真 的 (不 允许 反射 )， 则 这 样 的 物质 称 作 是 没有 对 称 中 心 的 ， 或 半 对 称 的 各 启 
同性 物质 。 
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wn。 将 (5.6.4) 代 入 (5.5.30) ; 则 得 


-£ Z sad — 2 Z Beg mlan = tudi 
由 此 ,对 于 任意 的 对 称 张 量 du MEARKE wu, 我 们 得 到 
(5.65) tym —2 2 8% con 
Po дса 
(5.6.6) о——2 82 cu, 
Po Өсө 


这 些 就 是 对 于 各 向 同性 弹性 固体 成 立 的 应 力 本 构 方程 。 如果 我 们 
注意 到 cu 一 ды 一 2 еы, ШИ МР] Murnaghan[1937] 的 空间 形 
式 


5.67) — (85 pn „85, 
(3.67) WT (222 Be ) 
式 中 卫 满 足 条 件 

5.6.8 — (22, – д® Vag 

¢ > po (22 “ де» “ ) 


对 于 不 可 巫 缩 弹性 固体 ,(5.6.7) 应 修改 为 


өх ðE ðE 
5.6.9 Bu + _ 
《 › tyr Poy Dey Bem Eim Demn Cim 
CARY ESE) 


因为 ,在 这 种 情况 下 ，Ilc 一 1， 所 以 现在 3 是 两 个 不 变量 L, U, 
和 6 以 及 X 的 函数 , 即 


(5.6.10) X = Х(1.,1,,6,Х) 
由 (1.10.24),, 我 们 有 

-Ll L 
(5.6.11) HL pet ot 


另 一 种 推导 方法 是 把 应 力 看 成 Pinger KERE © 的 函数 . 
TAMU, х PAROS 


к 
а -i . 
(5.6.12) һе=нС=ис, L= tC = rr (e X, 
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L= rC = trle Y 


利用 (5.5.23), 我 们 有 

(5.6.13) ty 2 z = ee 9 those 

яе, ө] а at 

5.6.14 L =a, OR 1 Ск, Ob 3 cC. C 
б ) 8 n LK ӨСкь к ӘС. LMU MEK 


把 这 些 公式 代 人 (5.6.13), 并 利用 表达 式 


~! 


(5.6.15) Cer == text, Cu Steet 
我 们 便 得 到 

一 2 #{8® ах (ауз Bey 
(5.6.16) t 21226 +22 AG у +3 OE Ze y] 


ITE, ЧЕБЕШ: a 的 Cayley-Hamilton 定理 ,我 们 有 


(5.6.17) а? = (tra)a: 一 + [(ага)#—га!]а 


+ [2 trate + (та)? 一 4 чага 1 
3 6 2 


利用 (5.6.17), 我 们 可 以 把 (5.6.16) 中 的 (е 》 用 它 的 等 价 形式 来 
代替 ， 于 是 得 到 


Os д> 
5.6.18 - — 0—31 + 2 I 
(5.618) ¢ 21a h 321+ (2:92 


308—1) ale с +2 = 
А 


+64 Bey 


利用 别 的 不 变量 可 以 得 到 与 与 (5.6.18) 等 价 的 其 他 表达 式 , 例 如 ， 如 
果 采 用 с ”的 不 变量 1,11,11， 则 (5.6.18) 可 以 转换 成 


(5.6.19) t=2 £ [Be +(u BF цу, 82 у 
p Al 


öll дш / 
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= ш -82 e] 
әп 


式 中 我 们 已 用 过 (1.10.31) 和 (1.10.32)。 SERA, Ш 
= 1， 因 而 (5.6.19) 具 有 简单 而 有 用 的 形式 

— „ӘХ б — 202 
(5.6.20) t= +2000 -2 е 


式 中 р(х) ERAEN. 
还 可 能 有 应 力 的 其 它 形 式 , 对 此 ,读者 可 参见 Eringenf[1962， 
Arts. 45—48], 


5.7 Stokes 流体 


流体 可 用 一 种 含糊 的 概念 来 解释 ， 即 在 它 的 任何 已 变形 的 形 
态 中 ,都 保持 质量 密度 不 变 , 它 对 它 过 去 的 状态 没有 记忆 。 我 们 可 
以 将 这 个 概念 闸 述 如 下 , 

定义 1 一 物体 称 秆 是 流体 ， 如 果 保 持 密度 不 变 的 每 一 个 构 


为 了 简单 起 见 ， 我 们 考虑 不 包含 超过 一 阶 以 上 时 间 率 诸 项 的 

(5.4.25) 形 式 的 本 构 方 程 , 即 
(52) aK) = Ри(С,С,е,в,8,0,8,к,д,к;Ж)ХкыХы 
如 果 每 一 个 构 形 都 是 一 个 参考 构 形 ， 则 我 们 在 保持 不 变 的 情况 
下 ?， 可 令 X — x. 由 此 

Fea —> быу Cun > быз 

Сю > 2 dutis, > 2 du 

Өк 64, бк өд 
利用 连续 性 方程 6 = 一 cdu， 我 们 可 以 消去 对 6 的 依赖 性 ， 因 
此 ,对 于 流体 ,5.7.1) 可 写成 : 
(5.7.2) tu = 69,071,0,0,9,4;04;к) 


1) REATRE TUS 1.4 节 申 引进 的 由 对 变形 张 最 te， 和 它 的 时 闻 率 来 代替 
Ci С, 然后 令 er. 


*177, 


为 简单 起 见 , 我 们 考虑 与 6, 和 0, 无 关 的 流体 ， 
定义 2 Stokes《 非 热传导 ) 流 体 是 一 种 热力 介质 ， 其 本 构 广 


(5.7.3) tu = fuld, o™,0,x) 
(5.7.4) а = n(d,e?,0,x) 
(5.7.5) s= e(d,o',0,x) 
(5.76) А = ado 1,0, D 


应 该 指出 ,在 上 述 由 (5.7,1) 刘 (5.7.2) 的 过 渡 中 ,由 (5.7.1) 给 出 
的 应 力 w 的 客观 性 特征 已 被 破坏 ， 为 了 恢复 它 ， 必 须 应 用 客观 
EAR. AER 5.4 节 中 的 做 法 一 样 , 利用 客观 性 公理 ,我 们 可 以 
证 明 响 应 函数 fige 和 w 不 能 明显 地 依赖 于 x。 另 外 ,在 空间 参 
考 标 架 x 的 任何 与 时 间 有 关 的 转动 下 ,这 些 响 应 函数 必须 是 形式 
不 变量 。 令 2K) 是 一 个 与 X) 客观 上 等 价 的 运动 , 即 
xz = Q(x + b() 


(5.7.7) бот — ото I 
客观 性 公理 要 求 对 所 有 的 Об) 和 blr)， 我 们 必须 有 
(5.7.8) + = f(d,e',0,8) = К4,07',0,к) 


对 ae 和 ?也 可 写 出 类 似 的 条 件 。 

如 果 我 们 选取 Q —1, b 一 一 x， 则 (5.7.8) 给 出 

fl(d,p 1,0,0) =f(d,p ,0,x) =t 

因此 ，f ЖЕР x. 

下 面 ,我 们 选 b 一 0, 但 Об) 是 任意 的 。 因 为 我 们 有 

t=QtQr, d= QdQ" 

所 以 ,方程 (5.7.8) 化 为 
(5.7.9) О4,р7',0)07 = £(QdQ7 0758) 

当 把 客观 性 公理 应 用 于 goe fln 时 ， 可 类 似 地 导出 下 列 限 
‘ils 


Qed, 0,6) = g(QdQ?, 0,6) 
(5.7.10) eC d,p™'59) = e(QdQ?, 07,6) 
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1(4,07',0) = n(QdQ", 07,6) | 

对 于 所 有 的 真正 交 变 换 {QC)}， 满足 条 件 (5.7.9) 和 (5.7.10) 
的 张 世 函 数 fre 以 及 标量 函数 oon 称 作 是 半 各 向 同性 的 . 如果 
轴 的 反射 也 包含 在 烙 {ОСО} 中 , 则 它们 称 作 是 各 向 同性 的 ". 这 
便 给 出 了 由 客观 性 公理 所 加 的 限制 。 

下 面 ， 我 们 辩 虑 由 相 容 狂 公理 所 加 的 限制 . 根据 这 个 公理 ， 
t, q, в 和 必须 满足 质量 守恒 、 动 量 平 衡 、 能 量 守恒 方程 以 及 
Clausius-Duhem 不 等 式 , 即 


(5.711) # + (орда 一 0 


(5.7.12) tang коф 2) = 0 

(5.7.13) tu = in 

(5.7.14) оё = tudu + qk + ph 

(5715) p (a _ 5) + A tuda + # gt > 0 

其 中 ,不 等 式 (3.7.15) 必 须 对 所 有 独立 的 过 程 都 成 立 ， 当 翅 本 构 方 
程 (35.7.3) 一 (5.7.6) 代 入 (5.7.15) 时 ,我 们 得 到 


‚(= 1 6 ү (2 1а.) 


Ody 8 дды) до! 6 др е 
(Se Lb fuda + аб 20 

由 于 mef Me 只 是 d, о 和 8 的 函数 ,所 以 在 上 式 中 d, 6 
和 6, 的 系数 是 与 这 些 量 无 关 的 。 上 列 不 等 式 不 能 对 所 有 由 d, 
6 和 0, 描述 的 独立 的 热力 学 过 程 的 变量 都 成 立 ， 这 是 因为 包含 
在 该 式 中 的 那些 变量 都 是 线性 的 ， 因 此 ， 这 些 变量 的 系数 必须 为 
零 , 即 

(5.7.16) a _1 Š м 


1) 注意 ， Ж] at > AEM 5.6 Tehi ik RE НОИ АНАА 
#. 


аз, 


бл.) On _ ld у 


8 6 д 
(3.7.18) gt—0 
TH, 
On 1 де ) 1 
5.7.19 一 一 一 da + = fuda 2> 0 
(8719) (з ө брт) t у uda 


为 了 得 到 (5.7.19), 我 们 还 利用 了 é= — du, 3КЖ(5.7.11)09 
一 种 形式 .方程 (5.7.16) 指 出 ,函数 。 一 10 是 与 d 无 关 的 。 现 
在 ,我 们 引进 自由 能 两 数 $Cp 1,09) 


(5.7.20) Pp ,0) = e — пф 
把 此 式 代 人 (5.7.17) 中 ,我们 得 到 
一 一 名 

(5.7.21) ч 38 
把 G5.7.20) 代 入 (5.7.19), 我 们 就 可 将 该 不 等 式 写成 下 列 形式 
(5.7.22) + Gu + Bu) di 20 
式 中 

0- 
(5.7.23) «(p71,0) ара 


是 热力 学 压力 。 我 们 取 

(5.7.24) piu = iy + ябы 

作为 应 力 张 景 的 耗 散 部 分 。 因为 0> 0， 所 以 我 们 看 到 (5.7.22) 

可 以 化 为 下 列 紧 竣 的 形式 ; 

(5.7.25) рий > 0 

因此 ,由 Clausius-Duhem 不 等 式 推出 耗 艇 能 必须 是 非 负 的 条 件 ， 
在 能 用 方程 (5.7.14) 中 利用 (5.7.20),《5.7.21) 利 (5.7.23), 我 们 

BAGH HRAK 

(5.7.26) об] = рый + ph 


SEMEN, SAADEH RA. 只 要 满足 下 列 条 件 之 
+1806 


б. 727) ty лбы ды = 0, ot ld 
则 热力 学 平衡 状态 就 可 能 发 生 。 这 里 ， 第 一 式 表示 非 粘性 施 体 ， 第 
二 式 青 示 刚 体 运动 ， 而 第 三 式 则 表示 一 种 主 伸 长 与 主 应 力 相 延 直 
的 运动 (或 许 是 一 种 假想 流体 的 运动 )， 我 们 还 要 指出 ， 这 些 就 是 
需要 予以 适当 注意 的 内 部 约束 的 结果 ， 对 于 不 可 压缩 流体 的 情况 
将 在 本 节 的 最 后 加 以 讨论 。 

把 所 得 到 的 结果 汇集 起 来 ,我 们 看 到 ,流体 的 本 构 方程 可 以 宇 
成 形式 
(5728) зы = —я(о?,0)8ы + ofuld, 0,0) 
(5.7.29) gg =O 


(5730) 8 = b(0',0) — 8 a 
(731) n=- 


式 中 
(5732) Ap 的 = 十 
Bp 

而 of 满足 下 列 条 件 : 
(5.7.33) Өбө» (а, ,6)Q"(t) = ,f(QdQr,;-',9) 
(5.7.34) pfud 20 
如 果 我 们 假设 of AT d 是 连续 的 , 则 不 等 式 (5.7.34) 意 昧 着 
(5.7.35) 2000,07',0) = 0 
为 了 说 明 这 一 点 , 除 da 之 外 , 令 所 有 其 他 的 du 一 0， 于 是 很 据 
《5.7.34), 我 们 必须 有 pfudu > 0, MR da > 0, MÜ ofu> O; 如 
果 da <0, W) ofa < 0. 因此 ， 当 du = 0 时 ， pf 一 0， 当 把 
这 个 论断 应 用 于 du 的 其 他 分 景 时 , 就 给 出 (5.7.35) 的 证 明 , 因 此， 
эре, RTD. 

在 处 理 Stokes 流体 的 任何 问题 时 ， 方 程 (5.7.28) 一 (5.7.34) 
必须 与 方程 (5.7.11) 一 (5.7.14) 一 道 应 用 。 ERAS (е 一 


+ 


0) ТӨХ К, ЛЕЧЕКТЕ: „ЇН ЖЕ „ИЖ BAe MIBE ва BT Ж 
4. 

TA (5.7.28) САТО НАЗК, ME pf 满足 
(6.734), BOER p = HEN ВИП X 一 x， 本 构 方程 
对 于 保持 密度 不 变 的 所 有 参 冀 标 架 x 都 成 立 。 因为 {ОСО} 是 
真正 交 群 ,所 以 我 们 在 到 ,所 有 的 Stokes 流体 都 是 半 各 向 同性 
的 。 如 果 在 群 (ОКО thitin le OC ААА Е 
的 。 
` 不 可 压缩 流 体 ”对 于 不 可 夺 缩 流体， 我 们 有 内 部 约 东 о 一 
сопы = pp。 因 此， 在 (5.7.23) 中 ，B% / др 是 无 定义 的 。 引信 
ЖАШ Lagrange HEF F(x，!)， 这 时 我 们 必须 用 下 式 来 代替 
bp ,0): 


Т 
pO) + р О» 2) 


现在 ,方程 (5.6.23) 为 
(5.7.36) ax(0) = p 
于 是 应 为 张 量 的 耗 获 部 分 定义 为 
(5.7.37) pt = ta + Рбн 

É f = 用 2 代替 以 及 现在 所 有 函数 均 与 P 无 关 之 外 ,不 可 
压缩 流体 的 本 构 方程 都 具有 与 (5.7.28) 一 (5.7.31) 完 全 相同 的 形 
式 。 上 面 引 进 的 压力 是 本 理论 的 一 个 未 知 量 ， 它 应 该 在 给 定 边 
界 条 件 下 通过 场 方程 的 解 来 决定 . 

HBR of Ж d 的 多 项 式 时 可 得 到 本 构 方程 的 进一步 简化 . 
在 这 种 情况 下 ， 可 以 表示 成 只 包含 d 的 二 次 项 的 有 限 形式 ， 
并 且 其 系数 是 d 的 不 变量 的 多 项 式 函 数 。 对 这 种 情况 的 叙述 以 
及 相应 的 线性 理论 ,我 们 建议 读者 参见 本 书 的 第 七 章 ， 对 于 非 线 
性 理论 ,可 参见 Eringen[1962?, 第 七 章 ]， 流 体 、 固 体 、 热 传导 以 及 
和 粘 弹性 物质 的 其 它 例子 将 在 本 书 的 第 5.8 节 一 第 5.10 节 和 第 八 章 
以 及 第 九 章 中 叙述 。 
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5.8 ВЕ Stokes 流体 


热传导 的 效应 是 通过 在 ;Stokes 流体 的 本 构 变量 中 引进 温度 
的 梯度 来 实现 的 . 于 是 
定义 1 热传导 的 Stokes 流体 是 一 种 热力 介质 其 本 构 方 


(5.8.1) ы = fe,d,0.4,0) 
(5.8.2) Gr = EO 58,559) 
(5.8.3) є = e(e',d,04,8) 
(5.8.4) я = то !,4,Ө8„,0) 
并 服从 相 容 福 和 客观 性 公理 的 限制 


用 和 推导 (5.7.10) 相同 的 方法 ,我 们 容易 证 明 客 观 福 公 理 对 
f,g,e 和 有 加 上 下 列 限制 : 
Qf(e, d, V9 ,8)Q" =f(p7,QdQ7,Qv0,0) 
(5.8.5) QeCe,d,W9,0) = gCo, QdQ, Qys,6) 
e(o,d, V0,0) = e(p',QdQ? ,Qve,0) 
nod, V0,0) = «(07:,0907,0%9,0) 
以 上 各 式 对 所 有 真正 交 变 换 QO WRZ. AE, KRAN foe, 
ао равне. 
Pi RAS BHR Clausius-Duhem 不 等 式 (5.7,15) 所 加 
的 限制 ， 为 此 ,我 们 首先 引进 自由 能 函数 由 


(5.8.6) p = £ — ôn 
于 是 ,不 等 式 (5.7.15) 可 以 写成 
(5.8.7) 一 HO + On) + A tud + — z na 20 
或 者 因为 
Ф == ф(р7',4,0.,,0) 
所 以 前 式 为 
о (op р ab D ¿Y 6 (a А 
ө (se Dr "+ ө, D: в) П (š +) 


(р 2% 3 1 
+ 2 (ta арт yr) dig ta 20420 


这 里 为 了 计算 в, 我 们 已 用 过 连续 住 方程 。 这 个 不 等 式 必须 对 所 
有 独立 的 变量 Ddy/Dt, 09,101, 6, Чы 以 及 8, PRI. E 
对 于 这 些 变 量 中 的 前 三 个 是 线性 的 。 因 此 ,我 们 必须 有 
дф 0 Ob — 0 
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Ody ‚ 
(5.8.8) n=- ri 

二 (名 一 ) 4 + адл 20 
其 中 , 头 两 个 方程 表明 中 与 d 和 Ө, KR. 
(5.8.9) p = (07,9) 
如 果 引 入 热力 学 压力 

-i Ob 

(5.8.10) a(o, 0) = — ae 
则 不 等 式 (5.8.8), 变 为 
(58.11) > нй + x 0420 
式 中 
(5.8.12) phy = fu + zôu 


是 应 力 的 耗 散 部 分 。 因为 pf 和 g Ж d 和 04 HRM, ML 
《5.8.11) 不 可 能 再 被 简化 。 于 是 有 
定理 1 Stokes kaka yaa RRO EEI EFE 


(5.8.13) m= ~alo” чаўы + piulo d,g8,0) 
(5.8.14) a= 2007,9,у9,9) 


(5815) s= (074.8) — 0 00 


ИТТЕ 


AH 


(5817) „(от,0)= — 00 


Өр! 
并 且 of 和 g REFIRE: 
(5.8.18) Qflp sd, V0,0)QT G) = flo, QdQ”, 0у9,0) 
(5.319) 000 (0',4,у9,0) = gC, QAQ, QY., 0) 


(5.8.20) 1-ой + z ёл 0 


假设 of R g 关于 d 和 ve 是 连续 的 ， 用 和 推导 (5.7.35) 相 同 
的 方法 ,我 们 可 以 证 明 : 
(5.8.21) of(o,0,0,0) = 0 
“ g(o7,0,0,6) = 0 

因此 ， 当 d 和 мө HEH ЕНЕ Е, RHG818) 
(5.8.19) Р 

定理 2 Stokes 热 粘 性 流体 是 半 各 向 所 性 的 .如果 在 变换 玫 
1000) 中 包含 反射, 则 这 等 价 于 Stokes 热 粘性 流体 是 各 向 同性 
的 


方程 (5.8.13) 一 (5.8.20) 必 须 与 通常 的 连续 住 方程、 动量 平衡 
方程 和 能 量 方程 (5.7.11) 一 (5.7.14) 一 起 应 用 才能 处 理 热传导 的 
Stokes 流体 问题 。 本 构 方 程 (5.8.13) 一 (5.8.16) 对 非 线性 现象 也 
成 立 ， 本 构 上 线性 的 热 粘 性 流体 的 例子 将 在 第 七 章 中 叙述 。 
联 立方 程 (5.8.13) 一 (5.8.16) 和 能 量 方程 (5.7.14), 则 可 得 到 热 
传导 方程 , 即 


ab 5 Fe 
5.8.22) 6 200+ 
‹ ) 08 эё t 


[YS 
不 可 压缩 流体 。 在 (5.8.13) 一 (5.8.20》 中 令 p= const. = 

о, Й, бы 一 0， 并 用 一 个 未 知 画 数 ox) 代替 <， 则 由 

《5.8.13) 一 (5.8.20) 可 得 不 可 压缩 流体 的 本 构 方 程 


du + рыда + gra + eh =0 
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(5.8.23) ты = —рби + pfu( d, V8.8) 


(5.8.24) m = s(d,çv0,8) 

(5.8.25) s= фөу—ө 22 (КЕПЕ 
(5.8.26) "= 一 x 

式 中 pf 和 g 满足 方程 (5.8.18) 一 (3.8.217 ,并 且 
(5.8.27) dy =0 


因为 (5.8.27) 成 立 ,所 以 热传导 方程 (5.8.22) 化 为 
(5.8.28) pp 2 + puda + ды + ph = 0 


5.9 热 弹性 固体 


由 于 在 本 构 变量 中 包含 温度 梯度 ， 所 以 热传导 效应 可 以 归并 
成 为 弹性 物质 的 行为 。 由 (5.4.25), 我 们 可 以 导出 热 弹性 固体 的 本 
构 方程 ,在 最 简单 的 情况 下 , 它 具 有 形式 


(5.9.1) ta = Е (С,9.к,09,Х)ХкаХа 
(5.9.2) Gn = Qx(C,0 ,x0 XIX 
(5.9.5) e = e(C,0x,0,X) 

(5.9.4) n = n(C,8.<,8,X) 


这 些 方程 满足 客观 性 公理 。 它们 对 非 线 性 .各 向 异性 和 非 均匀 热 
弹性 固体 都 是 成 立 的 。 在 这 种 情况 下 ，Clausius-Duhem 不 等 式 
具有 特殊 的 形式 . 

са 


1 е Ob „ 
52 + гика) бк: 一 一 下 
в ӘСкь 26 RIA Kk ы) KL Ө K 


~2(# +я)ё +d дё > 0 


这 里 ,我 们 曾 用 (5.5.17) 来 代替 (5.8.7) 中 的 dts。 这 个 不 等 式 关于 
С, бк 及 6 是 线性 的 ， 为 使 其 对 于 这 些 变量 的 所 有 值 都 成 立 的 
必要 充分 条 件 是 它们 的 系数 必须 为 零 。 因 此 ， 
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дф 
一 2 Жыкы 
ш P ЭС клы 
д; 
0 一 эс Жыкы, 
дф 
5.9.5 =0 
¢ › B9,x 
= — 0 
" 88 
96.420 
于 是 ,我 们 证 明了 


定理 1 ae. 9.1) — So 9. асраи 


st 

(5.9.6) ш=з^ sea хакы. 

(5.9.7) а = О(С,0.к,0,Х)Хкд 

1( 9 92 

(5.9.8) ent (2-8 22) 
5.9.9 一 一 工 32 

(5.9.9) л 89 

ир 

(5.9.10) X(C,0,X)= p 

REG, MRR 

(5.9.11) 2 = эс хакы, "= 0 


W ge 服从 


“17. 


(5.9.12) абд 2 0 
条 件 (5.9.11) 说 明 , 2 {ЕЛЕ SERRE PERE Et. К 
ж Ск. 一 Crr， 所 以 ,(5.9.11) 是 个 恒等式 。 

将 (5.9.6) 和 和 (5.9.1) 进 行 比较 ,我 们 得 到 
Os 


(5.913) pa = 2 2. Cun Cnn 
Po MN 

如 果 我 们 引信 新 的 热 函 数 Gx 

(5.9.14) Ox = Gy(C,6.4,9, KC we 

则 不 等 式 (5.9.12) 可 以 写成 形式 

(5.9.15) Ск(С.®,к,@„Х)Ө к 22 0 

根据 Gx， 热 量 的 本 构 方程 (5.9.7) 可 取 形 式 

(5.9.16) @ = Ск(С,0.к,0,Х)хьк 


此 式 对 于 各 向 异己 画 体 基 成 立 的 。 
如 果 我 们 假设 Gu 关于 On 是 连续 的 , 则 由 不 等 式 (5.9.15) 
推出 


(5917) С,(С,8,0,Х) = 0 W Ow(C,0,0,X)=0 


通过 能 量 守 恒 方 程 (5.5.15) 并 利用 C5.9.6) 一 (5.9.9), 则 可 得 到 
热传导 方程 ,因此 有 
(5.918) ё( = 6 0х 


в \ OF 80 Ск. 


ёа) + Чы, + ph = 0 


不 可 压缩 团体 。 对 于 不 可 压缩 固体 ，o 一 m 一 const， 应 
力 本 构 方程 可 按 和 前 节 相同 的 方法 加 以 修改 ， 子 是 


(5.9.19) ty = — pòu 十 2 эе хакы 
AIRED р(х) 是 本 理论 的 一 个 未 知 量 。 
利用 物质 不 变性 公理 ,可 以 给 出 物质 对 称 性 的 要 求 。 这 里 的 
情况 与 弹性 固体 的 情况 类 似 (第 5.5 节 和 第 六 章 )。 EE 
介绍 各 向 同 演 物质 的 情况 。 
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510 各 向 同性 热 弹性 物质 


对 于 各 向 同性 物质 , 函数 了 和 Ок 在 物质 标 架 的 完全 正 交 变 

换 群 下 必须 是 形式 不 变量 , 即 

3(C,8,X) = 5($С$',0,5Х) 

SQCC, v6,9,X) = Q(SCS™,Sy0,0,8X) 
式 中 18) Жз ПЕЛЕ НО. (5101) RAZ AT Ок 必须 
FEMA RAK. ARRA У ку C 的 不 变量 (5.6.12) 
的 函数 , 即 
(5.10.2) Z = Bhi lal, X) 
利用 附录 表 B.2 中 列 出 的 生成 元 , 我 们 可 直接 把 ч 表示 成 下 列 形 
式 : 
(5183) a= Ca + mich + к сысы Ot 


式 中 so n 和 后 是 © 和 уб 的 联合 不 变量 的 多 项 式 。 这 些 不 
变量 可 由 附录 表 B.1 中 得 到 : 


(5.10.1) 


= а дог ч 
h= on L= сы си, by = Сы Cim Can 
(5.10.4) 
L= 88, 1; == 0404, 0 = ou 2 840. 


(5.10.5) a= (0з +26) ay 
ad 


0 


> А 
+? ЕЯ — 3 — k) A си 


Әх чол 
422 6,92) m } 
+( ab ар" 


表达 式 (5.9.5) 表示 在 参考 标 架 的 刚性 运动 下 了 是 不 变 量 这 
ER. 显然 ， 因 为 t 一 t USI) MRR s, 应 满足 


g 


m > 
$ 


4) 当 (St 取 为 完全 正 交 变 换 群 的 一 个 子 群 时 ， 方 各 (5.10.1) 对 各 向 异性 物质 也 
是 成 立 的 。{S} 的 形式 与 物质 对 称 狂 高 关 。 
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(5.10.6) ку] + kil, + xls 22 b 

对 于 不 可 压缩 固体 ， 我 们 有 =l, ae, ЖЕ E= 
Zl» X). 在 这 种 情况 下 ， 我 们 应 在 《5.10.5) 的 右 端 加 上 任意 
的 压力 项 一 pCx,:)， 其 结果 为 
(51407) r = pôu +2 x” cu tA = сысы 
除了 к o к LERI НАК (5.10.3) ARER 
(5.10.6) 的 形式 不 变 。 
习题 
5.1 在 物体 内 一 物质 点 R 处 ,假设 应 力 率 ,热量 ,能 和 炉 与 该 点 的 应 力 和 和 
密度 有 关 ， 试 应 用 本 构 公 理 决 定 本 和 构 方 程 的 虐 后 形式 。 
5.2 在 物体 内 一 物质 点 处 ， 假 设 木板 相关 变量 (应 力 、 热 贸 、 能 和 燃 ) 是 应 
Ж E 的 线性 函数 ， 而 关于 应 变 率 É 是 线性 泛 函 。 试 由 本 构 公 理 寻求 本 构 
方程 的 形式 .对 各 向 同性 固体 完成 所 有 的 推导 ,从 而 得 到 这 些 方程 的 最 后 形 
R. 
5.3 ERE AAT ИКАН ARMA 
5.4 已 知 一 个 刚体 其 有 一 个 热 对 称 轴 ， 试 求 热 量 的 本 构 方 程 ， 试问 对 于 线 
性 理论 需要 多 少 独立 的 本 构 系 数 ? 试 求 出 这 种 情况 的 热传导 方程 。 
5.5 对 各 向 同性 超 弹 性 固体, 试 证 明 应 力主 轴 和 应 变 主轴 相 重 合 。 
5.6 对 各 向 同性 起 弹性 图 体 , 试 求 直 到 包 含 Euler 应 变 二 阶 项 的 应 大 A 
方程. 
5.7 对 于 Stokes 流体 , 试 求 用 变形 率 张 其 的 二 阶 项 表示 的 本 构 方 程 . 
5.8 TERR Stokes 流体 关于 变形 率 张 是 d 的 分 其 是 线 狂 的 并 证 时 
其 系数 关于 d 的 不 变量 是 非 线 性 的 。 
3.9 GURKHA RR PR, EARTE 
度 和 温度 的 一 阶 和 二 阶梯 度 , 试 问 这 组 本 构 方程 必须 具有 什么 样 的 形式 ? 试 
推导 热传导 方程 。 
5.10 试 求 各 向 同性 热传导 园 体 的 本 构 方程 使 其 包含 应 变 和 温度 梯度 的 所 
有 二 阶 项 。 
5.11 已 知 本 构 上 线性 的 热 粘 性 Stokes 流体 具有 Van der Waals 型 的 状 
态 方程 (参见 问题 4.5)， 试 求 热传导 方程 。 
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3.12 PRR ARU AM ARRIETA PRD ЗЕ 3 sn 
千 与 温度 ,应 变 和 温度 磁 度 色 及 它们 的 头 两 阶 时 间 率 有 关 。 这 种 固体 是 各 商 
同 竹 的 和 线性 的 。 试 决定 本 构 方程 ,并 求 Clausivs-Duhem 不 等 式 对 本 构 方 
程 所 加 的 限制 ， 

5.13 《短文 ) 试 研究 文献 并 提出 关于 晶体 分 类 的 讨论 . 

5.14 EX) 试 对 一 个 矢量 和 两 个 二 阶 对 称 张 最 的 不 变 最 进行 文献 调查 . 
5.15 (短文 ) 试 研究 文献 并 推导 面体 的 本 构 方程 ， 使 其 本 构 相 关 E E (t, 
че 和 ? ) 是 对 + 以 前 的 所 有 时 刻 关 于 Lageange 应 变 、 应 变 率 和 温度 梯度 
的 线性 证 函 . 

5.16 《短文 ) 试 研究 文献 ,并 对 多 乱弹 性 固体 (包含 理想 流体 的 弹 狂 固体 ) 的 
本 构 方程 提出 论述 。 

5.17 《短文 ) 试 推导 两 种 不 同 的 流体 混合 时 的 扩散 本 构 方 程 . 

5.18 《短文 ) 一 种 物质 称 作 是 极 性 的 ,如 果 倘 应 力 不 为 零 ， 成 研究 文献 并 提 
出 关于 极 性 弹性 因 体 的 论述 . 

5.19 《短文 ) 斌 对 极 性 流体 所 出 评述 。 
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SAR 弹性 理论 


61 本 章 的 范围 


本 章 论述 弹性 理论 基本 方程 的 推导 以 及 这 些 方程 的 若 于 和 典型 
的 解法 。 和 其 它 各 章 的 情况 一 样 ， 我 们 的 主要 兴趣 是 推导 这 些 方 
程 ,而 不 是 对 解法 的 详尽 说 明 ， 在 第 6.2 їр, 我 们 推导 各 向 异性 
和 各 向 同性 弹性 固体 的 线性 本 构 方 程 ， 并 研究 各 种 类 型 的 物质 对 
称 性 的 限制 。 为 使 弹性 固体 在 热力 学 上 是 稳定 的 ， 在 第 6.3 节 中 
讨论 了 必须 加 在 弹性 系数 上 的 条 件 。 第 6.4 节 则 着 重 讨论 弹性 常 
数 的 实验 测定 。 在 第 6.5 节 中 汇集 了 基本 的 平衡 方程 、 跳 变 条 件 
和 本 构 方 程 ,并 给 出 了 Navier 场 方程 以 及 边界 条 件 和 初始 条 件 . 
第 6.5 节 讨论 曲线 坐标 ， 并 在 正 交 曲线 坐标 中 给 出 了 基本 方 程 的 
形式 ， 同时 在 该 他 末尾 还 给 出 了 柱 面 坐 标 和 球面 坐标 中 的 结果 . 
第 6.7 节 至 第 6.12 节 ， 则 着 重 于 静 力 学 和 动力 学 问题 的 一 些 典 型 
问题 的 解法 。 在 所 述 静 力学 问题 的 解 中 。 有 受 均 匀 压 力作 用 的 半 
空间 (第 6.7 节 ), 受 均匀 压力 作用 的 圆柱 形 管 (第 6.8 节 ) 以 及 受 压 
力作 用 的 球 充 ( 第 6.9 节 ) 等 问题 。 在 第 6.10 Th, RTA 
同性 固体 中 的 弹性 波 ， 并 介绍 了 平 桓 波 和 球面 玻 ， 在 第 6.11 节 
中 ,我 们 券 丰 在 动 载荷 作用 下 的 半空 间 问 题 。 在 第 6.12 节 ， 我 们 
讨论 动 压力 作用 下 的 球 膀 问 题 。 在 这 方面 显示 出 同一 类 型 问题 的 
静 力学 和 动力 学 的 不 同 特征 ， 在 第 6.13 节 至 第 6.15 和 节 中 ,我 们 将 
MAARE, MEER ARH AA RARR 
精确 解 。 和 线性 理论 的 相应 结果 相 比 较 ， 可 清楚 地 看 到 线性 理论 
的 启 限 性 及 其 显示 出 的 一 些 本 质 上 完全 基 非 线性 的 新 的 效应 。 


62 线性 本 构 方 程 
在 第 5.5 节 中 ,我 们 已 经 得 出 弹性 同体 的 最 一 般 本 构 方程 , 它 
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. 们 具有 由 方程 (5.5.23) 一 (5.5.26) 所 表示 的 形式 。 为 了 今后 的 需 
要 ,我 们 用 Lagrange 应 变 度 量 Е 来 表示 这 些 方程 E Яп C 的 


Eee 一 二 (Ce 一 ak 


于 是 , 势 函数 现在 是 Е, ож X 的 函数 , 即 

(6.2.1) 了 一 EE,0,X) = pub 

式 中 由 是 在 5.5 节 中 引进 的 自由 能 。 本 构 方程 (5.5.23) 一 (5.5.26) 
现在 可 写成 形式 


(6.2.2) tu = A 5 хок 
(6.2.3) а= 0 

os 
(6.2.4) s= L (z — 5 Z) 
(6.2.5) з= 一 二 = 


uh Z iW E ARE: 
о x 
(6.2.6) z DE 
因为 Exz 一 Ezk， 记 以 此 式 恒 被 满足 
利用 非 线性 弹性 固体 的 主要 方程 (6-2.2)， 我 们 可 以 得 亿 各 种 
近似 理论 。 根据 下 列 形 式 的 展开 式 : 


(627) Х— Z+ ХЕ + r: ®кмнЁкьЁ uy + -+ 


tutne 人 


可 以 得 到 关于 应 变 分 量 Er 的 多 项 式 近似 .对 于 非 均匀 男 体 , 式 
中 Zo Ук, Zea 一 般 是 X 和 6 的 函数 , 布 对 于 均匀 固体 , 它 
们 划 仅 是 6 的 函数 ， 不 失 一 般 性 ,我 们 令 


Хк, = Уш 


(6.2.8) 


®кьмм = Sunki = BikMN == Хкіни 
这 是 因为 在 (6.2.7) 中 包含 张 量 Skru 的 项 关于 Ек, 和 Eww 是 
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对 称 的 ,并 县 Ex, Err. 
由 于 我 们 的 兴趣 仅 在 于 线性 理论 ,所 以 无 需 保 留 Е 的 二 阶 以 
上 的 项 。 如 果 我 们 把 


А š А 
Р #1 — lg, mx = (дмк + Ёик + Rux oun 
а 


代入 (6.2.2) 并 注意 到 ,对 于 线性 理论 有 Ex, = Be, (дш, 是 Kro- 
пескег 符号 )， 则 我 们 可 以 得 到 
(629) 本 一 [(1 一 在)3xz + Х.си + Ёкм) 
十 ZrulKru + Riu) + ХкимнЁын\8кады 

可 以 看 到 ,(6.2.6) 是 自动 满足 的 ， SRIRAM. s 
必须 为 零 , 即 , 当 xx 一 Хкдк, ЇЇ, гы 一 0。 在 这 种 情况 下 ,所 一 
ËR 一 0， 所 以 我 们 有 Zx 一 0 因此 ,对 于 零 初始 应 力 ,有 
(6.2.10) tar = ®к„ммЁыңбкдбы 
其 中 系数 Seeus 服从 (6.2.8) 所 给 出 的 限制 。 这 些 对 称 性 条 件 指 
出 ,弹性 系数 Укыу 的 总 数 为 21 个 。 如 果 我们 注意 到 ， 对 小 应 
变 有 


(6.2.11) Bun = Gand umOne 

则 可 把 (6.2.10) 表 示 成 空间 形式 

(6.2.12) жы = usss. 

其 中 

(6.2.13) Seine = Ўкіындкадибди»дма 
是 空间 弹 竹 模 量 ,它们 服从 下 列 对 称 狂 条 件 : 
(6.2.14) Thine = Ganit = Tiina == Thiam 
现在 ;应 力 势 了 可 以 表示 成 

(5.2.15) z= + Gimme 


物质 对 称 性 。 ”物质 对 称 性 ( 当 基 存在 时 ) 将 对 这 些 系数 加 上 
限制 ,这 样 会 进一步 减少 独立 系数 的 数目 . 物质 对 称 性 表示 在 物 
质 轴 的 变换 群 下 ， 研 是 形式 不 变量 因此 ,对 于 一 种 汐 匀 网 体 ,如 
Ratika (S), HTE EFIA Xx ААА Га 
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(6.2.16) Xk = SeiXz 
киб = абм = бкмэ› detsk = +1 
的 表达 式 保 持 不 变 , 则 我 们 有 
E= X, + Erk + т Zain Eka Els 
把 
Еа. = BawSxuSrv 


代 人 上 式 ,并 把 所 得 结果 与 (6.2.7) 式 相 比 较 ,我 们 得 到 


Err 一 ENNSMKSNL 


(6.2.17) 
Хами == LrorsSexSorSeuSsw 


根据 对 称 性 条 件 (6.2.8)， 我 们 可 以 把 这 些 物 质 常数 组 成 下 列 共 有 
6 个 和 ?1 个 独立 元 素 的 对 称 方 阵 


Su Хь ©з 
lZk! = Уз Ën 
Уз, 

(6.2.18) Zan Sam Уну Хаз Zan Xun 

Em Xn Sm Zm Ууз 

Узв Sss Уң, Zan 

каин = Zan Ean Žan 

Xim Sma 

Ху 


ке ЕЕН ру шшр ET RUE LA OR 相等 
的 ,现在 ,我 们 着 手 讨论 各 种 对 称 伺 的 结果 ". 
G) 关于 一 个 平面 的 对 称 性 。 ”如 果 材 料 关于 平面 X =o 
是 对 称 的 , 则 在 下 列 轴 的 变换 下 : 
X= X, X= X, Х=—Х, . 
Z 应 保持 不 变 . 这 表示 关于 平面 X,— 0 的 反射 。 在 这 种 情况 
下 ,由 (6.2.16), 我 们 有 


1) 有 关 各 向 异性 弹性 的 讨论 ， 请 做 网 Love [1944], Lekhnitskii [1950] 和 
Hearman [1961], 
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Sui, бы 1, Sam —1 
而 所 有 其 它 的 

Ske = 0, аек = —1 
ХАКА (6.12.17), FRITH 3 一 2, Хз In, A 
此 Хь Хз == 0. 299 (6.2.17), 则 可 看 出 , ТЕ Укам 中 凡是 指 
标 3 出现 的 次 数 为 奇数 次 的 元 素 都 为 堆 、 于 是 ,矩阵 《6.2.18) 分 别 


化 为 形式 
Zu 2p 0 
| En 9 
х, 
(6.2.19) 
Dun Хир Хз 0 d Lunt 
Sam Улз 0 0 дл 
, Sus 0 0 Уш 
WE coun | = Som Хш 0 
Zan 0 
Уш: 


B, Ук. 的 独立 元 素 的 个 数 为 4, 而 ками 的 独立 元 素 个 数 
29 13. 

G) 关于 两 个 正 交 平面 的 对 称 性 《( 正 交 各 向 异性 ) wR 
物质 的 性 质 关于 两 个 正 交 平 商 X 一 0 和 X 一 0 是 对 称 的 , HU 
在 下 列 轴 Xx 的 变换 下 ; 

х= X, X;= X, Xs Ху 


和 

Kim —X, X;= X, X; = X, 
应 保持 不 变 ， 利 用 (6.2.17), 我 们 看 到 ， 非 零 的 弹性 系数 进一步 
减少 为 


Zn 0 0 
(6.2.20) Wen =] с 0 
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[Ёш Som Ew 000 
Yun Eas 0 0 0 

Zsu 0 0 0 

[хам = San 0 о 
Zos 0 

Zon 


A, Ук, 的 独立 个 数 为 3， 而 Seus 的 独立 个 数 则 为 9。 由 
此 结果 显而易见 ,物质 性 质 关 于 平面 X, = 0 也 是 对 称 的 。 АЖ, 
这 种 物质 称 为 正 交 各 向 异性 物质 。 某 些 木 材 的 弹性 性 质 可 以 非常 
近似 地 看 成 是 具有 正 交 各 向 异性 弹 注 模 量 的 材料 

GD AFAR ”一 种 物质 被 说 成 是 其 有 六 角形 的 对 称 
性 , 妃 果 在 加 Xx % XL 之 一 《例如 X WERT, ХЖ 
持 不 变 ， 在 这 种 情况 下 ， 

X; — Хүсозе + X sina, Х 一 一 Xisina + X;cosa, 

X: = X, 


因此 ， 


Зы = сово, — Sa = sina, Sp=0 
Sym —sina, Sy cost, Sy= 0 
Sa = 0, Sa == 0, S.=1 
由 (6.2.17)， RATA 
En = Jycosta + Sysin’a — 2 Susina + cosa 
En = Fusing + 3acosiz + 2 Sosina - сова 
Za = (Su — Ха) лаз cosa + Za( costa — sint) 
En = Sycosa — Zo sina 
Zn = Fusina + Eycosa 
Ey = >, 
如 果 使 这 些 方程 对 任意 的 “都 成 立 , 则 我 们 必须 有 
X =Z, X = Ses In = 0 
类 似 地 ,我 们 可 以 把 上 面 的 变换 应 用 于 (6.2.17)。 经 过 基 些 代数 
运算 之 后 ,我 们 得 到 分 量 zum 之 间 的 各 个 关系 。 于 是 ， 对 于 六 
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ЖУЙКЕ, ЕШ [Ук] ЯП Пам] 化 为 


Zn 0 0 
(6.2.21) 12:1 = | х, 0 | 
Es] 
Zuu Уш Zus 0 0 0 
ш эз 0 0 0 
， Узи 0 0 0 
lExruni = Son 0 0 
Sms 0 
二 (zu — Eun) 
2 Ë 


ЖЛЕ, >к. 的 独立 常数 的 个 数 为 2, 而 Sre 的 独立 个 数 为 5。 

Gv) Ф 。 各 向 同性 固体 对 它 的 弹性 性 质 与 方 
AEX, RERE (6.2.17) 对 于 Xx 的 完全 正 交 变换 群 必须 成 
立 。 通 过 对 两 个 正 交 轴 的 任意 转动 就 可 以 实现 这 一 点 . 重复 (iii) 
的 论证 ,我 们 得 到 下 列 关 于 Хк, 和 Feus 的 其 它 条 忻 : 


Bape asrus Zon = $ (Zun — Zam) = ш 


Zsa 一 Zane Хип = Zus ме Їн 
所 以 
о 0 0 
(6.2.22) А os | 
вв 
Ак+ 2н de de 0 0 0 
Ак+ нк Ав 0 0 0 
hz 十 2m 0 0 0 
llZrimy 一 а о о 
m 0 


"s 
AH ¿k 和 pe 为 Lamé 常数 。 在 这 种 情况 下 ,我们 还 可 以 把 才 
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达 式 (6.2.22) 用 指标 符号 表示 成 


Zep 一 обе, 


(6.2.23) 

Bian 一 Ак8к.8ми + (кидан + ôr) 
把 这 些 式 子 代 人 (6.2.7), 则 得 应 力 势 
(6224) — £= Z,-- osle + т del + peErcBix 


= S, + ole + 1 (he + 2 ре) — 2 palls 


这 里 ,为 了 得 到 2 的 最 后 形式 ,我 们 用 了 下 列 关系 : 
ExrBrw Ye — 21016 
把 (6.2.23) 代 人 (6.2.9), 则 得 应 力 应 变 关系 如 下 : 


(6.2.25) tu == Гавдк + Caz — Gz)lg8xr 
+ Uwe + op Ei Ves 

在 线性 理论 中 ,我 们 有 

(6.2.26) ёы = Ёқ.дкади Ie @ b 


网 此 ,，〈6.2.25) 也 可 以 写成 

(6.2.27) ги абы + Q, — SE + 2( — eu 
式 中 

(6.2.28) о, = и, А, а= АБ, “m= рр + 2 ов 


在 这 种 情况 下 ， 应 力 势 还 可 以 果 的 不 变量 来 表示 。 为 
此 ,由 (1.10.23),C1.10.24) 和 (C1.10.27), 我 们 得 到 
1, — 4 LL 12 INI, 


k= 
(6.2.29) 124440, 8ш, 
ile = I ~ 611 
t= 2L + 4, — SIL 
Hle = їп, 


1-- 21, + 41. — 8 HI, 


将 (6.2.29) 的 前 二 式 代 人 《6.2.24)? 并 只 保留 到 е 的 二 次 项 ， 
我 们 得 到 
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(6230) Se Z, + wh + та, +20202 — 2 а, 


这 个 事实 说 明 , 对 于 各 向 同性 固体 ,应 力 势 是 不 变量 L, U, Яп, 
的 函数 。 对 一 般 情 况 ,这 已 由 第 5.6 节 的 定理 所 证 明 、 事 实 上 , 应 
力 本 构 方程 (6.2.27) 也 可 由 《5.6.18》 和 用 不 变量 下， 于 和 I 
表示 的 E 的 多 项 式 近似 式 推出 。 这 样 得 到 的 结果 是 与 (6.2.27) 
相同 的 。 当 采用 一 般 函 数 > = У(1,,П,,Ш,,9) 了 时， 这 种 方法 可 
以 导出 弹性 理论 的 非 线性 本 构 方程 

由 (6.2.27) 的 结构 ,显然 有 

定理 1 在 线性 各 向 同性 弹性 固体 中 ,唯一 可 能 的 初始 应 力 


(5.6.8) 看 到 ， 

对 于 无 初始 应 力 的 状态 ， 我 们 得 到 各 向 同性 固体 的 经 典 线 性 
理论 的 Hooke-Cauchy 定律 
(6.2.31) tgp Lemme Og 十 2 аы 


和 相应 的 应 力 势 


(6232) E= ple — On) 5 G, + 2 А) — 2 lh 


ERT AKAN, 我 们 忽略 了 不 重要 的 初始 能 量 Z AY 
择 了 的 起 点 使 得 x= 0, 

把 (6.2.7) 代 人 (6.2.5) 则 得 到 一 般 线性 各 疝 异 性 画 体 的 炳 的 表 
жх. ВИН 


L 3 (33 Osx 1 Ogiuy 
(6233) з z (52 + З нк, + J 9®кы ExEuy) 
对 各 癌 同 性 固体 { 当 一 0 时 ) 此 式 化 为 

1 |1 (4, Do Ti ди, 
(6.2.34) 3 (+ eye 224 п] 


1) ®@ (5.6.18). янне КИП @ HUM, WED 
Eringen [1962, Arts. 47, 601. 
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因为 弹性 固体 是 热平衡 的 [参见 方程 (5.5.29)] ,所 以 q — 0, ЖА. 

s 和 汪 是 非 帮 合 的 因此， 我 们 不 需要 再 对 q, s 和 1 作 进一步 

的 论述 。 因 而 ， 弹 性 本 构 理 论 可 以 完全 由 应 力 本 构 方程 来 制约 。 
不 可 压缩 物质 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 

(6.2.35) е = Ville = (1 +216 41k + 8 Шуме 


对 于 小 必 形 ,出 二 项 式 展开 我 们 得 到 
Bem tet OC EI?) = 1 


这 就 意 奈 着 在 不 可 压缩 物质 的 线性 理论 中 我 们 有 

(6.2.36) l= 0 或 L= 0 

这 时 ,对 于 线 性 理论 (6.2.7 ) 满 足 条 件 (6.2.36)。 Шеш 
缩 弹性 固体 一 般 本 构 方程 (5.5.33) 由 辣 的 论证 ,我 们 得 到 线性 各 向 


同性 不 可 压缩 弹性 固体 的 本 构 方程 
(6.2.37) ы = — pòp + 2 weer 
(6.2.38) E = ple — 9р) — — 2 «I 


AF p(x.) 是 本 理论 的 未 知 量 。 


63 关于 弹性 系数 的 限制 


物 吾 观察 证 实 ， 受 静水 压力 作用 的 材料 其 体积 的 变化 是 很 小 
的 , 类似 地 ,在 任何 应 变 状 态 中 ,在 任 一 平面 内 的 和 剪 切 方向 是 与 该 
Pi ARB HS AER. 更 抽象 一 些 ,热平衡 的 稳定 性 条 件 
将 对 弹性 模 量 1。 和 = 加 上 限制 。 在 本 节 中 ,我 们 将 讨论 必须 对 
弹性 模 量 施 加 这 些 限制 的 结果 ， 以 便 使 它们 能 丛 当 地 表示 一 种 真 
实物 质 。 

我 们 已 经 看 到 ， 各 向 同性 线性 弹性 物质 的 应 力 本 构 方 剑 和 相 
应 的 应 力 势 分 别 为 
(6.3.1) ы = Ыбы 十 2 мы 


(6.3.2) E — pile а) = ; G. + 2) — 2 jalb 
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我 们 假设 (6.3.1) 对 ¿u 是 可 解 的 ， 事 实 上 ， 令 k=l, WRAL 
出 


(6.3.3) t = = (3 1, + 2 д) 
利用 这 个 方程 从 (6.3.1) 中 消去 L, WG 

А _ de + 
(6.3.4) er тз Lin) інды 十 Ia fu 
我 们 指出 ,因为 ¿u 是 由 r 唯一 决定 的 ,所 以 必须 有 
(6.3.5) д. 0, 32, + 2 д, > 0 
Е Ree E ERNE 
(6.3.6) а < оо, |321, + 2 | < о 


G) BARA ”实验 观察 指出 ， 在 静水 压力 作用 下 ,弹性 
固体 的 体积 减 小 ， 在 物体 中 一 点 的 应 力 状态 被 称 作 是 静水 的 ， in 
RM AKER FAR: 


(6.3.7) t= pr P> 0 
由 (6.3.3), 我 们 得 到 
(6.3.8) Ba ih, het om 


BP RR RR, TERDEE, (ARSE 
给 出 。 在 其 表面 承受 常 值 法 向 里 力 5 作用 的 小 试验 体 中 的 应 
力 状态 由 (6.37) 近 似 地 给 定 。 如 果 静 水 压力 使 物体 的 体积 减 小 ， 
由 我 们 必须 有 k>0, 于 是 
O< 32, + 2 
(9) йй | BRT, 其 中 
20, = 0 (k, 121,2) 

在 这 种 畏 况 下 《6.3.4) 给 出 
(6.3.9) ш = 2 wen 
承受 简单 前 切 作用 的 弹性 固体 的 小 变形 实验 观察 指 Н, ль 和 ё 
有 相同 的 方向 ,因此 ，p > 0. 

把 结果 G) 和 (ii》 结 合 看 一 起 ,我 们 有 
(6.3.10) Q<3 28, <o, 0 < р, < о 
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J EE] ЯЛ ЖИМИ: ЖЕНЕКЕ Д С6.3.10)5а A. 这 些 限 
制 也 可 以 由 其 它 的 考虑 ， 诸 如 热 稳 定性 和 唯一 性 定理 而 得 到 证 
实现 在 ,我们 根据 热平衡 稳定 性 再 提出 一 个 论证 ， 

ош) abate te 


(6.3, зе» лаа 证 明 如 下 C6: 3.2) 写 成 形 
式 
(6.3.11) бХ = (3 2, + 2 pO] + 2 ph 
AP J, 2-H TAS ИКА: 
(6.3.12) J, = 22 — 6 = (2, — 2) + (ë 一 人 

+ (ë — š, 

其 中 2, 是 主 应 变 。 显然 ， 产 0， 所 以 当 《〈6.3.10) 满足 时 ， 
Х > 0, 

为 了 证 明 (6.3.10) 的 必要 性 ЯТ 2 К ЕВ 2, 的 二 
次 型 , 即 


(6.3.13) z= А Kz, 
式 中 
tla Ae 1, 
Лк. а +2 pe А 
de Ie deh 2 pe 


DORI 2, 的 非 负 函数 ， 则 Kop 的 主 值 必 须 是 非 负 的 ,所 以 
《6.3.13) 是 一 个 李 球 。 K. 的 主 值 K, 是 下 列 方程 的 根 : 
det(Kap К.р) = 0 

此 方程 的 展开 式 为 

Ce 2 а, — KY — 343, + 2 н, — К) + 2a 0 
它 的 根 是 

K,= K= 2, K.= 31, + 2 n 

ЮЕ», (6.3.10) 809 At, КБ 6.3. LEHR, ШЕЛ, 
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我 们 有 Z = св 一 On) = оф. Ik ERRE 
ЖЕ, 我 们 证 明了 企 条 f 件 (6.3.10) 下 ， 对 т 


定 的 Ө, 自由 能 


жыш D B ote ТЕЕ И ЗУМ АЧЫ. 然而 ， 出 
才 所 用 的 方法 可 以 应 用 于 在 第 6.2 节 中 讨论 过 的 各 种 类 35 69 18 
体 ,我 们 对 此 不 再 作 进 一 步 的 论述 。 


64 弹性 常数 的 实验 测定 


上 面 提出 的 线性 理论 在 金属 结构 的 变形 中 得 到 广泛 的 应 用、 
这 些 金属 ,如 钢 , 铝 、 铜 , 锌 和 许多 其 它 材 料 ， 在 应 力 接近 破坏 点 的 
一 个 相当 大 的 范围 内 都 具有 线性 的 应 力 应 变 关系 曲线 。 对 各 向 同 
性 弹性 物质 ,应 力 应 变 关系 只 包含 两 个 常数 L A p 因此 ,我 们 
只 需 赛 两 个 实验 就 能 决定 它们 。 在 工程 文献 中 ， 常 用 另外 两 个 常 
数 ( 杨 氏 模 量 E 和 泊 松 比 >). 这 两 个 常数 和 d, д, 的 关系 为 


= Br = Ё 
(64.1) = туйга 2(1 +) 


зви / RR MA LE. 

(a) BRR ”为 了 决定 E 和 v, AEAF BA 
SATB EBACE 6.4.1). RM, ae 了， 而 所 有 其 它 的 
m= 0. 对 这 种 情况 ,由 (6.3.4) ,我 们 得 到 


GAD fy Ee, tym ty 57-е 


‚ = 


En = by = 2, = 0 
FHM T > 0 (T < 0) W, Sri PARLE ABE T (B 
长 (缩短 ) 一 个 明了/E， 而 它 的 直径 将 收缩 (膨胀 ) 一 个 量 оТ ЈЕ. 
测量 这 些 伸 长 或 缩短 就 可 以 决定 E 和 р, Ph (6.4.1) 可 决定 д 
和 a. 如 果 画 出 工 和 “的 关系 曲线 ， 则 我 们 得 到 一 条 通过 原点 
的 直线 , 它 的 斜率 就 是 E. 
Robert Hooke 在 1676 年 把 这 个 实验 作为 一 条 定律 几 颖 例 字 
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AFUE “ceijinosssttuu” JE НК, MEZA, Е 
它 解 释 为 “Ut Tensio sic Yis"， 刚 “ 伸 长 和 力 成 正比 ". 这 就 是 著 
名 的 Hooke 定律 。 


< x - 
—1 | > 

r— i-ve 一 > 了 
— | к> 


图 6.4.1 азан 


在 实验 室 中 进行 的 实验 指出 ,这 个 结果 对 于 诸如 钢 , 铝 等 乘 性 
和 可 延性 物质 而 言 ,直到 图 6.4.2 上 所 标明 的 极限 4 范围 内 都 是 成 
立 的 。 在 许多 材料 中 ， 当 
除去 载荷 之 后 ， 仍 保留 量 
级 为 10 英寸 /英寸 的 向 
DARK, BÆ, HF 
所 有 工程 目的 来 说 ,这 是 
可 以 被 忽略 的 。 不 产生 永 
和 久 变 形 的 最 大 拉力 T , 称 
为 强 性 极限 。 当 超过 
T, 时 ， 材 料 显示 出 弹性 
和 塑性 两 种 性 质 ， 往 了 3 点 6.4.2 Бра AEM 
所 标明 的 某 个 邻 域内 发 生 VT) 
必 腿 ;这 可 以 从 当 近 为 除 去 后 出 现 永久 应 变 的 事实 来 说 明 。 在 该 
点 之 后 , 当 载荷 了 有 一 微小 的 增 量 时 ， 杆 就 突然 伸 长 一 个 很 大 的 
量 ， 最 后 ， 在 互 点 达到 载荷 的 最 大 值 ( 终 值 ); 之 后 ， 杆 在 了 点 破 
坏 ， 当 达到 最 大 应 力 时 ， 像 琉 钢 那样 的 腹 福 材料 就 断 发 ， 但 可 延 
VPM Sie” CE, FRR). ATREA 
Ta = 35,000 磅 力 /平方 英寸 ,最 大 应 力 Tu = 60,0008 (EAH 
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寸 。 对 于 高 碳 钢 ,最 大 应 力 可 以 超过 200,000 磅 力 /平方 黄 丁 ". 

DAHER AARON, MM RTT OA 的 直线 碱 
少 . 当 了 一 0 时 ,保留 一 个 永久 应 变 DO,。 于 是 ,弹性 理论 仅 适 
用 于 O<T<T, 范围 之 内 , 当 超 过 这 个 范 转 时 ， 刚 需要 一 种 处 
理 漳 塑性 物质 的 新 理论 。 对 非 线 性 弹性 物质 ,直线 OA 被 弯曲 成 
图 6.4.3 所 示 的 曲线 94。 但 是 ， 当 除去 载荷 对 ,应 变 河 同一 阳线 
0A 减少 至 零 、 有 关怀 线性 弹性 的 实验 ， 请 参见 Eringen [1962， 
Art. 6], 

(b) ёзу 
SDRE 8 š 59 uJ (图 
6.4.4) 时 ,我 们 有 
(6.4.3) th=S, 

In = m = ta = mn 

= ty = 0 
由 公式 (6.3.9) 可 知 ， 测 量 
角度 的 变化 量 ma 就 可 以 


бааз саз Сани) ASO DMS 
(6.4.4) „есе = 
24. an 


ЖЕ G ЯП р, 相同 ,由 于 这 个 原因 , ВД, ЗСО 
eH. ' 

(e) 静水 压力 试验 。 ”在 一 小 块 材料 (立方 体 或 球 ) 的 表面 上 
受 静 水 压力 Р 作用 时 ,应 力 状态 可 由 图 6.4.5 近似 给 出 。 


(6.4.5) nu = Bw 
方程 (6.3.4) 给 出 应 变 

(6.4.6) a=- =? ңе” 1-2 poy 
些 式 也 可 以 写成 


D 1822333834 (Pai) = 6894.76 Pa (IE) — HR 
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图 6.4.4 简单 前 切 成 验 图 65.4-5 ЖЕЛ 


式 中 上 是 压缩 模 量 或 体积 模 量 ， 因 为 静水 压力 使 体积 减 小 ,显然 ， 
КЕЛН. Жако 1. 对 大 多 数 材 料 ， > 在 二 左右 ; 


表 6.4-1 弹性 常数 

材 料 Е (ШЕЛ ЖЗ) v 
ж ë 27—29X10° 0.28 
к 鲍 29—31х10 0.28 
© © 14—23х10 0.2% 
(W) @ 12.5% 10° 0.34 
па 10x10 0.25 
и ш 12х10 0.33 
= 15х10 0.35 
ж ж 8—10.6Xx 10° 0.23 
ж к 250—350 0.50 
云 杉 (15% 的 湿度 7 1.310% 0.08 
RCE 0.355% 10° 0.6 
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对 不 可 压缩 固体 ，? 一 1. ER 6.4.1 中 列 出 了 若干 各 向 同性 物 


BBS E fü > tü. 

在 图 ша: жа АОН RY AR A R EER H 
PIN AER ab kha Ж. 关于 其 它 的 试验 可 参 见 Eringen 
11962, Art. 6], 在 Cady [1946], Mason [1950], Dana 和 
Hurlbut [1957] 以 及 Hearman [1961] 等 工作 中 列 出 了 各 种 各 
向 异性 弹性 固体 的 弹性 模 量 。 有 关 各 向 异性 弹性 的 各 种 有 意义 的 
研究 ,读者 可 参考 这 些 节 籍 


юг сү ссср 


Ц 1 


РРТС 
8 
I 


l 1 1 


A u 1.4 
Q 200 400 600 


伸 长 百分率 


图 6.4.6 BRAC ARN AIT foe hah 
《摘自 Treloar [1958}) 


65 弹性 理论 基本 方程 的 汇总 
各 向 同性 弹性 固体 的 线性 理论 是 以 下 面 的 方程 为 基础 的 。 


平衡 方程 
(6.5.1) afe = 1 06 


‚148. 


(6.5.2) et eC 00) = 0 在 内 
(6.5.3) thr = t 


>, 4 
(6.5.4) еу” 0 
Clausius-Duhem 不 等 式 是 自动 满足 的 。 能 量 方程 (6.5.4) 是 应 用 
弹性 物质 所 特有 的 本 构 理 论 的 结果 ,参见 (5.5.29)。 

BEAR 如果 存在 以 速度 v 掠 过 物体 并 具有 法 线 n 的 运 
PATE o), ME об) 上 必须 满足 下 列 跳 变 条 件 : 
(655) [pl(V в): n = 0 
66.5.6) быт + Гоибу — y] n 0 


(6.5.7) С + > PARE 0) |: n Es t gln = 0 
/ 1 


(6.5.8) [ony =») I|- n>0 在 eli) E 


AHAB БИШЕ Ж) 
(6.5.9) гы = Ade Og + 26 


(6.5.10) х= p(s — 87) = а, + 2p)R — 2 pelle 


(6511) gy = 0 


1 ð 
(65.12) s= 2 5, 
AF392385 ERAH) 
(6.5.13) = рды + 2 pê 
(6.5.14) E = pe — бп) = —2 pellg 


(6.5.15) gy =O 


1 д> 
6.5.16 一 一 一 也 
€ ) as x 98. 
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运动 学 关系 


Om 


6.5.17) не 
‹ ) пате 


(6.5.18) ay = + (ыш) 


(6.5.19) k = ёа, Ш = т (gab 一 Sug) 


AP m 为 位 移 矢量 。 
场 方程 联 立 (6.5.9) 或 (6.5.13) 和 (6.5.2), 并 利用 (6.5.17》 
和 (6.5.18) 则 可 得 到 场 方 程 。 这 就 是 著名 的 Navier 场 方 程 
(6.5.20) (Ae + а) + Metta + OG — a) = 0 
在 % 中 《可 压缩 固体 》 
6.5.21) 一 四 十 жнын + обі ha) = 0 EY 中 
ща 一 0 (KAHERE) 


边界 条 件 
(6.5.22) шт = h ES, 上 
(6.5.23) uy = thy EYE 


AH a 是 在 物体 表面 S 一 S#, + S#, HBOS 上 给 定 的 
表面 外 力 , 而 ú, 是 在 与 Z, 不 重 选 的 其 余部 份 SF。 上 给 定 的 位 
移 场 。 在 文献 ?中 还 可 以 找到 其 它 组 合 形式 的 边界 条 件 。 但 是 ,一 
个 完善 的 理论 要 求 边界 条 件 和 初始 条 件 的 提 法 必须 不 违背 该 理 
诊 的 唯一 性 定理 ， 或 者 换 名 话说， 它们 必须 产生 唯一 的 合成 运 
Ф», 

1) 例如 可 以 给 定 3 和 和 yy 参见 Eringen [1955,6]. 

2) KF RER MME ElL sokcinikoff[1956, Art. 27], Gurtia 


和 Sternberg [1961], Hill [1961], Bramble 和 Payne |1962] 以 及 其 中 
Ера а 
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初始 条 件 


(6.5.24) g(x, 0) = uh (x) 
(6.5.25) ñ (x,0) = oh (x) БА 

Ik, TILLIK ER 2 en F] A Ase ЖЕЕ 0; ДЕ ТИ BB Б, 
一 定 边 界 条 件 和 初始 条 件 (6.5.22)—(6.5.25)[) Navier 场 方程 
《6.5.20) 或 (6.5.21) 的 解 为 基础 的 ， 

对 名 向 异性 固体 ,Navier 方程 必须 用 适当 的 方程 来 代替 ， 因 
为 ,在 这 种 情况 下 ,应 力 本 构 方 程 没有 (6.5.9) 或 (6.5.13) 的 形式 ,这 
时 ,在 (6.5.2) 中 利用 (6.2.12), 我 们 得 到 
(6.5.26) Chimatinnr + Of; — 9) =O 在 中 
SOD oyns 和 Zems 的 关系 由 (6.2.13) 给 定 ， 并 且 ом», 还 要 受 
到 第 6.2 节 中 所 述 的 各 种 对 称 性 限制 


66 ”曲线 坐标 


当 我 们 用 曲线 坐标 t 代 圭 直角 坐标 来 表示 弹性 理论 的 基本 
方程 时 ,我 们 需要 作 一 些 简 单 的 说 明 , 以 便 得 到 在 第 6.5 节 中 所 汇 
集 的 方程 。， 令 gu(x)》 是 曲线 坐标 x* CARR, MMK 
素 的 平方 现在 为 (参见 附录 C2.11) 

(6.6.1) dê = gydxtdz! 
由 直角 坐标 到 曲线 坐标 的 过 渡 可 以 根据 下 面 两 个 简单 的 法 则 来 实 
Me G) 必须 用 协 变 微分 符号 (;) 来 代替 偏 微分 符号 (, ); (b) E 
复 的 指标 必须 出 现在 对 角 的 位 置 上 。 

于 是 ,例如 在 曲线 坐标 中 的 Cauchy 运动 方程 (6.5.2) 将 有 形 
式 
(6.6.2) the + ofr — д) = 0 
AH 对 是 应 力 张 量 的 混合 分 量 ， 而 在 分 号 后 的 指标 表示 协 变 偏 
微分 , 即 


(6.6.3) teen, ур W Уд 
; 


юзи 


ah f Č JEDA сыны 符号 (参见 附录 C5). 
无 限 小 应 变 和 无 限 小 转动 由 下 式 给 式 ; 


(6.6.4) šu = + (ики Би), бы 一 т (ы — та) 
式 中 
(6.6.5) ma = аы — ш } 


这 些 方程 通常 用 矢量 和 张 量 的 物理 分 量 来 表示 。 物理 分 量 

иеЫ SQ at 的 关系 为 《附录 C4) 
(6.6.6) d = ñb Маш аы, at= bl ga 
现在 ,我 们 只 给 出 (6.6.2) 和 (6.6.4) 在 正 交 曲线 坐标 中 的 表达 式 , 在 
ХНТ, H RhA gt 一 0, HE 

а? = galdt) + ga( dz: + ва) 
(6.6.7) # = Мв» Е = detgu = gugubs 

RY. (ae agen gy 

Lim re a ди + Cat 0 — Bt a.) 
在 (6.6.2) 中 利用 (6.6.6) 和 (6.6.7), 我 们 得 到 
(6.6.8) > { і 8 С V 1 日 V zu ap 


== bay == + 一 一 一 
ie 8 


_ 1 оме _ thy = 
= аи ©} + off? o”) 0 
Rep 2 = FV g4 为 体力 的 物理 分 量 ， 

为 了 用 位 移 矢 量 的 物理 分 量 来 表示 (6.6.4) 式 ， 我 们 首先 将 它 
表示 成 下 列 形式 : 


(6.6.9) am уой кшш) 
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式 中 
(6.6.10) wm «бш; uh uh + | k ре 


at 
为 了 用 物理 分 量 A 和 “® 来 代替 š 和 u， 我 们 可 以 利用 E 
式 (6.6.6)。 反 (6.6.7) 代 人 (C6.6.9), 我 们 得 到 


V Ere 
(6.6.11) Бы 
ie 
PSM ==) — 1 
Өл Уа Vatn 
类 位 地 
6.6.12) у= 1 20 (етик 
‘ 2 л [2 гн) 
= Z Gea e] 


ape — Ус) W l= уха 
г 


和 通常 一 样 ,应 力 本 构 方 程 为 

(6.6.13) t = 1,238) + 2р 

这 样 ， 在 任何 正 交 曲 线 坐 标 中 处 理 问题 所 需要 的 全 部 方程 就 是 
(6.6.8), (6.6.11)#к6.6.13), 从 矢量 和 张 量 的 物理 分 量变 换 到 它 
们 的 一 般 分 量 是 由 像 (6.6.6) 那 样 的 方程 来 实现 的 。 

联 立 〈6.6.11》〈6.6.13》 和 《6.6.8)》 可 以 得 到 曲线 举 标 中 的 
Navier HE. KARMA. 利用 上 述 规律 可 以 直接 写 册 这些 
方程 的 张 量 形式 。 事实 上 ,在 任何 曲线 坐标 中 《6.5.2? 可 以 表示 成 
为 
(6.6.14) Che + и) жыш H РСН — ба) = 0 
5 4REW Ка А. 
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siu = (V X Y X uj + (уу их 

uiu = (VY + чу 
Ah 是 梯度 算 子 ， 则 可 给 出 方程 (6.6.14) 的 矢量 形式 。 把 这 
些 等 式 代 人 (6.6.14), 则 得 
(6.6.15) Get 2) u — x XV Xuat plf ü) =m 0 
把 梯度 ， 散 度 和 旋 度 算 子 
《参见 附录 C5.26) 代 人 , 则 
可 把 上 列 方程 在 任何 坐标 
系 中 表示 出 来 。 现 在 ， 我 
们 给 出 它们 在 柱 面 坐 标 和 
球面 坐标 中 的 形式 。 

(a) ВЕЕ 

EBA Cr, Ө, 2) MA 
HER (z, y, z) 的 关系 


ева ват 为 (图 6.6.1》 
(6.6.16) х= roos0, у баб, r=z 


弧 长 平方 dè MERKE gu 分 别 为 
dè? == dr? + 00 + det 
gua l, gam, ва 1, gu= 0 (¿s l) 
ЖАЙ BAUS AEE. EREM Laplace 算 子 已 在 附录 CCH 
Ë: C5.26) 中 给 出 。 
WER gu 分 别 代 入 (6.6.8),《6.6.11) 和 (6.6.12)， 就 可 以 得 
到 Cauchy 运动 方程 应 变 和 转动 的 表达 式 ， 于 是 有 


Obey 1 дә у дь, 1 F 
a "т 38 t + z G — to) t ol, — ù) 


= 0 


(6.6.17) 


Өнө у | Stag а Star 2 = 
(6.6.18) a + + Р ter + оС — йв) = 0 


ды, у 1 бш. р ды, 


1 
+ l, еә, i) = 9 
any ab ae 2.8) 
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(6.6.19) 2 ĉo, = 2% + lB. pg, 0н Du. 


r @ O27" б Or” 


式 中 Gott), (Ensrst t's Feeds би, no и) M G,, 
fof) 分 别 表示 在 柱 面 坐标 中 应 力 、 应 变 、 位移 和 转动 的 物理 分 
Ë. 

Navier 方程 (6.6.15) 的 分 量 形式 为 


ol 1 Ө? OF 
а +2 а) Se —2{ E Oe зү ора, 
《 He) Br l P 22) elf, — а) 


r 89 
= 0 
ôl OF, oF, 
6.6.20 „+? £ 一 2 = |b 
(6.6.20) („+2 „у FE — (ӘР — SE) 4 oC fo а) 
一 0 
БИЧ 1 | 8 ~ az) 
+2) 218 u) 2 一 OF 
《 He) Эз “yla Сея) 29 


十 p(f — a) = 0 
式 中 
А 1 Әтиг) ‚ 1 Ө» , би, 
l = divu = + 党 +ç æ T be 
(b) 球面 坐标 。 “球面 坐标 《r,86,pq) 和 直角 坐标 (x,y,z) 
的 关系 为 (图 6.6.2) 
(6.6.21) — x= rsindcosp, y= rsinOsing, в = r cosh 


AKES dè MERKE ze 分 别 为 


LIL 


图 6.6.2 球面 坐标 


d? = dr? + таб + #02024? 

би l, да r, ды = rising,, еы = 0 (& < D 
球面 坐标 中 的 梯度 CE EEE AD Laplace MT AERC (方程 
C27) 中 给 出 ，Cauchy 运动 方程 用 应 力 的 物理 分 量 表示 为 


Өш 4 1 дә 1 бы + 1 (21, Ра 
ôr + 6 узшд др + 


— tee исо) + plf, а) = 0 


(6.6.22) 


(6.6.23) Ge 4 А-де 1 Stee у 10у, F Go 
Or r 89 rsin6 Әф r 
— )со@] + oC fo — йв) = 0 
Bg 5 L аа 1 ды y Lisa 
Br r 0 78 др + 


+ 2 toscot6] + о(}„-— tg) = 0 
应 变 的 物理 分 量 〈2wze。…，2*》 和 转动 的 物理 分 量 Gu Fos 
77,25) 06 
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» Om z „1 д я. 
i= 06, ды) # 4 Me, 

z 1 д» m ne. 
=. ee сид 

foo Find бр тот 
¿ l Ôn 1_ д 
2 = OMe 十 Д 
бө Ta rend Әр 


и 
一 2 соб 
т 


+ 00° Br т 


加 1 a А ди, 
-人 
F, ano Le (иь sin 9) Өр 
2; l ĝu 1 Cra) 
Fund др Or 
27 = 1 бив) _ 1 би, 
r Br r 866 
Navier 方程 的 分 量 形式 为 
д1 2 ð /~ а 
tp) ole te |2 8 
Otia) GE C yaa g Lag Fria 
4 
— 98) +o, a) = 0 
FP eC, — #,) 


Ө 2 1 OF _ ACrF,) | 
6,25) (e+ 2) Эг te [4 де, _ (rz) 
(6.625) (e+ 2m) а sine др Or 1 


+ обо — йв) = 0 


G+ 2p) Ole 2 [ato ba 
rsind Әр r l Or 8 


+ (fk — tg) = 0 


式 中 
1 


2а 8 ө, 
(6.6260) le = diva or Оз) + эу OSO 
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+ 


— ĝu 


таб Өф 


6.7 承受 均 布 压力 作用 的 半空 间 


设 点 据 半空 间 x 之 0 АПАЕ AA Rd Ae 一 0 


图 6.7.1 受 均 布 压力 作用 的 半空 间 


上 承受 均 布 压力 加 的 作 击 
《图 6.7.1)。 我 们 要 决定 
位 移 场 和 应 力 场 。 取 直角 
ERR (2,9, z) 是 适宜 
的 ， 在 任何 平面 * 一 
const. Lavine y Ale 
ER, 而 且 位 移 分 其 wy = 
и, 一 0。 这 个 问题 是 静 力 
的 ， 所 以 位 移 场 和 应 力 场 
与 时 间 无 关 。 我 们 假设 体 
DAZ, FE Navier 方 
Ж (6.5.20) 化 为 一 个 方程 


Фи 
6.71 с 0 
(671) PF: 


因为 平面 x = 0 BUFR n 有 分 量 ( 一 1,0 2%) 于 是 ,外 力 边 界 条 


件 (6.5.22) 为 


(67.2) ш. = —G( + 2ш) SHE 
4х 


== р, 


з= з= 0, 在 x 一 0 上 
这 里 ,我 们 暂时 保留 * 一 oo 处 的 不 确定 条 件 。 


方程 (6.7.1) 满 足 (6.7.2) 的 通 解 为 
(6.7.3) m=- TETK rt co нуи, = 0 


根 期 (6.5.9) 和 (6.5.18), 得 到 应 力 场 


мї, 


1 


(6.7.4) trs ™ py by tae = — 


Fag 7 t = t | = 0 
因此 ,在 每 一 平面 z ~ const. 上 的 应 力 分 量 э, 为 常数 ， 并 且 等 
于 — р. 因而 ,在 * оо, BE 一 р. 除非 我 们 在 * 一 c2 处 施 
加 一 个 大 小 相等 并 反 向 的 压力 ,否则 物体 在 整体 上 是 不 平衡 的 .对 
于 х= ,我 们 得 到 a 一 —оо, 这 种 情况 对 于 在 其 边界 承受 
非 平衡 外 力作 用 的 介质 《延伸 到 无 限 ) 是 有 代表 性 的 。 未 定常 数 
a 表示 刚体 平移 , 它 对 应 力 场 是 非 本 质 的 。 


68 承受 内 、 外 压力 作用 的 无 限 长 圆 管 


КАНИЕВ ЖЕЕ po 和 外 压力 р. 的 作用 .我 
们 要 决定 位 移 场 和 应 力 场 、 在 这 种 情况 下 ,采用 柱 面 坐标 (r ,8,z) 
是 适宜 的 ,并 设 z WEAR СА 6.8.1), 我 们 忽略 体力 . 
因为 在 贺 柱 面 r= const. 上 的 任意 一 点 既 不 沿 9 方向 运动 也 不 
沿 * 方 向 运动, 所 以 ,我 们 有 we ~ ws 一 0， 另 一 方面 ， 由 于 载荷 
和 几何 性 质 的 对 称 性 ,位 移 分 量 坟 与 9 和 无 关 , 即 ww 一 u(r), 
根据 这 些 简化 ,在 柱 面 坐 标 中 的 Navier 方程 (6.6.20) 化 为 一 个 方 
= 


> 
po 


62.1 ЗАЕЛА 


dhe 


(6.8.1) £ [+ Low] 0 


{Н (6.6.19) FNC 6.6.13), BEATE BAZ J y Ft 


he dru) + 2p ко 
r dr “dr 


„= 


= (ra) ра 
r dr r 


一 he dr) 
(6.8.2) te E =a 


fie = ton te = 0 
内 和 外 表面 + 二 a 和 7 二 5 的 外 法 线 分 量 分 别 为 《一 1, 0,0) 和 
(1,0,0), Р, ARRA 
(683) — рео. +2 me S| = 1a) = po 
dr |= 


dr 
de dlru) du, =; 一 一 
Е dr ш dr ra 14) Р 
(6.8.1) 的 通 解 为 
(6.8.4) „= С, И + € 


A C 和 C, 是 两 个 积分 常数 ,它们 由 (6.8.3) 决 定 


1% — b'p, (р 一 р) 
6.8.5 с ар, 1 C= 2 
(685) Oo уы U rela) 


于 是 ,把 这 些 常 数 代 人 (6.8.4) 和 (6.8.2) 后 , 则 得 到 位 移 场 


6.8.6 ,一 Иа £) 
‹ › “ жь — a) (+ F p Pai т 
-En {ú + <) 
2068 — а) Gg + tad 


nym н, 0 


Ж ли 
eee) s 


ар Ë b a 
меа 1 “) 
— ap ra bp а? 
GM) te EE) poeta 


(а) BSB MRS b— со, 则 管 在 ”方向 趋向 于 无 
限 而 成 为 一 个 具有 空 腔 的 固体 。 让 (6.8.6) 和 (6.8.7) 中 令 b 一 оо, 
则 我 们 就 得 到 这 种 情况 的 位 移 场 和 应 力 局 


2 Р 
(6.8.8) w= SP Pf f + y, к= u = 0 
pr 2 Atau per 


一 
= 7, a(i 2.) 


(649) зыр (1) 
r A га 


Ша = — Eo Pis Та toe a= б 


he 十 ш 
当 р 0 时 ,我 们 看 到 当 r со, н, 0. EMT, Ж 
内 表面 上 外 力 的 合力 为 零 , 因 此 ,在 ооа КИЙ 
移 ， 
(b) 实心 圆柱 体 ”在 这 种 情况 下 ，a 一 6。 如 果 p 是 有 
界 的 ， 则 由 (6.8.7) 给 


Pr 
6.8.10 一 一 =“ =0 
ско x etm? PT” 
(6.8.11) he bop Py а= — ep 
ы Pis жи” 


tye == bor = t, 0 


69 承受 内 外 压力 作用 的 球 迹 
内 半径 为 a。、 外 半径 为 5 的 球 这 承受 内 压力 po MINE H P 


+. 


BER. Ri BREE SMH. ERRER (0,0) 
是 适宜 的 ， 如 图 6.9.1 所 未。 同心 球面 r= const. 上任 一 点 4 将 
只 沿 联结 4 点 和 壳 体 中 心 0 的 半径 而 运动 . Wk, u= s = 0, 
而 “= s). 无 体力 时 的 Navier YEA 


图 6.9.1 受 内 外 压力 作用 为 球 完 


d (du, t, 
6.9.1 一 ( n+ 2%) =o 
N › dr \dr т 


外 《6.6.197 和 (6.6.13》, 我 们 得 应 力 分 量 
сунна 
=, = 4, (46 Me ty 
(6.9.2) te = = Ay (2 +2 +з Я 


to = tre = bag == 0 
在 内 外 表面 + = a 和 > 一 5 上 的 边界 条 件 为 


jf du ази du, 
93) 一 и. ы; dmj] m 
(6.9.3) [„( ret) +, =] Ы 
N 


ОО | 
y (e Hat) ар) 一 一 
(Ge r) T а |, a 
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于 是 ， 问 题 化 为 寻找 (6.9.1) 的 解 ， 使 其 满足 条 件 《6.9.3)， 方程 
(6.9.1) 的 积分 为 


(6.9.4) u, = A Cr + Ca 


z 
积分 常数 C, 和 C, 由 边界 条 件 (6.9.3) 决 定 ,它们 为 


о (кв в) (ов) ORY 
C, — (p, — рде |4 „(1 _ “yr 
根据 (6.9.4) 和 (6.9.2), 则 得 到 位 移 场 和 应 力 场 


а 


加 页 — р _ , 
“ ? r+ бр pe L 


7 


ко) Д)" 
(6.9.5) wé = ир = 0 ` 
a -90-7 


` А А ‚ 
(696 ттт 人 + re) Tali +; )] 


lig — top ™ tra = 0 
(а) REESE WRIA b 一 co， 则 得 到 具有 半 径 为 
а 的 球形 空 路 的 无 限 延 伸 的 固体 。 在 这 种 情况 Т, (6.9.5) 和 
(6.9 6) 化 为 


бэлу me 


Е 
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a г 
(6.9.8) ыр (lt) 


tra = tag = tre = 0 
Er =oo 处 ,我 们 有 te = toe = he = —р. 当 p = 0 时 ,我 们 
ARH r ont, 6 7ТЕ. 4 p — 9 时 ,我 们 看 到 


# r = “处 的 环 疝 应 力 toy 和 ze BINED pi 的 1 十 倍 。 
(b) 弹性 球体 Ш po 是 有 界 的 ,而 且 。 一 0， 我们 就 


得 到 一 个 半径 为 上 并 承受 均匀 外 压 方 的 作用 的 球体 。 在 这 种 
情况 下 ,(6.9.5) 和 C6.9.6) 化 为 


6.9.9 w= — P 0 
(6.9.9) патр “С” 
(6.9.10) bye = to = hgp — Pis lro = lop t =O 


因此 ,应 力 状 态 是 静水 压力 。 


610 在 各 向 同性 固体 中 波 的 传播 


在 这 一 节 和 下 两 节 中 ， 我 们 将 讨论 线性 各 向 同性 弹性 固体 动 
力学 问题 的 一 些 例子 。 为 简单 起 见 ， 我 们 考虑 无 限 固体 中 波 的 传 
Ж. 

ЕЕЕ AA UE Navier 方程 制约 ， 它 的 矢量 
形式 已 由 (6.6.15) 给 出 , 即 
(6.10.1) (а, + 29 an а XV Xo 

+ Е ü) = 0 
对 位 移 场 ma， 我 们 引进 一 个 标量 势 由 和 一 个 矢量 势 多 ， 对 体力 
f 也 引进 一 对 类 似 的 势 , 即 
(6.10.2) ч=үф+у хф, үф 0 
f=—ve—vxh v-h=o 
把 (6.10.2) 代 和 (6.10.1), 我 们 得 到 
(6.10.3) у(суф—4—ф)—ух(сухухф 
+h+ü)=0 
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式 中 

(6.104) — a= QQ, + 2a)/eF2, са = Cale)” 

如 果 

(6.16 5) ауф—к=ф 

(6.10.6) -духу хф = ф 

成 立 , 则 方程 (6.10.3) 将 被 满足 。 方程 (6.10.5) 种 (6.10.6) 分 别 是 标 
HOMER ó 的 波动 方程 ,它们 在 曲线 坐标 中 也 是 成 立 的 .在 直 
角 坐 标 系 中 ,(6.10.6) 具 有 下 列 分 量 形式 : 

(6.10.7) Apr h= фа G=1,2,3) 

但 这 个 表达 式 在 曲线 坐标 系 中 是 不 成 立 的 。 

若 运 动 是 等 容 的 ( 即 无 体积 变化 ), 则 有 diva 一 0. 同时 ,对 
FREES, Fu = wt 一 0 或 curle 一 0. WR ó 和 中 分 别 
为 等 , 则 这 些 情 况 都 能 被 实现 因此 ,方程 (6.10.35) 有 和 (6.10.6) 分 别 
是 无 旋 波 和 等 容 波 的 波动 方程 。 正常 数 с 和 с; 具有 速度 的 最 
岗 , 因 此 , 称 为 无 旋 波 和 等 容 波 的 波 速 。 因 为 杨 氏 模 退 E > 0, 所 
以 我 们 看 到 ，e 和 c 在 Poisson [hv 满足 
(6.10.8) vices 


的 范围 为 是 实 的 和 非 负 的 。 

在 非常 -- 般 的 条 件 下 ,把 连续 的 矢量 场 分 解 为 (6.10.2) 总 是 可 
ЕВС, Morse 和 Feshbach [1953, р. 53], Courant 和 Hil- 
bert [1956, р. 2461). 因此 ,在 适当 的 边界 和 初始 条 件 下 , 例如 
{Е(6.5.22)—(6.5.25) 下， 方程 (6.10.5) 和 (6.10.6) 的 解 能 够 唯一 邮 
描述 均匀 各 向 同性 弹性 阁 体 的 运动 。 

G) 无 限 固体 中 的 平面 波 — 我 们 现在 讨论 无 限 固体 中 平 
TARAY Navier 方程 的 解 。 边 界 和 初始 条 件 是 未 给 定 的 ， 并 设 体 
力 为 零 ,我 们 的 兴趣 只 在 于 这 些 波 的 存在 性 ， 

ZE z 一 0 时 ,(6.10.5) 的 平面 波动 的 解 具有 形式 
(6.10.9) p= Фос) 

Аф vy Ale 是 常数 ， 招 (6.10.9) 代 入 (6.10.5)， 我 们 看 到 ， 如 果 
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< 一 co FA 
(6.10.10) n 1 
则 (6.10.5) 就 能 被 满足 。 于 是 ,对 于 某 一 国定 的 时 刻 ， 在 〈6.10.9) 
th, n 是 垂直 于 平面 
vaxa F CE = const. 

的 直线 工 的 方向 余弦 (图 6.10.1), 这 个 平面 以 速度 +a Е B T 
它 的 直线 工 运动 。 

Т, ЯЛАА Н Navier 方程 (6.10.7) 的 平面 波动 的 矢量 
解 。 设 这 种 解 的 形式 为 
(6.10.11) b = Фос), уф 0 
在 一 0 的 情况 下 ,把 (6.10.11) 代 入 (6.10.7), RIER, wF 
c= сь HH > 满足 (6.10.10)， 则 (6.10.11) 是 《6.10.7》 的 一 个 
Ж. 

根据 (6.10.2), 与 (6.10.9) 和 (6.10.11) 相 应 的 位 移 场 为 


PA 6.10.1 平 而 弹性 少 沿 工 方向 的 传播 
(6.1012) п=ф>»+»хфФ, у.-ф=@ 
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х Жат Ф Ф 关于 自 变 量 的 微 商 ， 注 意 到 (6.10.11)， 则 
我 们 有 
(6.10.13) вр = q, ах»=ф 
于 是 ,标量 平面 波 由 一 фәс хс) 沿 p HAH > 方 
向 上 涛 有 位 移 分 量 。 矢量 波 = d: x+cz) ЖЕЙТ r Л 
向 的 平面 内 传播 ,并 在 示 平 面 内 具有 位 移 分 量 。 因此, 沿 ”方向 传 
播 的 平面 波 由 三 个 独立 的 分 量 组 成 ， 它 们 相当 于 一 个 无 旋 波 和 两 
个 于 面 极 化 等 容 波 ?”。 
Gi) RHR 在 球面 坐标 C, 8, p) H, Laplace RF 

Vv 具有 下 列 形式 (附录 C5.27): 
ею уо (000) taqe ag (Bs) 

— 1 0% 

әк Әф? 
хт, ПЯТ ТИЕ, Bit, $ 5AE MPE 
ЭС. 这些 波 以 球面 波 阵 面前 进 。 在 这 种 情况 下 ,，# е фл, т), Ж 
HY zg = 0 Ь[,(6.10.5 ДЕ Ж 

ae 2 Op 1 Op 


6.10.15 — + Ser 
‘ ) ðr ror е OF 


在 此 式 中 代入 
(6.10.16) on + FG2) 
则 每 

OF _ 1 PF. 
(6.10.17) af a OF 
这 个 方程 的 通 解 为 


(6.10.18) F = Fr — cu) + Rar + eu) 


D Зено eR K ЕШШ PCE AR). ОВИЕ Лр И, PE 
一 个 参考 水 平平 面 Шиаи SV и CBERIEM OR) SH 
BOKF RAND. 
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式 中 Р; 和 Р, 是 两 个 任意 函数 ， 因 此 ,(6.10.15) 的 通 解 为 
(6.10.19) $= L Pilr — cu) + + Fr + e) 


其 中 第 一 项 Р, 表示 从 原点 r == 0 沿 半 径 方向 前 进 阵 面 r 一 ca 一 
const， 的 球面 波 ,而 第 二 项 F, 表示 向 着 原点 前 进 的 球面 波 ， 它 
们 的 波束 都 等 于 无 旋 波 的 波 速 、 

类 似 地 ,在 h = 0 的 铺 况 证 ,《6.10.6) 的 解 为 


(6.10.20) ф=--Сб;—сш)+ + Ga(r + ext) 
7 


于 是 ， 将 这 些 结果 代入 6.10.2》; 则 可 得 到 位 移 场 КЮЕ. РА 
RFF: 和 GG, HOARE. 

WER r = 0 RR MR HE RHE r > 0 8935106638, BT 
以 ， 在 这 种 情况 下 ，F,; 0, G, — 0. ЗА SHEAR 
关 , 并 且 在 稳 态 运动 的 情况 下 ， 它 就 是 熟知 的 Sommerfeld #883 
未 件 ， 这 个 条 件 是 一 种 物理 直观 现象 的 数学 表达 式 ， 即 ， 在 一 点 
所 生成 的 任何 垄 式 的 稳 态 波 必定 向 着 r 一 传播， 而 且 必 不 辐射 
ЕЖ. 


611 承受 突 加 均匀 压力 作用 的 半空 间 


在 本 节 中 ,我 们 研究 占有 半空 间 z > 0( 图 6.7.1) 的 各 向 [ШЕ 
弹性 男 体 ， 在 其 平面 边界 * = 0 上 承受 突 加 的 与 时 间 有 关 的 均匀 
ED рб) 的 作用 所 产生 的 弹性 波 的 行为 。 最 初 ， 设 物体 处 于 静 
止 ;而 在 了 时刻 + 一 0+， 在 平面 边界 * = 0 上 受到 与 时 间 有 关 的 于 
力 РЧ) 的 作用 。 我 们 希望 对 所 有 时 刻 + > 0 决定 物体 中 的 位 移 
场 和 应 力 场 。 这 个 问题 是 一 维 的 。 边 界 条 件 和 初始 条 件 可 表示 为 
(6.111) tee = р), х = 0, 1 >0 
(6.11.2) nel, 0) 一 ú.(z,0)— 0, x20, +=0 


1) 对 此 和 与 之 有 关 问题 的 进一步 讨论， 建议 读 才 参见 Sommerfeld [1949, Art. 
281, Stoker [1954]. wing. Jardetzki 和 РгеззГ1957 |, Stratton [1959] 
GE Frisgea HH 5ububi [19:5, Vol. H. p. #414], 
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因为 压力 是 均匀 的 ， 所 以 波动 方程 (6.10.5) 有 -一 个 平面 波 解 ,使 得 


位 移 场 可 以 表示 为 

(6.11.3) u, =u = FP (z — r) + Fir tr), u, =u, = 0 
式 中 

(6.11.4) rece 


Е, 和 F; 是 两 个 任意 函数 ， 在 第 6.10 节 中 ,我 们 已 知 (6.11.3) 是 
Navier 方程 的 一 个 解 。 初 始 条 件 (6.11.2) 要 求 

Flx) + Fix) = 0 

—Fi(x) + F; (a) — 0 
它们 的 解 为 


z 0 


FG) = —F,G) = A, х>0 
式 中 4 为 常数 ， 因为 对 于 х,т > 0, z+ x > 0， 所 以 我 们 必须 
有 


и=0, х—т;>0 

#— Ек т) A, х—т<б 
常数 4 可 以 被 吸收 到 F h. BS FG) 一 Еа) 一 A, 
并 使 F(0》 一 06， 则 我 们 有 一 个 解 
(6.11.5) u= Е(х—т), «х—т<0 

“=0, z—r>0 

为 了 决定 函数 的 形式 ,我 们 利用 边界 条 件 (6.11.1)。 现在， 应 力 
场 为 


(6.11.6) tee = (A, + 2 pte) z э у= = À 


ди 
“ Әх 


Таз Bye = tay = 0 
边界 条 件 (6.11.1) 为 

Cay eFC — r) = —р(тЇсу) 
当 FU) = 0 时 ,上 式 的 积分 为 


Fon = — j, гов 


用 x 一 cu 代替 r， 我 们 得 到 
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ү-н, 
(6.11.7) u(x) = x ita |, plo)do, 5> хе 
u(x,1) = 0, Sarja 


H(6.11.6 ЕЛЕУ 71% Ж 


te _ =Z) mmnm 
c 
(6.11.8) ty, = r, = 


m0, í< је 
在 x > си 处 的 点 ,应 力 为 零 .在 半 刻 圭一 */ci。 RAMA. 
位 置 mw < си 处 ,法 向 应 力 ra 是 压缩 的 ， 并 且 在 上 一 zje: 时 
ARBEN? КИЙ. 根据 (6.11.5), 在 点 z < си 处 的 位 移 与 从 
原点 0 到 点 + 一 */c 的 压力 曲线 下 的 面积 成 比例 。 


612 承受 实 加 均匀 压力 必用 的 球形 空 腔 


由 边界 载荷 生成 的 弹性 波 的 第 二 个 例子 是 承受 均匀 动 压力 场 
作用 的 具有 球形 空 腔 的 无 限 弹性 固体 (图 6.12.17》， 由 于 均匀 压力 
РС) 突然 作用 于 空 腔 所 产生 的 球面 法 离开 空 腔 而 传播 ， 我 们 的 
问题 是 要 决定 位 移 场 和 应 力 场 。 

在 这 种 情况 下 ,选取 球面 坐标 r,9,9) 是 适宜 的 。 假 设 体力 
OE. 因为 几何 性 质 和 载荷 是 中 心 对称 的 ,所 以 我 们 有 

ике и = и,(т,1)› нә = uç — 0 
在 球 腔 表 面 = ° 上 的 边界 条 件 为 
te = pe), rma, :>0 


(6.12.1) 


кө = bey = 0 
最 初 ,物体 处 于 静 赴 ,所 以 
(6.12.2) ur,0) = 607,0) = 0, r>a, г 0 
这 样 ,问题 化 为 决定 满足 条 件 (6.12.1) Яп (6.12.2) AEA и. 
Navier 方程 的 球面 访 通 解 (6.10.19) 可 以 取 成 形式 
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图 6212.1 ZAR RASS hak AER aR 
(6.12.3) фе і F(t 一 “)+ 1 n (+ r=) 
r a r a 


由 初始 条 件 (6.12.2) 得 到 
F(E) + FKE) = 0 


Е) + FE) = 0, E= 一 >0 
л 


这 些 方程 的 解 为 

F(-§)=—-FAQ) = 4, E20 
式 中 4 是 常数 。 因 为 对 于 (r — а)/с > 0 Ms > 0, t (›—а)/ 
ci > 0， 所 以 我 们 必须 有 


由 一 0， 2—1 
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式 中 党 数 4 已 被 吸收 到 下 中 ,并 且 FO) = 0. 


于 是 位 移 场 由 下 式 给 出 : 
_ Op = [2] 1 = 1 1 a 
w= 52 = 0 É FG] 二 PCD 一 二 PCn， 
т> 0 
(6.12.4) a =0, r< 0 
wo = Wy = 0, 对 所 有 的 了 
式 中 
(6.12.5) — 1—1 


ey 
在 球 坐 标 中 ,应 力 张 量 的 非 零 物理 分 量 由 (6.9.2) 给 定 , 即 
(6.12.6) ty — Q, + 2) Өш 21,4. 
B r 


ше = tee = „дф“ +20, + pe) £ 


把 (6.12.4) 代 入 此 式 , 则 得 
„=(б,+? DES +4n (ES + 2) 

: L 
(6.12.7) Р" P F r> 
нө = t = he т — s [Za + 5) 


边界 条 件 (6.12.1) 导 出 FC) 的 十 列 线性 微分 方程 : 


4 суор сда > 
6128) FY +. n (2r +@у-- ie 
66128) +2 (а a хату PO 


因为 w REESE ТД r ORR F — К 一 
0. 于 是 有 


(6.12.9) FO = — 22 1 = any |f eisin pls — pl) 
la h 


式 中 > 28 Poisson th iio 和 8 则 定义 为 
1—2» Ма 


i>r а> 6 ү—> а 


(61210) a 


ii 


“2326 


(6.12.9), HBA RE, RISE F(z). 

在 上 一 0 时 ,作用 一 常 值 压 力 pG) = р ЖЕЛЕН £ > 0 
都 保持 为 常 值 的 情况 是 最 有 意义 的 。 在 这 种 情况 下 ,由 (6.12.97 得 
出 


F(z) = — Ë [i — (2 — Be sin (8z + 7)], 
4 


(6.1241) r> 0 
FG)= 0, ro 

式 中 7 为 

(6.12.12) согу = 4/1 — 25, т=т=т 


根据 (6.12.4) 和 《6.12.6) 可 以 分 别 得 到 位 移 场 和 应 力 场 。 
当 :+ 很 大 时 ,(6.12.11) 方 活 号 中 的 第 二 项 变 但 很 小 。 当 :一 

оо 时 ,我 们 得 到 通力 解 。 福 极限 情况 下 ,我 们 有 

m-PEL, шои 0 
(6.12.13) ter ， 

аттана 
在 以 Tresca ДИЛИНЕ АОВ Both, 当 最 大 前 应 力 to 一 
brr = te 一 tm 超过 某 一 极 耻 时 , 则 发 生 屈服 。 根据 Hunter(1954》 
的 观点 ,以 某 一 典型 的 钢 为 代表 , 当 v=0.29 时 ,对 不 同 的 时 刻 , 抱 
最 大 剪 应 力 与 r/o 的 关系 绘 于 图 6.12.2 中 。 该 图 表明 ， 在 Р 
caja 超过 + 之 语 ， 在 空 腔 附近 。 静 态 情况 是 很 好 的 近似 。 量 
《za 一 tr ipo SARE TE ZEST WRI. GRP ESI e 
ARF A 6.12.3 h, 这 里 ， 当 王 一 0 Bf, (rs — ғ), Ip 从 
0.592 开始 ; 当 i= 2.19 有 时， 达到 最 大 值 1.75; 当 гоо 时 ,最 
FAME) 1.5， 于 是 , 在 空 路 处 发 生 虽 服 的 最 小 压力 , ЛЕЙ ВИТЕ 
况 是 0.571 5 G, = 则 服 应 力 ), 而 对 静 载 荷 的 情况 是 0.667 1,。 值 
得 指出 的 是 ,瞬时 环 向 应 力 ш» 和 tpg 是 压缩 的 ,但 在 经 过 一 段 时 
间 之 后 ,它们 将 变 成 拉 伸 的 ， 
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tja — 


Ё 6.12.2 ARAN BR ARR NAL (АА Hunter [1954р 


Карра = „ 


‚ oa ПО a t 


í 
o H 2 3 4 5 6 
t= etja 


В 6.12.3 перат Вур ВЕТА аЬ 
(В Hanter[1954]) 


FESR zs s ЖЕТ ЯК ЗЕЕ a ЕЛИ — HP, ЗЕЕ ЛЬ ЗАН, 
k BEAL F , 5 126 EK ИКАНА ИЧ, A BR 
"234. 


们 不 但 需要 决定 Navier 方程 的 标量 波 解 ， 而 且 还 必须 决定 矢量 
Wo, 
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如 果 所 有 平面 与 其 原来 方向 保持 平行 地 相互 移动 ， 并 且 移 动 
的 量 与 它们 到 其 中 的 一 个 平面 的 距离 成 比例 ， 则 在 自然 状态 中 其 
有 短 形 截面 的 往 体 承 受 简单 的 剪 切 变形 ， 于 是 ,在 拖 阵 形 横 截面 
Z = const， 上 的 一 个 长 方块 《0A4CB) 变形 后 变 成 为 一 个 平行 四 
边 形 (OAcb) 图 6.13.1， 我 们 内 取 一 个 直角 坐标 系 , 则 有 
(6.13.1) х= Х+ КҮ, y=Y, z=Z 
把 此 式 代 人 《1.4.12》 和 《1415) RITE 


1+K'K 0 1 -K 0 
(6.132) =| K 1 А |е) 
0 от 0 0 i 
它们 的 不 变量 为 
(6.13.3) П БЕЗ ЧИНЕ 
因此 ,变形 是 等 容 的 。 对 不 可 压缩 物质 ,本 构 方程 (5.6.20? 给 出 
ш pork 2 К? 2, tn = —p — 2 К? 22. 


(6.134) ty 2K (2 + 22 y m= pe 


him Salli 


式 中 ,我 们 已 令 pase 232 二 2-65。 内 为 应 力 分 最 部 是 党 


数 ,所 以 当 f 一 0 时 平衡 方程 是 恒 被 满足 的 。 如 果 取 p — 0, 则 
z == const. 的 表面 不 受 外 力 ,但 在 表面 у— 0,5 上 将 受到 下 列 外 
力作 用 : 


1) Eringen [1957] ВЕН Ж И Eringen 和 Sububi [1975, 第 8,15 
#1, 
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И Әх ‚ ay az 
(6.135) toy = 2K (2 + au D tay 2K 


如 果 该 面 上 的 前 力 是 给 定 的 ,四 第 一 个 式 子 可 用 来 冰 定 天 ， 但 第 

SRR ME RL AT Af A АВН. 
在 Ac 面 上 ,单位 ? 

(6.13.6) m= созу = (1 + K'Y", m= -KU + К), 


m = 0 
在 该 面 上 的 外 力 可 由 sa = mmn ЖОР, Ш 
t 一 —2 КЬ + куа OF 
= куза [OE n OE 
(6.13.7) tay = 2KC + KY) |2 + (1+ К 2] 


tax == 0 
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因此 ,在 Ас 面 上 的 法 向 力 和 切 宙 力 分 别 为 
(6.13.8) N = tanm + tama = 2K + Куз [22 


дх 
2 + K) 一 一 
+ (2 + к) 2 | 


Os ðE 
T= 一 = ka + Ky |92 22] 
tau 一 beats ( “э Б 


ЖЕКЕН РЭВ Н, ӘХ/ӘЈ > 0, ӘХ/ӘН > 0, 由 此 ， 我 
们 有 

(6.13.9) N<0, T/K<0 

于 是 ,作用 在 Ас 面 上 的 法 向 力 是 压力 . 没有 这 个 压力 , 试 件 
将 要 变 宽 ， 而 且 因为 材料 是 不 可 正 缩 的 ， 试 件 又 将 变 短 ， 这 就 是 
Poynting 效应 ， 应 该 指出 


(6.13.10) tu — tn = Kin 
此 式 对 可 压缩 材料 也 是 成 立 的 ,并 且 与 材料 的 性 质 无 关 。 
为 了 是 不 变星 的 函数 ,所 以 我 们 有 有 
(6.13.11) x — £(K:) 
此 ， 
(6.13.12) In + pe = (K), tn + po = AK?) 
ty = 0(K) 


KRH, SPDR К, tat po 和 tn + ро 可 以 认为 是 零 . 


关系 (6.13 10)。 显 然 , 由 这 个 关系 可 以 看 出 , Baia 0, W 
t= 0, 
614 (ШЖ ИШИ? 

页 柱 体 受 均匀 组 转 时 的 变形 (图 6.14.1) 由 下 式 给 定 : 


1) Rivlin [1948, 19491 以 下 Green 各 Sheild L11950] BHR Ta 88 


6237. 


(6.14.1) r= R, OMO+TKZ, «= 2 


aq 


Ë (R,e,Z) Яй (7,0, s) 分 别 是 同一 点 在 自然 状态 和 已 变形 


状态 的 往 面 坐标 。 沼 数 玉 是 单位 长 度 的 捏 转角。 度量 张 量 Gx. 和 


ёш 


分 别 为 
тоо 1 0 O 
(6.142) [lGecl=|o R 0], leull=|o о 
001 оо 1 


В 6.14.1 柱 体 的 有 限 扭转 


变形 张 量 为 


-ki 
(6.14.3) г = Сах, Cu = GaX$ ХУ 


Ad 


Ë X'=R, YO, = Z, vor, #=0, mz, É 


DRE G 和 gt! 为 


(6.144) Ск 一 


10 0 
окто, а 
oo 1 


1 0 о 
Or? 0 
бо 1 


因此 ,我 们 有 


‚ 1 0 0 
= 
66.145) le [ео t+ Ky к, 


о Ar 1 


238 。 


1 о.о 
fetl = | o 1 -K 


о —K= 1 ЕК? 
A, RIECHT gu 和 z“ 来 进行 下 降 和 上 升 指标 * 即 


ЕТ 


(6.14.6) ch = gen, с С} gn с 
不 变量 为 
(6.14.7) т=п=з+ КЮ, II 一 1 
因而 ,变形 是 等 容 的 ， 不 可 压缩 固体 的 应 力 本 构 方程 (5.6.20) 给 出 
Марш — BF, OF 
=. Р 2 8 
Pm tog —p + 10 + кн) 92. а 
(6.14.8) 出 一 ta 一 一 十 222 201 + К 9 22. 


Paty, =2к(92 + 2, be te 0 


Жир, Cestonstesstorstersto) AMAKEND RAR (SLR 
C 4.7). 
当 无 体力 时 ,平衡 方程 (6.6. 18) 化 为 


Br 1 Өө __ бы, 
6.14.9 + ba, — toe) = 0 一 
É ws 9) — 0, "усу, 


由 最 后 两 式 并 利用 (6.14.8)2:* 则 得 р 一 р). 于 是 ， 第 一 个 方 
程 的 积分 为 


= 0 


了 一 一 f 1 Ci» — tee)dr 一 С, 
r 


利用 (6.14.8);, 我 们 得 到 


Әх as + as 
6.1410) p= 2 (3 -e fra) + 
(61410 p= 20Р ƏN (+3 7+6 


AY та 一 tm 一 0， 所 以 如 果 柱 休 侧 表面 7 一“ 不 受 外 力 ， 则 必 
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FA = 0. 市 此 可 以 决定 би 


因此 
m= ak [r 024, 
1” oF 
=2к'{ OF _ (s, 82 
tea 7K Al a ar) 
as ,[* Os 
141 = e [ 02 8 
сы. aK (r au а ar) 
Z, ӨХ 
tarr (2 + a \, э = r = 0 


内 为 再 没有 其 它 的 积分 常数 ， 记 以 不 能 调整 柱 体 端 部 “一 0 和 
z = 1 处 的 外 力 。 ЖЕ z = / 处 的 外 力 与 = 0 处 的 外 力 大 小 相等 
BIWER ENH thy = mt RIT 

(6.14.12) ty б, ә ыз, tone ta 

ЮЖ ae ДЕН A MM, Poynting 效应 表明 ,在 端 截 
面 必须 作用 法 向 外 力 才能 维持 柱 休 侧 表面 ” “不 受 外 力 。 = = 
1 ADREST FAMEM N: 


м2. rr (а, — |, zas) 
ЫЈ к 2% 
(6.14.13) 、 
N= 2, | dr 一 gl (2 2 ore 
= a | tar та аг + ЭП Е 


式 中 5 三 r?。 如 果 02/81 和 63/6II 是 非 负 的 ， 则 可 以 看 到 ， 
外 向 力 N 是 压缩 的 。 如 果 不 加 这 个 力 ， 扭 转 柱 体 将 会 变 长 ， 还 可 
看 到 ,在 线性 理论 中 并 不 出 现 Poynting 效应 ,因为 在 那里 赂 去 了 
含有 К! 的 项 以 及 其 它 高 阶 项 , 即 

(6.14.14) (tn st00gtex) 一 ОСК), tos = OCK) 

我 们 还 要 指出 一 个 普 适 关系 
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(6.14.15) tes 一 tes = Krios 


此 式 表 明 , 线 弹性 理论 是 近似 的 , 它 并 不 是 精确 的 非 线性 理论 的 特 
殊 情况 ， 
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物质 坐标 ХК 和 空间 坐标 <t 我 们 都 采用 同样 的 球面 坐标 、 
HS х= R, X:= Ө, = 0, = r, = 0, = ф, К 
PRA r АСЕКА ЕРЕ, Ө 和 @@ 是 纬度 ,而 中 和 
DERE, ШШ 5.15.1 所 示 。 BAT SOBRE FP 式 描 
Ж; 
(6.15.1) г= (R), 8= 9, фе Ф 


У 
Ler 


图 6.15.1 球面 坐标 
ЖЕКЕ 


1) Armani |1915] 和 Green [19551 秽 讨 论 过 这 个 问题 。 
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1 0 0 
(6.15.2) {бк = | ок 0 |, 
о о п 
1 0 0 
Neat ро о" ° 


9 0 гш 
根据 (6.14.3)。 并 进行 升 标 和 降 标 , 我们 得 到 变形 张 量 


ry o о 
лы) e=] o у о |, 
о о rif R: 

(уз o ° 
= 0 Re o | 

o 0 Rje? 


RP r= 几 /4R。 < 的 不 变量 为 
(6.15.4) 工 一 《r 于 十 20r7R) H = 2(r'rIR) + (rí RY, 

TH = (r'e RY 
对 不 可 压缩 材料 ,我 们 有 JI 一 FERH 

pte +R 

此 方程 的 积分 为 
(6.15.5) r = (44 Ву 
хара, NTR (r> 4), CR RE. MRR, 
到 已 前 面 的 正 号 ,而 外 翻 时 则 取 负 号 ， 对 于 陪 胀 和 外 翻 ,(6.15.37 
和 (6.15.4) 都 化 为 


Rift 0 0 
l=] o wR o | 

° o PIR 

rI R° 0 0 
-| 0 Rir o 

0 0 RY р? 


(6.15.6) I = (Rr) + 2(r/ R), H= Cri R): + 2(R/ r), 
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Ш = 1 

应 力 势 是 7 的 函数 , 即 

(6.15.7) E= FID = (ғ) 

应 力 张 量 的 非 零 物 理 分 量 可 由 《5.6.20) 得 到 


OER, Әх и 
6.15.8) „= —p +2 02 R _ 2 OF т 
(6.158) t= “e+ Ги ӘП R 
ase as R 
too = ta = р + 2 — — — 2 —— — 
өт PTS or R “оры 


sty + (eR) 42 
24 / dr 


所 有 其 它 的 tue 0. 上 述 最 后 一 个 表达 式 是 根据 下 式 得 到 的 : 


dl _ к a(g ae ғ) 
dr P dr т F) к 


2 RN AL 
male ЭЕ: 
这 里 ， 当 外 翻 时 ， 取 e= 1, WARK, Wk e= 一 1， 而 且 
R' = dRjdr。 因此 有 


dÊ (22 т? эх) dI 
6.15.9 Li m (S 0.522) 
‹ ) dr ӨТ + RI) dr 


利用 此 式 可 得 到 (6.15.8) 的 最 后 一 个 表达 式 ， 
平衡 方程 (6.6.23)( 当 f = ü = 0 时 ) 化 为 


dt, 2 eR dd 
6.15.10 Soe = “(ш — „у= — — 
‹ ) dr r Goo = к) A dr 


积分 此 式 给 出 
we 但 d + C, 


(6.15.11) R: А erR? dÊ 

to s Í я 45 + "лт 
积分 常数 4 和 C, 由 边界 条 件 决定 。 如 栗 壳 体内 外 表面 在 未 变形 
LED A R= «MR FAR, MA ЗВ ОРАУ AEH 


.24 。 


分 别 为 

r= (A+ уз, rom (A+ BY ERR) 
r= (4— py, ram (А— ау" (ED) 
这 里 ,我 们 还 必须 选取 4 > p. WHEN 


ber = po P= ri 


(6.15.12) 


(6.15.13) 


ty, = 0, r= r, 


利用 (6.15.13), 我 们 可 以 决定 С, 和 A: 


я» 

6.15.14 2 

К › Ë fro „45+ 
aheg eme 


其 中 第 二 式 完全 可 以 确定 4， 因 此 应 力 场 为 
一 (的 经 
z dr 


(6.15.15) ,Rs RS dÊ 

По = foe = ЕЗИ (к) a” +) dr 
和 类 些 实验 观察 到 的 情况 一 样 , 如果 93/61, 95/01 > 0， 则 应 
F (6.15.9), BETER, edf/dr 和 (r/R) (Riv) = (P+ 
RYG 一 YAR 必须 具有 相同 的 符号 。 ERIE, r> 
R, RRL dÊfdr < 0。 因此 ,由 (C6.15.15), (в = —1), z, B8 r 8 
调 增加 。 对 于 外 翻 , 43 /dr 的 正 负 由 

rP-R=A-2R 

DEMRE. 如 果 球面 R= 4/2《 在 此 球面 上 е 一 1) 位 于 内 
外 表面 之 间 ， 则 | кшй TRAE. 如 果 我 们 在 两 个 边界 上 令 


r= 0， 则 我 们 得 到 单 连 体 的 内 壁 承受 应 变 而 物体 又 不 承受 任何 
表面 载荷 。 这 说 明 ， 线性 弹性 理论 的 唯 -性 定理 不 能 搬 到 有 限 弹 
性 理论 中 来 . 

上 面 所 述 的 脱 胀 问题 可 以 用 来 估算 心脏 肌肉 的 应 力 场 。 动 物 
心脏 的 心室 壁 由 有 序 的 相互 联结 的 肌肉 纤维 组 成 。 通过 心肌 壁 ， 
EED MAAR ЕТ HE NE E 


DELEI 


匀 的 ,也 不 是 各 向 同性 的 ， 并 且 影 胀 室 的 几何 性 质 也 不 是 球形 的 . 
然而 ,在 某 些 情况 下 , 左 心室 可 以 近似 为 由 均匀 各 向 同性 不 可 压缩 
弹性 物质 组 成 的 夯 球 壳 。 Demiray [1976, 1977] 利用 由 Blatz 
[1969] 给 出 的 下 列 经 验 的 应 变 能 函数 


(6.15.16) 了 一 2 [expa(H — 3) — 1] 


MAMAS AOS EK AH о 和 8 为 常数 。 计 算 表 归 , 结 
果 与 Sponitz [1966] 关于 狗 的 心室 的 试验 相 一 致 ， 在 8 二 一 
BF, E (6.15.14), 给 出 的 压力 p。 作 为 т; RRA 6.15.2 
中 . 由 实验 结果 的 曲线 拟 合 得 到 的 = 和 8 值 分 别 为 a 一 0.44, 
8 = 4.63 X10 达 因 /厘米 平方 。 在 图 6.15.3 中 绘 出 切 向 应 力 ， 
并 指出 有 限 弹 性 理论 解 与 线 弹性 理论 解 的 重大 差异 ， 


pe (103 《 达 因 /厘米 *) 


6.15.2 р, Hi rw 的 变化 
《摘自 .Demiray [1976]) 
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HHE 


Po = 16 mm На 


В 6.15.5 RY ARERR dL 
《摘自 Demiray [1977]) 


习题 


6.1 试 证 明 在 非 线性 各 向 同性 弹性 固体 中 ， 唯 一 可 能 的 初始 应 力 状 态 是 静 
水 压力 状态 。 试 问 对 各 向 异 竹 弹性 固体 的 情况 如 何 ? 

6.2 试 求 各 向 同性 弹性 固体 的 能 量 表达 式 ， 使 其 应 力 本 构 方 程 包含 应变 的 
с. 

6.3 设 弹性 固体 的 应 力 本 构 方程 包含 应 变 的 二 阶 项 。 试 问 若 使 其 内 能 密度 
对 所 有 的 应 变 状态 都 是 非 负 的 ,必须 对 弹性 常数 加 上 什 么 限制 ? 

6.4 试 提 出 一 个 决定 二 次 弹 狂 基体 所 有 弹性 系数 的 试验 方案 . 

6.5 试 设计 一 全 决定 不 可 正 缩 非 线性 起 弹 性 固体 本 构 范 数 的 试验 方案 . 
6.6 在 线性 各 向 同性 弹性 固体 中 , 试 证 明 应 力 t 满足 Belerami-Michell 方 
程 


6 


1 N 
tee — thes + Paster + P, + Р, ad 
amt р t Pattee + Be, 


式 中 F = off a), 
6,7 ”在 线性 各 向 同性 弹性 固体 中 , 若 ，f,: 一“ 一 0， 试 证 明 应 力 mn 和 
应 变 en 满足 方程 
Wan 0 “k = 0 

6.8 SHAME OS, RIEA ЖИЕ AIEEE Navier 方程 
的 特 解 由 下 询 方程 给 出 

(а) 2p = ур, чү 

(b) Zuna, = AVG. — (3 — 4)G.94, YGa = 0 AS oe, 

(a= 1,2,3) 

Жир а, ARH. 

(с) ил = VHA ATA, уз. = 0, (а = 1,2,3) 
这 里 4 和 (b) 中 的 480. 
6.9 对 在 问题 6.8 中 所 列 出 的 Nevier 方程 的 每 一 组 特 解 , 试 求 

G) ЖЕ 

(b) 无限 小 转动 矢量 ; 

(e) ЈАКЕ. 
6.10 把 问题 5.8 中 列 出 的 特 解 相关 加 , 试 求 Navier 方程 的 一 个 解 ， 使 得 
在 边界 面 一 0 上 的 剪 应 力 为 零 . 
6.11 设 有 无 限 延 伸 的 线性 各 商 同 性 弹性 国体 只 受 体力 +, 如 果 加 速度 为 
零 , 试 证 明 位 移 场 为 


watt Ж” ha- [кр p Р) 


ПЕ 


_—1{ ð ат 
ШЕЕ ано) 
н 
=, [Gs Б), бри 

这 里 积分 是 对 三 维 空间 进行 的 . 
ваз 如 果 ROBO) п (Жэ, BP) 是 介质 y + у 中 的 两 组 应 力 和 应 
3 RE 

ЗЕД 
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бз ”利用 问题 6.12 АНАЙ ДАШЫ Вена 和 Eayleieh ЖТ: 
Í gana]. аме | азили + (aie 
ñ > А r 


Жр, Чоп d 分 别 为 合 应 力 ; ПО? 和 0 为 体力 3 而 sj 和 sP 是 
相应 于 问题 6.12 中 所 给 出 的 每 一 组 应 变 和 应 力 状态 的 位 移 矢 量 . 

6.14 ”一 无 限 大 的 各 向 同性 弹性 固体 在 坐标 原点 处 承受 沿 = 方向 的 集中 力 
括 用 ,其 大 小 为 P。 如 果 应 力 状态 是 二 维 的 ; 试 证 明 


_ Fr _ ы 
fa эйр» ( з hawt OF 


- Рх _ — 27 ) 
fr жя(т ууя (0 2» ri 


一 一 Fy 一 ae 
ft Ti 259 (: зь + 


并 讨论 在 * — y 一 0 处 的 奇异 性 - 
6.15 半 平 面 在 原点 x = y = 0 处 承受 重 直 于 表面 = 0 的 集中 荷载 ? 作 
用 , 试 证 明 在 介质 内 的 应 力 场 为 


Фр, е ey, 


Ç + „ 
пр? m 


y кеМ 


r = 一 


并 讨论 在 + = y = 0 处 的 奇异 性 ， | 
6.16 利用 问题 6.15 给 出 的 结果 , 设 〔a) 在 1016 E, ЖАНЕ Р 
作用 ;(〔b》 没 = 一 0 的 直线 承受 变 载 少 PO) 的 作用 ; 试 决 定 半 平面 的 应 力 
状态 。 
6.17 在 一 柱 形 杆 中 ,位 移 场 给 定 为 
Wm Ors va zas куте GCE 181) 
如 果 杆 处 于 平 脆 , 试 决定 应 力 和 中 必须 满足 的 方程 。 忽略 体 力 ， 如 果 杆 只 在 
它 的 两 端 承 受 握 拭 作用 , 试 建立 四 的 边界 值 问题 。 
6.18 利用 问题 6.17 给 出 的 位 移 场 , 试 证 明 在 补 茹 茂 面 柱 体 中 有 
s-h 
фФ= – зав бүт, 
式 中 。 和 4 分 别 为 截面 的 长 半 轴 和 短 半 轴 。 试 证 明 在 任何 截面 上 的 扭矩 7 
为 
пий 
тег 
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16.19 АРАА ЭЛЕ ЗР ТШЕК A HSA PRENAR t Б.Я} 
8, (RIDE ЕЗЕШ ДЕН ИЕН БЕЯН, 
G) ЙИНЕ ASEPE RAE RA A. 
Съ) ， 试 决定 反射 波 和 人 射 波 的 振幅 比 。 
б) 试 决定 皮 射 波 不 存在 的 条 件 . 
420 设 在 弹性 半空 间 中 发 生 表面 波 . ЖШШЕ ТЕНШ НЕНЕН 
坏 力 是 最 大 的 ， 这 些 波 的 振幅 离开 表层 以 指数 形式 衰减 。 试 求 其 传播 速度 、 
6.21 REED RAMPAGE, 使 其 X= созы. 的 平面 
ЗЕЛЕ САНЕТ, У = сола. 的 平面 变 成 径 向 平面 ,而 Z = conse. 的 平面 
保持 平行 。 设 写 形 的 柱 表 面 无 外 力作 用 ， 试 决定 应 力 场 ,并 求 为 了 产生 这 种 
变形 必须 加 在 扇形 端面 的 力 和 力 侦 . 
6.22 ”一 弹性 体 的 平衡 构 形 称 为 是 可 控制 的 :如果 这 种 平衡 只 能 够 由 表面 外 
FREE. ARERR RG RAGE AA BMRA RELA. 
6.23 AREE EREA RRO A EE, ЕЩ 
于 这 个 给 定 群 的 每 一 个 响应 函数 ,平衡 方程 都 能 被 满足 。 试 证 明 均 匀 各 向 同 
性 弹 件 体 的 所 有 普 适 解 《 由 问题 5.22 所 定义 》 是 偏离 无 到 和 斜 构 形 的 均匀 变 
W. 
6.24 ”如 果 在 每 一 时 刻 , 物 体 在 表面 外 力作 用 下 的 瞬时 物 形 都 是 一 个 可 能 的 
平衡 构 形 ， 则 这 种 运动 称 作 是 拟 平衡 的 . 试 证 明 对 不 可 压缩 弹性 体 ， 氟 平 
湛 的 必要 和 充分 条 件 为 平衡 构 形 是 可 控制 的 ， 加 速度 必须 具有 势 ， Ш а= 
#тз45, & = (5 一 p)/o, Ach p.p 是 压力 ,而 是 密度 . 
6.25 对 各 向 同性 弹性 固体 的 均匀 等 容 运 动 , 试 证 明 变 形 梯度 F 必须 满足 
Ër 一 ËR 
当 这 个 条 件 被 满足 时 , 试 证 明 加 通 度 势 为 
$= т Чо “x+ (Ë fe) ex + 0) 


式 中 x 是 位 置 矢量 ,而 6000) 是 :的 任意 函数 。 
6.26 《短文 ) 在 下 列 各 种 坐标 系 中 试 写 出 应 变 和 变形 的 关系 式 以 及 Cauchy 
运动 方程 : 

G) ЖИЙ; 

Фф) ийїї; 

(с) йш; 

(0) жөө; 
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(e) фей, К 
6.27 CEL) КРАЕВОЕ АН О ААО Атар s саа 
в. 
6.28 СНХ E(B OIE EERE 直 F 
RRA ARAMEA, ВАЕНИ ЕА Р НЕ A 
6.29( 短 文 ) 试 研究 一 些 文献 ,并 提出 一 种 求解 沿边 界 的 一 部 份 给 定 外 力 而 其 
余部 份 给 定位 移 的 (例如 ; 冲 孔 问题 ) 混 合 边界 值 问题 的 数学 方法 。 
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第 七 章 流体 力学 


Ti Жаки 


本 章 将 推导 线性 Stokes 流体 的 基本 方程 和 某 些 例证 性 的 解 . 
在 第 7 2 节 中 介绍 可 压缩 和 不 可 压缩 粘性 流体 的 线性 本 构 理论 . 
在 第 7.3 节 中 介绍 粘性 的 实验 起 因 以 及 测定 粘 姓 的 方法 .第 7.4 节 
中 汇集 了 Navier-Stokes 理论 的 基本 方程 以 及 边界 和 初始 条 件 . 在 
第 7.5 节 中 ,我 们 给 出 正 交 曲 线 坐 标 中 的 基本 方程 。 其 余 各 节 , 即 
第 7.6 节 到 第 7.15 节 ， 我 们 则 致力 于 若干 例证 性 问题 的 解法 。 第 
7.6 节 讨 论 某 些 简单 的 流体 运动 ， 如 无 旋 运 动 , 等 容 运动 以 及 平面 
送 动 。 在 第 7.7 节 中 ， 我 们 讨论 圆 管 中 Navier-Stokes 流体 的 组 
Bad), 第 7.8 节 讨 论 某 些 一 维 非 定常 问题 ， 这 些 问题 是 某 些 简 
单 边 值 和 初 值 问题 的 典型 例子 ， 第 7.9 节 中 的 Taylor 运动 是 精 
确 解 的 另 一 个 典型 例子 。 在 第 7.10 节 中 ， 我 们 介绍 平面 停滞 运 
动 ,在 这 里 揭示 出 流体 的 非 线性 特性 的 重要 性 ,同时 我 们 将 会 了 解 
到 导致 在 经 典 流体 力学 中 非常 重要 的 边界 层 理 论 这 一 概念 的 起 
办 至此， 我 们 都 假设 流体 是 不 可 压缩 的 。 在 第 7.11 节 中 , 我 们 
转向 可 压缩 流体 的 研究 。 对 于 非 粘 性 流体 ,根据 两 个 典型 问题 ,一 
个 是 关于 振动 球 的 辐射 (第 7.12 节 )， 另 一 个 是 衍射 间 题 (第 7.13 
区 ), 介 绍 了 声 近 似 。 在 第 7.14 节 中 , 我 们 将 研究 冲击 池 断 性 的 传 
播 问 题 。 当然， 在 这 里 我 们 会 首次 看 到 通过 运动 间断 面 (冲击 波 ) 
的 胱 变 条 件 的 真正 应 用 ， 最 后 一 节 ， 即 第 7.15 节 , 是 关于 球面 爆 
炸 波 的 讨论 。 每 当 我 们 回 亿 线性 弹性 理论 中 的 相应 问题 (第 6.12 
节 ) 时 ,我 们 就 会 感到 由 于 这 类 问题 的 非 线性 特性 所 引起 的 特殊 困 

本 章 所 讨论 的 问题 只 不 过 是 这 个 领域 中 的 少数 几 个 精确 解 . 
介绍 它们 的 目的 是 为 了 使 学 生 了 解 如 何 推导 这 些 方 程 .不 言 而 瑜 ， 


ID 


ШЕЛЕР ЕЗ НЕКЛЕ BEB ЖИЕ ТАЛЕ Run OUAR ЕЛЕ kas E E 
出 了 本 章 的 范围 。 
12 ”线性 本 构 方程 


ЖЖ 5.7 节 中 * 我 们 已 经 得 到 Stokes 流体 的 本 构 方程， 它们 
的 一 般 形 式 由 (5.7.28) 一 (5.7.34) 给 出 , 即 


(24) 28a + pfu(d,p2"';0) 
(7.2.2) noo 
(7.2.3) e= 6007,0) — 0.8 

= — ob 
(724) n 29 
, 式 中 * 是 热力 学 压力 , 它 定 义 为 
(лз) 007,8) = — 8# 

det 

of 还 应 受到 下 列 客观 性 公理 和 Clausius-Duhem 不 等 式 所 加 的 限 
©: 
(712,6)  QDpf(dor56b)QrGD = of(QQ" 9,6) 
(1.2.7) pfrd > 0 


式 中 QO) 是 所 有 正 交 变换 的 完全 群 。 因 此 ， 这 种 流体 是 各 向 
同性 的 。 当 对 称 张 量 d 的 各 向 同姓 张 量 函 数 of 是 d 的 多 项 式 
时 ,本 构 方程 可 以 得 到 进一步 的 简化 。 在 这 种 情况 下 ，aof 可 以 表 
示 成 为 ` 


н 


(7.2.8) pf = У) а.(7',0)@ 
利用 三 维 的 Cayley-Hamilton 定理 (1.10.32) 
(7.2.9) Ф — Ld: + Id — Ш, 0 


我 们 可 以 把 (7.2.8) 中 所 有 大 于 d КОД LMR. A 
此 ,(7.2.8) 可 以 写成 形式 (参见 附录 表 B.3) 
(7.2.10) pf = ak + ard 十 oa 时 
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Жү о, 是 d 的 不 变量 以 及 a! 和 9 ШБЕК, 
(7.2.11) a= lp 1,0;1; II) = 0,1,2) 
不 等 式 (7.2.7) 对 所 有 的 d 都 是 成 立 的 。 如 果 ofCp"',9,d) 对 d 
是 连续 的 , 则 必须 有 2 (07:,0,0) 一 0. 因此 有 
(7.2.12) а(07',8,0;0,0) = 0 
从 而 ,对 一 般 非 线 性 应 力 给 出 下 列 本 构 方程 : 
(7.2.13) ы = (—= + mou + aidi + orden des 
RATER tus ШЕШ. 

定理 当 of а RETE, Stokes Ш 
BAPE FLAS) IED oy BE (72.12) 和 不 等 式 
(7.2.14) . ота + «иг + «мг > 0 
此 不 等 式 是 在 (7.2.7) 中 代入 由 (7.2.10) 给 出 的 of 而 得 到 的 ， a 
用 等 式 


trd= 1, 
(7.2.15) иФ = — 21, 
wd? = 13 — ЗП, + ЗШ 

我 们 还 可 以 把 (7.2.14) 表 成 下 列 形式 ， 
(7.216) ole + Çh — 204) + C13 — А1, + 3101.) 2 0 

线性 理论 。 利用 本 构 方程 《7.2.13) 可 以 推导 出 各 种 近似 理 
论 ?， 这 里 我 们 只 考虑 线性 理论 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
(7.2.17) == Aso, Olay om 28071,8), a= 0 
式 中 2, 和 z, DIRO ERM RE. ИЖ, RITER 
本 构 方程 


(7.2.18) ы = (—= + ЫДёы + 20,0 
把 这 个 结果 代入 《7.2.16) 中 ,我 们 得 到 对 这 种 流体 必须 施加 的 限制 
(7.219) 2 (4. + 28) — 4и, 22 0 


这 个 不 等 式 要 求 对 所 有 的 运动 都 成 立 。 因此 ， 用 和 第 6.3. 节 中 相 
的 方法 可 以 得 到 下 列 结 果 : 


可 


1) 参见 Eringen [1962 Art. 49 БЖ]. 
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(7.2.20) О 34, + 2р, < 65, Ü < u, < 00 
upita gak 2, W a, WRN (7.2.20) RR TA HED 
BRODAR. 

在 这 种 流体 中 ,因为 具有 耗 散 功率 和 内 部 热源 ,所 以 米 是 变化 
的 。 板 据 (5.7.26), 痛 的 变化 由 下 式 计 算 : 


(7221) обі = sfuda + ph 
在 线性 理论 的 情况 下 ,利用 (7.2.18) ,我 们 可 以 把 上 式 化 为 
(7.2.22) POH == Cy + 28.) — 4р1. + ph 


不 可 压缩 流体 SL 一 0， 并 用 未 知 压力 р(х) 代替 
x， 就 可 得 到 不 可 压缩 性 的 限制 。 凑 此 ,对 线性 理论 ,我 们 有 


(2.1.23) ty = — pòu + lardu 
0.2.24) da = 0 
(1225) 0< п„(#у < оо 
(72.26) 1) = Араа + poh 


压力 рк) 是 本 理论 的 一 个 未 知 量 。 在 给 定 边 界 条 件 下 ， 它 可 
以 根据 每 一 个 基体 问 题 的 解 来 决定 。 在 这 种 情况 下 ， 因 为 om 
const. == po， 所 以 a, 只 是 温度 Ө 的 一 个 天数 . 


13 ”粘性 的 实验 根据 


前 节 所 得 到 的 线性 本 构 方程 在 处 理 一 大 类 流体 运动 时 具有 广 
逐 的 应 用 。 对 于 水 ,空气 和 各 种 润滑 油 的 运动 的 应 用 是 那样 成 功 ， 
以 致使 得 现在 大 多 数 流 体力 学 家 还 把 这 些 方程 看 作 是 自然 规律 1 
但 是 我 们 必须 指出 ,各 种 重要 的 物理 现象 ,如 Poynting 效应 或 正 
应 力 效应 和 Kelvin 效应 等 ， 却 不 能 由 这 些 线性 方程 得 到 ， 在 高 
粘性 流体 中 以 及 具有 大 的 变形 率 的 运动 中 ， 某 些 流 体 将 显示 出 这 
些 效 应 。 例 如 ,在 两 个 共 轴 的 圆柱 体 ( 其 中 内 留 柱 体 旋 转 ， 而 外 图 
柱 体 固定 ) 之 间 的 加 糖 乳液 河内 圆柱 体 的 表面 所 观察 到 的 忠 升 现 
RBS Navier-Stokes 流体 的 性 态 相 矛盾。 类 似 地 , 在 管道 流动 
乱 只 处 发 生 的 脱 胀 也 不 能 用 线性 的 应 力 本 构 方程 来 解释 ， 对 这 些 


+2846 


和 其 它 有 意义 的 非 线性 现象 , 我 们 建议 读者 参见 Eringen [1962, 
第 七 章 ]。 

在 线性 理论 的 范围 内 ,我 们 有 两 个 粘性 数 统 1。 和 we， 它们 
对 于 表征 Navier-Stokes 流体 的 性 态 是 送 宜 的 。 :。 引 起 膨胀 运 
动 中 的 耗 散 ,而 x。 则 是 造成 等 积 运动 的 原因 ， 这 样 ,我 们 可 考虑 
下 面 两 种 简单 实验 。 

OQBAEA 在 物体 中 的 应 力 状态 被 说 成 是 静水 压力 的 ， 
如 果 


(7.3.1) t= рды 

把 此 式 代入 (7.2.18), 并 令 k= 1, 我 们 得 到 
_ 2. 

(7.3.2) аф (x + +) 

和 


du=0 4 kxl 
对 不 可 压缩 流体 ，1s 一 0, RIA 
(7.3.3) p= x 
应 当 指出 , 当 流体 发 生 刚 性 运动 时 , 即 d — 0 时, 式 (7.3.3) 也 是 成 
立 的 ， 在 这 种 情况 下 ,“ 静 水 压力 ”这 一 术语 对 于 5 必定 是 合适 的 。 
已 经 证 明 , 对 可 压缩 流体 p 也 必须 和 = 相同 。 因 此 ， 在 经 典 流 体 
力学 中 几乎 所 有 的 工作 都 是 以 下 列 条 件 为 基础 的 ; 


(7.3.4) 和 + 2а, 一 9 CER) 


这 个 条 件 称 为 Stokes ЯЕ. Stokes 本 人 并 不 十 分 相信 这 个 条 
件 。 动 力学 理论 支持 条 件 (7.3 4); 然 而 ,对 币 密 的 气体 和 流体 ， 并 
没有 根据 能 够 说 明 这 个 条 件 是 成 立 的 。 已 发 现 有 些 实验 结果 与 这 
PREFS. WR GOR ABS ve 的 效应 消除 ， 那 么 ， 
对 于 大 多 数 问 题 的 计算 来 说 ，Stokes 条 件 并 不 导致 很 大 的 偏差 。 
例如 ,如 果 流 体 的 变形 是 由 在 所 有 的 方向 都 相同 的 ,脉动 的 嘴 胀 和 


1) 对 于 各 种 夹 洽 结 果 的 讨论 ;参见 Trucedell [1952, р. 228], 
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收缩 形成 的 , 则 在 条 件 (7.3.4) 下 ， 耗 散 功 率 为 零 。 在 这 种 情况 下 ， 
不 管 4， 如 何 接近 一 宅 z,， 但 是 没有 耗 衣 的 结论 在 物 蛋 上 却 似乎 


是 不 够 合理 的 。 然 而 ,对 茶 些 流体 ,实验 指出 ，%, > Ө. 2, 的 精确 
测定 存在 一 定 的 困难 ,因为 在 球 对称 波 动 中 ,测定 振幅 的 衰减 是 很 


困难 的 。 


G) ERS О 在 两 个 平行 的 刚性 你 《其 中 一 个 是 


| 


定 的 ， 另 一 个 以 速度 m 而 运动 ) ZILA Oe AE St BY 
Dit my， 的 效应 的 实验 观察 是 重要 的 。 若 取 直 角 坐 标 (xyy,z)， 
使 * 轴 沿 回 定 壁 的 方向 ,而 У па ЖШШЕ E x 轴 ( 图 7.3.1), 则 我 


图 ?.3.1 直线 流动 
们 希望 下 面 的 一 维 速度 场 是 本 问题 的 解 : 
(7.3.5) i= uly), p= £= 0 


由 《7.2.18) 和 (7.3.5), 我 们 可 得 到 应 力 


= 1, = t, = — 


4 
(7.3.6) hey Be D ty = r = 0 
无 体力 的 Cauchy ЖУ 
oe yy PH, Oe бк 
Өх "dy ду Өк 
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AA» RE y 的 函数 ,所 以 4 是 常数 。 上 式 的 积分 为 


2 
нит AY + By + C, х= Ax + D 


БЕЙИК ИРЕ EDI EBL FRAT A ЯЕ 


и==0 当 y 一 0 
ити Hyak 


ICA ARE BC. TAMAR RAD, 则 有 


(7.3.7) 


Aen юш С 
„н = (у — hy) + p, £ 
p OTID +в ту 


= Fy Ю + a 8, а= Ах + D 


tr, = a t а 0 


当 压力 梯度 4 = 0 时 ,我 们 得 到 


(7.3.8) 


Me ЕЛ 
um ут. р, 0 
ho? „тй F: 


因此 ,通过 管道 ,水 平 速 度 分 量 线性 地 变化 ， 并 在 运动 壁 y — á E 


达到 最 大 值 (图 7.3.1), 从 而 ， 在 上 面 的 平板 上 发 生 的 阻力 (水 平 
力 ) 就 可 以 给 出 粘性 的 度量 , 即 


Ho = Eh/ to 


可 以 用 上 述 管道 流动 来 测量 剪 切 烙 性 。 因 为 实际 的 管道 具有 
有 限 的 宽度 ,所 以 维持 这 种 管道 流动 的 条 件 (7.3.5) 是 很 困难 的 , 作 
为 一 种 粘度 计 ,宁可 用 网管 内 的 粘性 流体 的 流动 来 代 蔡 直线 流动 。 
这 个 问题 的 解 将 在 第 7.7 节 中 给 出 。 根 据 Poiseuille [1840] #47 
所 用 的 毛细 管 ( 直 径 在 0.001 一 0.014 厘米 之 间 变 化 )， 可 以 得 到 很 
高 的 精度 . 例如 ,在 大 气压 下 ,水 的 粘性 大 约 在 0.1% 的 精度 之 内 。 

还 有 其 它 根据 Couette 流动 (扭转 流动 ) 作 成 的 粘度 计 , 平行 
板 粘 度 计 等 等 ， 对 这 些 情况 的 一 些 讨论 可 参见 Michell Í 1946 18 


三 章 ]。 


1) 一 个 对 血液 笑 环 有 兴趣 的 内 科 泛 生根 据 实验 建立 了 WRB ES 


律 ? 并 在 这 个 方面 完成 了 第 一 批 有 意义 的 实验。 
+e 


BAS UE ЧА RI 7 0—6 8 ДУХ. Ain, Lamb $ 
中 [1952, Art. 326] 给 出 的 Helmholtz 公式 .在 CGS 单位 制 
中 , 当 温 度 以 摄氏 温度 测量 时 ,水 的 粘性 为 


0.01779 ` 
7.3.9 
‹ ) Fe = TF 0.033680 + 0.000220996° 


对 空气 ,他 提供 的 方程 是 

《7.3.10) д, = 0.0001702(1 + 0.03299 + 0.00000700°) 

通过 я = а(рт!,0), BD p == 0,0) 这 一 事实 ， 可 以 了 解 到 压 
DASE. ATG 

(7.3.11) pe = рКа ,0),0] = n,(z,9) 

在 流体 和 空气 中 ,已 经 发 现 ，zw MEDEN., CB h, 
性 y, = pw/p 与 压力 成 反比 地 变化 。 在 表 7.3.1 中 ， 我 们 提供 了 
在 大 气压 下 一 些 流体 的 粘性 "， 


MET.3.1 在 CGS 单位 制 ( 克 / 厦 米 ， 秒 ) 中 流体 的 丫 性 (在 大 气压 下 ) 


© 10% “G 60% | 8080 100% 
ж» 0.01792 | 0.01005 | 0.00656 | 0.00469 | 0.00356 | 0.00284 
R 0.0170 0.0157 一 一 0.00122 一 
0.0044 [0.0038 |0.0032 | 一 - - 
甘油 4.6 a7 _ - _ 一 
mh | 5.13 0.335 | 0.193 
кш _ 7.24 | 2.23 
汽油 8B | 一 5,47 1.30 
Baye 1.709 1.808 1.904 


xio [xio | 10+ 
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ТА 流体 力学 基本 方程 的 汇总 
线性 应 力 本 构 关系 的 流体 力学 是 以 下 述 方程 为 基础 的 。 


1) 除了 水 和 空气 的 u, CCAR SRDS HEM po WWE Michell [1946, 
р. 148]， 而 水 和 空气 的 р, HRA. Goldstein |1938, рр. 5—7], 


2359+ 


平衡 方程 


(742) Be + (oda 0 

4 
(7.4.2) tua + рО 9) = 0 
(7.4.3) I” in 
(7.4.4) oh = G, + 2,)Ú — Aalli + ой 
(7.4.5) 0 < 34, + 23, < 00, 0 =< z, < оо 


最 后 两 个 条 件 对 于 满足 Clausius-Duhem 不 等 式 是 必要 和 充分 

Ёё. 
跳 变 条 件 。 ”如 果 间 断面 об) 在 其 正法 线 的 方向 以 速度 

> 掠 过 物体 , WIZE okz) 上 必须 满足 下 面 的 岗 变 条 件 ; 

(7.4.6) Coy —»)]- n= 0 

(7.4.7) Сн — Гоу — >)] ` n = 0 


(2.4.8) (6 ++ A) у »] в Сын + фы = 0 


(7.4.9) [ec уа я] -n20 
本 构 方程 (可 压缩 流体 ) 

(7.4.10) tp (—я + hd Br + 2н,йн 

(7.4.11) noo 

(1.4.12) e= ф(67,0) 一 өре 

=h „— Ob 

(7.4.13) n=, a 

式 中 自由 能 A0) 表征 系统 的 热力 学 并 态 。 
本 构 方程 (不 可 压缩 流体 ) 

(7.414) tym ргы 十 Lads 

(7.4.15) q = 0 

(7.4.16) s= (8) —0 Z 
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(7.4.17) n= 0% 


98 
ERREF, p 一 ps = const., 所 以 还 必须 有 
(7.4.18) pa 0 


此 式 可 由 (7.4.1) 得 出 函数 p(x,) 是 本 理论 的 未 知 量 ， 它 由 场 
方程 的 积分 和 边界 条 御 来 大 定 。 在 这 种 情况 下 ， 根 据 系统 的 力学 
状态 , s 委 是 非 辜 合 的 ,所 以 ,为 了 决定 不 可 压缩 流体 的 运动 ,我 
们 不 需要 给 定 p, 


运动 学 关系 
(7.4.19) а= дүз ањ. + сын» 《加 速度 》 
(7.4.20) аы = тч + ons) . (ZER) 
(7.4.21) wu= 0 — иа) G Э) 
(7.4.22) шъ = Chima (ie ш) 


(7.423) з= eas Шш Jadu — dudu) 


Navier-Stokes 方程 ”把 由 方程 (7.4 10) 和 (7.4.14) 得 到 的 
t 代 人 《7.4.2)》, 我 们 便 可 得 到 著名 的 Navier-Stokes 方程 如 下 ; 
(7.424) О, + Bodegas 十 ваа та + plfi— ө) = 0 
《可 压缩 流体 》 
(7.4.25) ад Pa F рО 0) = 0 《不 可 压缩 流体 》 
对 可 压缩 流体 , 除 Navier-Stokes 方程 (7.4.24) 外 还 必须 补充 连续 
性 方程 (7.4.1), 能 重 方程 (7.4.4) ,状态 方程 (0,0) 或 (7.4.13)， 
这 样 便 提 供 了 决定 五 个 末 知 量 n,o 和 6 的 五 个 偏 微 分 方程 ， 对 
不 可 压缩 流体 ， 不 需要 能 量 方 程 和 状态 方程 。 但 我 们 还 需要 不 可 
压缩 纤 条 件 (7.4.18) 来 补 完 (7.4.25)， 这 样 便 得 到 决定 四 个 未 知 量 
оь 和 的 四 个 仿 微 分 方程 。 于 是 ， 对 这 两 种 流体 , 在 边界 条 件 和 
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初始 条 件 为 "适当 ”的 情况 下 ,问题 是 确定 的 。 

RRHH, Navier-Stokes 方程 和 Navier 方程 (6.5.20》 
与 (5.5.21) 之 咎 的 差别 。 在 前 者 中 ， 我 们 不 仅 看 到 附加 的 压力 项 ， 
而 且 这 些 方程 定 非 线性 的 。 这 一 点 可 从 加 速度 的 表达 式 (7.4.19) 
和 在 (7.4.24) 以 及 连续 性 方程 (7.4.1) 中 出 现 。 和 的 乘积 项 看 出 。 
在 线性 弹 狂 理论 中 ， 考 虑 到 加 速度 是 由 近似 式 (6.5.17) 给 出 的 ,而 
且 在 (6.5.20) 中 的 密度 看 成 是 常数 ,所 以 ， 非 线 狂 项 是 不 出 现 的 。 

边界 条 件 如果 在 边界 SZ 的 一 部 份 表面 9", 上 给 定 外 
力 ,而 在 其 余部 份 97, 三 S — S, 上 给 定 速 度 , 则 我 们 有 

Ime ES, E 
(7.4.26) эк== 96 # ©, Б 
хш, Z, 和 Z, BREN. BE Lamb 的 观点 ， 在 自由 表 
BL, REAM ABRAM Eb а 应 是 连续 的 。 从 这 
里 并 看 不 出 通过 表面 或 交界 面 的 速度 是 否 连 续 ， 尽 管 一 些 其 体 的 
例子 具有 这 种 连续 性 。 

在 固体 与 流体 介质 接触 的 边界 上 所 要 满足 的 条 件 这 一 问题 上 
存在 着 更 多 的 和 争论。 根据 Stokes 的 观点 , 流体 必须 附 首 于 固体 ， 
即 ,在 接触 面 上 必须 满足 条 件 (7.4.26);,， 其 中 sz 是 园 体 的 表面 束 
度 ,或 者 满足 
(7.4.27) Аз = 0 在 固体 表面 Z 上 
Ah Av 表示 流体 和 固体 边界 的 速度 差 。 但 是 已 经 知道 , 在 高 速 
空气 动力 学 中 ， 附 闭 条 件 是 不 成 立 的 。 在 已 提出 的 各 种 滑 移 条 件 
中 ,最 重要 的 一 个 条 件 是 


(7.4.28) До, == 0, Av, = kt, 


其 中 指标 > 和 * 分 别 圾 示 边 界 处 速度 的 法 线 和 切线 分 量 ，A 是 可 
能 与 六 йй Ө 相关 的 系数 ， 这 些 条 件 已 得 到 动力 学 理论 的 一 些 诬 
K. 除了 很 低 的 压力 之 外 ,系数 不 接近 于 零 。 

初始 条 件 。 ”初始 条 件 即 在 初始 时 刻 时 物体 内 各 点 的 速度 场 
和 密度 场 
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(палу YG0)— w(x) 

e(x,0) = (ж) 

AR ЖЫЛА: A SB AR. TE 

个 适 定 的 理论 中 ,在 存在 性 和 唯一 性 定理 的 基础 上 ， 这 些 条 件 才 

是 可 容许 的 。 然而， 一 个 理论 的 最 后 成 功 还 在 于 所 预示 的 现象 必 

须 被 实验 所 证 实 。 ZSAE, Navier-Stokes 理论 的 成 功 无 疑 已 
超过 了 它 的 开创 者 们 的 期 望 。 


1= 0, xe 


15 ”曲线 坐标 


为 了 得 到 各 种 方程 在 曲线 坐标 中 的 表达 式 ,我 们 将 采用 第 6.6 
Fitch PAM, ATER MAR Me dè 为 
dò = gids)? + 040) + ge (dz): 
度量 张 量 gu 只 有 三 个 非 零 的 分 量 ра, ва, 5. Cauchy 运动 方程 
的 形式 已 由 C6.6.8) 给 出 。 只 要 在 (6.6.11) 和 (6.6.12) 中 用 RE 
ч 即 可 得 到 变形 率 , 自 旋 和 旋 度 的 物理 分 盟 。 于 是 ， 


зл) dpa ay tk = у o (ие. yo )+ ee 


Vm vm" Мам 255 
D 8 
Б> ГШ 
(= )+ К а V bam sa] 
(7.5.2) w= gg loim oh) 一 Awa) ] 


(7.5.3) wm а Verto RE w ух 
aa 


应 力 本 构 方 程 为 
{7.5.4) HB = (— + 1,48 + uod ih 
Navier-Stokes 方程 可 以 用 与 第 6.6 节 相 同 的 方法 推出 ,其 矢量 形 
式 可 以 表示 为 
I) 有 关 存 在 性 和 唯一 修 定 再 的 论述 ,可 参见 Eringen [1959, Ап, 72] 以 及 其 
中 的 参考 文献 . 
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(7.5.5) (2, + 2u, VVV ду X Ç X v — Vx 
+(@Ф ў) 0 
АЕТ h ABE HEE ИТ fü A (7.5.5), {ЛЖ 
可 以 得 到 该 方程 在 曲线 坐标 中 的 表达 式 。 
加 速度 v 的 表达 式 可 如 下 得 到 。 首 先 写 出 
до, 


ðv 
r A + ока EA + (оца trade! + vw 


一 oe +w + few 
我 们 可 用 其 物理 分 寻求 发 示 出 现在 最 后 一 个 等 式 中 的 各 个 量 , 即 
= Мем b, n= Vear”, s= Df en 


шы == «АВМ гава 


因此 得 到 
(756) OE L yng L G. a 
at W ga 
这 里 ,因为 oo 是 绝对 标量 ， 所 以 它 的 协 变 导 数 和 偏 导 数 是 相同 
的 ， 表 达 式 (7.5.6) 也 可 写成 


(75.7) Ym _ уху + ly) 
Br 2 


AF w 是 旋 度 矢量 ， 它 的 物理 分 量 由 (7.35.3) 给 出 。《7.5.77 的 更 
明确 的 形式 为 


(7.5.8) += — vx (уху) Фуу 
ü 2 


idk, Navier-Stokes 方程 的 矢量 形式 为 
(7.5.9) (а, + 2,399 т — ру Ху ХУ — Vx + of 


= |Ë ex Суху Fy] Санні) 
ü 2 


对 不 可 压 绽 流 体 本 *v = 0， 我 们 用 ?代替 х, WE 
(15.10) „уху Ху — Vp + of 
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=o |= — v x(VxXv)+ Ayo] 
《不 可 压缩 流体 》 
连续 性 方程 在 曲线 坐标 中 的 矢量 形式 为 


(15.44) Btw Yot ey- v0 
t 


ARTERA, о 一 const. = ps， 因而 (7.5.11) 化 为 
(7.5.12) Viv=0 СКГ 
Ж (74.26) 中 用 矢量 和 张 量 的 物理 分 量 来 代替 它们 的 张 量 分 
量 , 则 可 把 边界 条 件 用 矢 最 形式 表示 出 来 , 即 
(7.5.13) Ёла, = ka EH. E 
“© = 000 = P, + 
如 果 我 们 把 (7.5.4) 代 人 (7.5.13), 则 可 以 整理 或 为 
—=n + 1,(Ç уув + 2,(n ° Vr + „пХхСухуУ) 
(1.5.14) Sta) 在 SY E, >0 
一 (xD 在 SY, E, CAT EES RUA) 
—pn + 2д„(п. Yr + плах (уху) = #(х,) 
(7.5.15) TED Е, 1220 
?一 Yx:D # Z, |, (不 可 正 缩 流体 》 
初始 条 件 的 矢量 形式 为 
(7.5.16) v(x,0) = v(x), o(x,0) = р(х), EK, t= 0 
利用 正 交 曲线 坐标 中 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 算 子 的 表达 式 ,我 们 就 可 
以 得 到 处 理 流体 力学 问题 所 必需 的 全 部 方程 《7.5.9) 一 (7.5.12) 和 
(7.5.14)—(7.5.16). 


7.6 ”特殊 类 型 的 流体 运动 


在 本 节 中 ,我 们 将 推导 场 方程 《Navier-Stokes HEA ERE 
BE) 
(7.6.1) (a, + 2a,)VV ' v — ву XW XV — Vr + pf 
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ено s(2)J 


(7.6.2) 2 Fv Yptpy. v = 0 
Я 


的 某 些 简化 形式 ,它们 对 于 描述 某 些 特 殊 类 型 的 运动 将 是 有 用 的 、 
G) TRZA 如 果 速 度 可 由 一 个 势 得 到 , 即 

(7.6.3) “ v= уф 

则 我 们 有 w = уху 一 8。 这 种 运动 称 为 无 旋 运 动 。 我 们 可 以 把 

体力 分 解 为 两 部 分 

(7.6.4) f— 一 Ye 一 了 YXh, V -h— 0 

Ape 和 h 分 别 是 标量 势 和 矢量 势 。 把 (7.6.3) ЯП (7.6.4) RA 

《7.6.1 和 (7.6.2) ,我们 则 得 到 


(7.6.5) ttle ууч yx у [9# + Lovey 
P а 2 


+ j= +e] =0 
p 
(7.6.6) z + Ve- Ve + eye == 0 


当 (@4,+2и,)/о SERA VX b=0 时 ,还 可 能 作出 进一步 有 
意义 的 讨论 。 前 者 表示 一 种 很 特殊 的 情况 ,相当 于 对 4, 十 2, 加 
上 一 个 条 件 ， 这 时 ,在 (7.6. 引 中 ,我 们 必须 有 4, 十 28, = ho, A 
中 有 为 一 个 常数 。 在 这 种 情况 下 ,积分 (7.6.5) 可 得 到 
(балу tiie у» + 8 ++ (wey 


+ j= + gm Kile) 
另 一 个 有 意义 的 情况 是 非 粘 性 流体 的 情形 ， 即 a, po。 一 0. 在 
这 种 情况 下 ,(7.6.5) 的 积分 为 
(7.6.8) Se ++ ($y + j + z= Кү) 
式 中 KG) 是 时 间 з PBR. EPRI, 在 物体 的 所 有 
5 


空间 点 处 ,《〈7.6.8) 的 左 端 是 一 个 常数 。 在 一 个 物质 点 上 计算 出 
《7.6.8) 左 端的 值 我 们 就 可 以 消去 KO. 方程 (7.6.8) 就 是 著名 的 
ЗЕЕ ВОЗЕ Т ЕКО Bernoulli 方程 。 

G) 等 容 运 动 ”对 于 这 种 运动 ， 体 积 是 不 变 的 ， 于 是 我 们 
AV v0. 把 此 式 和 (7.6.4) 代 人 (7.6.1) 和 (7.6.2)， 我 们 得 到 
(7.6.9) (|4 ++ 9) 5 ухухуУ—ухһ 


= 09 _ vX(V XY) 
Br 
(7.6.10) 4224 


a 
由 (7.6.10) 可 得 到 
(7.6.11) о = const. ( 沿 一 物质 线 》 
对 在 整个 物体 中 p= const. == Am 的 情况 ,我 们 在 (7.6.9) 陋 过 取 旋 
度 和 散 度 , 刘 得 
дм 


(7.6.12) VXOWXw) T ухуха =” + VX Cw) 6 


(7.6.13) viitert)ev у: (vX w) 


式 中 ,我 们 已 令 
(7.6.14) м Xv, = P: 


BLE, ЖП ШАРАНЫ, о, о, BS h— 0. 在 这 种 
情况 下 , 则 有 | 

ow 
(7.6.15) = 
GR Zorawski 准则 (2.3.6), 我 们 看 到 ,在 这 种 傅 况 下 ， 通 过 每 一 
ARRE w 的 通电 保持 为 常数 ， 于 是 ,放宽 是 随 深 体 而 迁移 


的 。 当 ” 和 h 不 为 零 时 , 则 旋 度 是 由 阁 性 摩擦 力 和 体力 所 引起 
#. 


+ vX(wXv)= 0 


引信 矢 量 旋 度 势 


* 266 +. 


(7.6.16) v= ухф . 
RHAH, м.м 0 是 自动 满足 的 ， 因 而 ，(7.6.12) 和 (7.6.13) 
可 以 写成 


(7.617) ух[„ухухухф+ух h 十 2 (wx) 
Я 


+ (ухухф)хбухф)1- 0 
Сол) | рУ е ус Сех) ууф)! 
BORO, ERMA A, DECS. 097 62) FARE 
特性 不 允许 将 上 面 的 情况 《i) An Gi) ааа уда ЦА 
(ш) 不 可 压 编 流体 ERRET, EA P RREC.61) 
和 (C7.6.18) 中 的 x*。 
Gv) 不 可 压 编 流体 的 平面 送 动 -对 于 在 平面 oem 
роза), ао = 分量 为 零 ,而 其 人 两 个 分 量 与 无关， 于 
是 有 


(7.6.19) VPD XG) = Co 0,0) 
wet ett) = UXO XP = (0,0,0%) 

因此 ,我 们 可 以 取 

(7.6.20) é = фОз?,х уе, 

Ape, 是 * 方 向 的 单位 矢量 。 在 这 种 情况 下 ， 方 程 (7.6.17) 和 

(7.6.18) 可 以 大 为 简化 ， 当 n 一 сопы. 和 五 一 0 了 时， 我 们 给 出 

不 可 正 缩 流体 情况 在 直角 坐标 和 平面 极 坐 标 下 的 相应 表达 式 。 
(a) 直角 坐标 (х,у) 


(7.6.21) v= YX om Hi Hi, w= vxv= учь 


( a ôp 8 _ дф д\ 一 
(7 6.22) D 2) (3 Эт Oe Bet owe 9 
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P + L(y 192ү 
osan ере eE 
= (VYY + (90). VVH) 
式 中 
ya P 4 t 
(2.6.24) уф = Өр + By 
(b) FRR 6% (7,6) 


76.25) 一 -日 《wa 1/00 ә ab Yes = 
(7.6.25) э; Су) 1( э; BO тч» ° 


СЕСЕ 
= (PY + Суд). ууч) 


式 中 
(7.6.27) w= Ob e, + L D ,, 

r r 
当 解 出 (7.6.22? 或 (7.6.25) 时 ， 我 们 就 可 以 决定 由 。 抬 所 得 的 由 代 
人 和信 (7.6.23) 或 (7.6.26), 同 时 利用 边界 条 件 , 就 可 以 决定 p. 
тл Poiseuille 流动 


在 一 个 半径 为 “的 等 图 截面 直 管 中 粘性 流体 的 定常 运动 称 为 
Poiseuelle 流动 。 取 = 轴 为 柱 体 的 轴 : 在 贺 柱 学 标 《〈ry9,z) 中 ,我 
STS RH TARR ERB: 


(7.7.1) 2000, #= wr), 0 << r < a 
BARU RISB ERR Ev 一 a。 上 , 故 有 边界 条 件 
(7.7.2) wla) = 0 


由 (7.5.10) 可 得 到 运动 微分 方程 。 对 于 这 种 运动 ,根据 (7.7.1) 和 附 
3 05.26, 我 们 有 
1 Ө 


уу 0, vxvxv = -4 Zr 3“). 


vx (уху) + уо ze 0 
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因此 ,运动 是 等 容 的 .与 此 相应 ,我 们 还 可 认为 流体 是 不 可 压缩 的 ， 


因而 

wt Br 28) 0, — vp + of 0 
如 果 不 计 体力 f, RIIE Op/dr = др]д8 一 0 和 p= ple), 
因此 


iaf, dw\_ Әр 

73) уу, Ç 5) дк 

此 方程 的 积分 为 

САХУ w= È ŠP 4 Alogr + В 
4u, Oz 


在 柱 体 的 轴 * — 0 上 ,速度 必须 是 有 限 的 ,所 以 A= 0, 8 可 
由 条 件 (7.7.2) 来 决定 ， 因 此 有 
"= 
(7.7.5) w tn дв 
这 样 , 轴 向 速度 分 布 沿 r b RR AS ДЕЕ r 一 0 上 
达到 最 大 值 (图 7.7.1) 


(7.7.6) 


= a др 

— 34, Oz : : 
这 里 ,我 们 已 取 用 др/дк < 0, WEERA E z 轴 的 焉 向 进行 . 
HRA ERR BS FRR: 


Wrox 


7.7.1 Poiscuille wah 


265, 


(7.1.7) < = f pv2xrdr — p, Z ® ЭР 


В и. Oz 

Ah po ДАНЧЕВ, WIKRE 4 RA 

(7.7.8) in = too = in = р N 
t = pe war, tro = re, = 0 


方程 (7.7.7) 和 Poiseuille [1840-1] 以 及 其 他 学 韦 所 得 的 结果 完 
全 一 致 .这 些 结果 对 流体 的 缓慢 运动 是 成 立 的 .在 高 速 时 ， 流 动 
将 变 得 不 稳定 ， 并 且 在 对 上 的 附着 条 件 也 不 再 成 立 ， 要 想 分 离开 
ЗЕ FAS кра AS tio НЕ, БЕН CIB ERE 
很 难 进 行 分 析 的 。 

对 某 些 高 粘性 流体 ,如 像 熟 知 的 非 牛顿 流体 , 则 出 现 完全 不 同 
的 物理 现象 ， Merrington [1943] 关于 管道 流动 的 实验 指出 : FE 
体 在 粘 放 计 的 出 口 截面 处 发 生 膨 胀 。 这 种 现象 不 能 用 本 构 上 线性 
的 粘 狂 流体 理论 来 解释 ， 必 须 考虑 本 构 方程 中 的 非 线性 项 ， 这 些 
附加 项 可 以 用 来 考虑 上 述 现象 ， 如 Merrington 效应 或 正 应 力 效 
应 。 有 关 这 方面 的 论述 可 以 参见 Eringen [1962,Ch.7], 


78 不 可 压 编 四 性 流体 的 一 维 运动 


这 里 ,我 们 考 菩 不 可 压缩 粘性 流体 沿 直角 坐标 《xz,y,x) 的 = 
轴 方 向 的 运动 、 我 们 研究 具有 下 列 形式 的 速度 分 量 的 一 维 运动 ; 
(7.8.1) m= (х,у), m == = 0 
于 是 ,连续 性 方程 (7.4.1) 化 为 
Bo 


Ox 


Ai, wy). BEAD E= Ф) 时 ,运动 方程 (7.4.25) 化 为 
би ӧр_ „би, 
a Or о 
ӘР 20, Boo 
ду Oe 
后 两 个 方程 ， 我 们 可 见 p ~ pa. AA 不 是 x 的 水 数 ， 
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所 以 由 第 一 个 方程 得 到 


Õu Ou 

Di or K() 
1 Өр м Ki 

P Ox © 


式 中 n= w/o, 这 里 ,第 二 个 方程 给 出 


£ — K(Dz + 6) 
Po 


如 果 所 关卡 的 运动 延伸 到 无 穷 远 :一 co 处 ， 则 当 > оор, р 
co .为 了 防止 这 样 大 的 压力 出 现 ， 我 们 必须 令 КО) 一 0, РЕ, 


所 要 研究 的 最 后 方程 为 

(7.8.2) ‚би ди ye Me 
oF at pe 

(7.8.3) P= PK Ke) 


式 中 KO 由 边界 条 件 决 定 。 这 种 运动 的 速度 分 布 是 《7.8.2), 在 

边界 条 件 和 初始 条 件 下 的 积分 ,方程 《7.8.2)， 与 刚性 画 体 中 的 热 

传导 方程 是 相同 的 。 为 了 说 明 这 个 问题 ， 我 们 现在 给 出 几 个 解 。 
探讨 下 列 形式 的 解 , 

(7.8.4) u= иб), n = jwt 

则 可 得 到 C7.8.2), 的 “相似 性 解 ”. 

把 (7.8.4) 代 人 C7.8.2),, 则 给 出 


| nu” + (a + w =0 
此 方程 的 解 为 
wn) = ay etg dg + В, 


Ap A 和 В, 为 常数 ， 利 用 变量 变换 


(7.8.5) пка Ete /hy 
RATT WE FARES RR 
(7.8.6) uly t) A erf EB 


式 中 еп š 为 误差 函数 ,定义 为 
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28 -a 
(7.8.7) erf = —\ e “dx 
rel 


Pan 
这 个 函数 在 热传导 和 扩 获 问题 中 是 经 常 出 现 的 ， 它 具有 下 列 一 些 
BEER: 
(7.88) erf 0— 0, erf co 一 上 
erf (—&) = 一 erf £ 
利用 边界 条 件 可 以 定 出 (7.8.6) 中 的 常数 4 和 В. 下 面 ,我 们 给 出 
两 个 例子 
G) 在 一 0 平面 上 具有 常 速 训 的 运动 ”考虑 占有 半空 
Ny > 0 的 流体 ， 当 上 一 0 时 ,流体 是 静止 的 ,而 对 于 所 有 + 2 0 
的 时 刻 ,流体 的 边界 y 一 0 以 常 速度 s WY z 轴 运 动 , 即 
uD) a, y= 0, +2 0 


(7.8.9) ибу,0) = 0, у2 0, s= 0 
把 (7.8.6) 代 人 (7.8.9) ,我 们 就 可 以 决定 4 和 B， 于 是 得 到 解 
‹7.8.10) “= »— meri /2 0,2) 


Gi) 由 初始 速度 分 布 产生 的 运动 ”考虑 点 有 无 限 区 域 流体 
的 二 维 返 动 ,其 初始 条 件 为 
(78.11) и(у,0) 一 z(y)， 一 co <y < 00, ғ 0 
利用 Fourier 积分 容易 得 到 这 个 问题 的 解 , 即 


(7.8.12) sy) = L| Bla serra 
2а) -om 

它 的 六 为 Fourier 变换 ,定义 为 

(7.8.13) #0) = r u(y, Jedy 


招 C7.8.12) 代 人 C7.8.2》, 得 到 
[aD — Poin) le о 


车 方程 
ñ + == 0 


成 立 , 则 上 述 积 分 式 被 满足 。 这 个 微分 方程 在 条 件 (7.$.11) 下 的 解 
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% 

By gt) 一 tig ome? 1 
Жар ж) 是 上 一 0 时 由 《7.8.13) 定义 的 моу) 的 Fourier Ж 
换 。 于 是 ,7.8.12) 变 为 


(7.8.14) «(у,) = mall апе інду 


如 果子 和 下 EARE Fourier BR WERE AOS 

7.8.18) |" Fe 一 Da 二 | орде 

于 是 , 选 О) аа), Ka) = exo ont), REAREN 
JO) = 6G), O) = —— e 


4nv,t 
因此 ,由 (7.8.15) 式 ,我 们 得 到 
(7.8.16) абу) hal” marly — a)" dete 
КЕЕ 7% 


这 就 是 我 们 问题 的 解 。 利 用 变量 变换 E= (9 — Nm, KT 
结果 还 可 以 表示 成 形式 


(7817) uly = al wrt 2 е dE 


这 也 是 无 限 固体 中 热传导 问题 的 相应 解 (参见 Carslaw Al Jaeger 
f1959，Art，2.317。 


7.9 Taylor 运动 
` 当 (7.6.22) 中 的 非 线 狂 项 分 别 为 零 时 , 亦 即 , 当 


(79.1) -2 Vet уф — 0 
аф Ə э ðb ð un 

79.2 pa -- 一 过 -一 一 

(792) ay Oz Y”  Əz Oy V” 


1) BM Sneddon (1982, p24], 
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时 ,可 以 得 到 一 大 类 特殊 的 平面 运动 。 其 中 包括 下 列 返 动 S; 
(7.9.3) Vim TH) Ray) M уф= K 
AT TO 只 是 时 间 * 的 函数 ， 天 是 常数 。 当 把 第 一 个 方程 代入 
〈7.9.1) 时 , 则 通过 分 离 变量 给 出 

+ _ vF —# 


„Т Е 
所 以 有 i 
T= cr, YR +R 0 
因而 
(79.4) уг = Се 
VF ERE =0 
由 此 还 可 得 到 
(7.9.5) om -е +6 


үр + PF = 0, YG =D 
Taylor [1923] ЖЗ ЗК Жз ДИИН, BH G 一 0， 所 以 
(79.6) фх,уну= HE Ray VF + RR =O 


жб Taylor Bm. 
著名 的 Helmholtz 方程 (7.9.4)， 具 有 许多 有 意义 的 解 ， 例 
in, Taylor 给 出 一 个 解 ,其 形式 为 


(7.9.7) p= Aexp(~2a'v,1/ a?) 08 = cos =Y 

这 是 在 边 长 为 “的 正方 形 内 以 正方 向 转动 的 涡 旋 系统 的 一 个 模型 

《图 7.9.1) . 混 量 的 大 小 随时 间 衰 减 。 在 一 个 特征 时 间 а= о/а, 

内 , 涡 量 的 大 小 减少 1/e。 对 于 20% 时 的 空气 , v, 一 0.15 FHE 

米 / 秒 ; 而 具有 直径 = 1 厘米 的 涡 旋 的 特征 时 间 是 am 1/3 

p. : 
1) Kampé де Fériet [1932] 给 出 了 满足 (7.9.12 和 (7 .9.27 的 所 有 解 . 


sie 


利用 (7.9.4) 的 解 ， 可 以 求解 许多 其 它 有 意义 的 问题 ， 我 们 给 
出 与 涡 旋 运动 "有关 的 另 一 个 例子 - 


2? 


| 


}e— а > 


[© 
©! 


图 7.9.1 Taylor Б 


由 初始 涡 施 引起 的 运动 ”如 果 我 们 的 兴趣 是 在 O< r< 
内 由 常量 的 涡 量 w,(7 ,1 引起 的 运动 , 则 我 们 有 初始 条 件 
2ш„= 9(r,0)= K 当 0 和 7r 委 5 
2w, = 0(r.0)= Q Yr>e 
Җир r 是 从 原点 量 起 的 径 向 距离 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 在 柱 
坐标 中 求解 方程 (7.9.4);。 方程 
rtp + ЮЕ 0 


| 
of 


>x 


(7.9.8) 


有 解 


1) 有 关 这 种 类 型 的 问题 可 参见 Berker [1963, Art. 33-3941], 
275。 


F(r) = АЫ) + ВҮ,т) 
式 中 J, 和 Y, 是 零 阶 第 一 类 和 第 二 类 Bessel 函数 。 因为 当 ? 
一 0 时 ,函数 Yv(kr) 一 一 c， 所 以 我 们 必须 令 В 一 0。 因 此 ,由 
(7.621) 和 (7.9.4) RATA 
(7.99) Ort} — Wr) = е PAT) 
由 (7.6.21): 我 们 有 wa 一 一 Yi. 在 上 一 0 时 ,wx 并 不 是 常数 ， 
此 ,我 们 需要 一 般 解 


(79.10) Ar) = —| рем) 


由 初始 条 件 给 出 

бз) |а {К E'S 
А 0 щура 

AERAR Hankel 公式 可 以 求 册 函数 АСЮ, El, А 

(7.9.12) KO ~ [оом 

则 有 

(7.9.13) ко = | Юм 

利用 此 式 ,我 们 得 到 


(7.914) Ae кавае 一 ока) 
于 是 ,C7.9.10) 化 为 

(7.9.15) Org) ока) PP hr dak 
速度 场 为 


s == 0 


v= OK лег" 
如 果 把 C7.9.14) 的 积分 代 人 《7.9.10), 并 利用 表达 式 ? 


(7 9.16) 


1) 参见 Watson [1958, р.395], 


ЫСЫ 


(79.17) | теа = droo(-£ EF). (2) 


. ~ 4p? 
式 中 1 ВРИЕ Boel 函数 , 旭 我们 可 以 得 到 007,0) 的 
不 同 表达 式 , 即 

K г? Ní" Ж ry 
C1918) Wr) неее) (a) oe 


在 "一 0 处 , 涡 量 值 随时 间 的 变化 为 
(7.9.19) 000,0) = K |: — =p (- а | 


4y,t 


110 平面 的 停滞 流动 


为 了 说 明 非 线 狂 效应 ， 这 里 我 们 介绍 一 个 可 以 给 出 精确 解 的 
流动 问题 。 这 就 是 近似 垂直 于 平坦 圣 y = 0 RB SS] RHEE 
党 流动。 流动 由 y 轴 分 隔 为 珊 个 对 称 的 区 域 ， 在 * > 0 的 一 边 ， 
它 沿 着 页 向 右 运动 ,而 在 * < 0 的 一 边 ， 则 沿 着 壁 向 左 侧 运动 (图 
7.10.1), 当然 , 当 流 动 方向 相反 时 , 流 线 也 是 反 向 的 。 

这 个 问题 的 解 是 解 (7.6.22) 中 的 一 类 ,其 形式 为 
(7.10.1) © ф(х,у) = F(y)z + GY) 

此 解 是 Riabouchinsky [1924] 得 到 的 ， 式 中 FG) 和 GG) 由 


_ 


图 ?7.40.1 Жар 


《7.6.22) 和 边界 条 件 决 定 ， 对 于 目前 的 问题 来 说 , 官 取 G=. 由 
(7.6.21) 一 (7.6.23) ,我 们 得 色 


eas 


(шлу 9 2Р0), e= ЕО), w= 0 
ш. == шу = 0, w, 一 ХЕ" (у) 
和 


(7.10.3) £ += уе + Е") = K, =< const, 


» FY + ЕЕ" — P'F”= 0 

后 一 个 方程 可 直接 积分 ,于 是 得 双 

(7.10.4) >,Е” Е" + РЕ" + Kt 0 

式 中 К 是 常数 .为 了 求 出 此 方程 的 数值 解 ， 最 为 方便 的 方法 是 
消去 常数 K, Ф . 

(7.10.5) nom ау, FG) — ВРС) 


把 此 式 代 人 (7.10.4), 并 令 

(7.10.6) a= (—K/»,)'7, B= (—Ky,)'7 
我 们 得 到 

(7.10.7) #"+н"— 1+1=0 


ЗЕ ЕВЕ = 0 处 的 速度 分 量 为 零 , ЕНДЕШЕ 
坦 辟 很 远 的 距离 处 (y -> ©), u= as баш, “是 一 个 常数 ). 因 
KA 


(7.10.8) КО = (0) = 1 在 7 一 0 处 
Р (00) = 1 FEY 一 oo 处 

这 里 ,不 失 一 般 性 ,我 们 已 令 

(7.10.9) K= а 


ЮК) 表示 的 速度 分 量 和 旋 量 分 量 为 

u= ах (п), v= Гав, Hq) 

юу 0, w, 一 Мајо, ови (n) 

压力 p (7.10.3), RE, RMI Ро Ж к у= 0 处 的 
ЬЕ (stagnation pressure), HJ K, = Polo. TE, RIVE 


(71011) Р-р у 1 a(% P+ er) =0 
m 2 a 


这 样 ,一 且 由 (7.10.7) 求 出 了 fa) ， 则 由 (7.1010) 和 (7.10.11) ,我 
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(7.10.10) 


们 就 可 分 别 得 到 速度 、 旋 量 和 压力 场 。 

方程 (7.10.7) 的 解 首先 由 Hiemenz [191t 给 由 ， 后 来 义 被 
Howarth [1935] 加 以 改进 。 有 关 РЬ” 的 结果 示 于 图 7.10.2 
中 。 由 图 看 到 ,在 近似 т = 2.4 处 ,有 F = 0.99， 所 以 在 y 一 оо 
处 速度 к= ах 和 


(7.10.12) y= s= 24 vja 

16 

14 J- 
12 

pA 
10 
r f 

08 
05 
ол 
02 

о 


04 08 12 16 20.24 28 32 
n=Vajvy 
Р 7.10.2 Зе ei a RR AD BED г 


处 的 速度 相差 1 多 以 内 .这 表明 ,对 于 低 的 w 值 , д ЛАЧ, ATAR 
性 的 影响 限制 在 壁 附近 的 落 层 ， 压力 梯度 Op/dy 与 ma Voa 
成 比例 , 当 v, 值 很 小 时 , 它 也 很 小 .这 些 认 识 是 我 们 直觉 的 基础 ， 
即 Navier-Stokes 方程 可 以 用 一 组 比较 简单 的 方程 来 代替 ， 而 这 
组 方程 能 够 正确 描述 物体 附近 的 粘性 效应 , 并 在 远离 物体 处 ,由 令 
r, 一 0 便 可 得 到 更 为 简单 的 可 以 用 来 求解 流动 问题 的 理想 滚动 理 
论 。 这 样 一 种 理论 就 是 由 Prandtl [19041 创立 的 边界 层 理论 , 它 
在 流体 力学 问题 以 及 在 连续 统 物理 学 的 许多 其 它 分 支 问题 的 求解 


"2729. 


由 包 先 展 成 为 强 有 为 的 数学 工具 .在 这 个 领域 中 近 60 年 来 的 发 展 
是 很 快 的 ， 当 然 ， 这 些 已 诅 出 了 本 书 的 范围 、 我 们 建议 读 考 参见 
Dryden, Murnaghan 和 . Bateman [1932], Goldstein [1938], 
Howasth[19531, Schlichting [1955] 以 及 Serrin [1959] 和 Berker 
11963) 等 具有 代表 性 的 论述。 


TAL 可 压 编 非 粘 性 流动 , 声 


当 流 体 的 粘性 相当 的 小 以 致 可 以 令 А, == =, = 0 Bf, Stokes 
流体 的 基本 方程 就 化 为 可 压缩 的 非 粘 福 流体 的 方程 。 它 们 分 别 是 
动量 平衡 和 质量 守恒 方程 , 即 


(тал) of Se + ом ) = fy — яд 


(711.2) бе + бода 0 
z 


式 中 热力 学 压力 由 状态 方程 给 定 , 即 

(7.11.3) z == п(р,В) R z = я(р,п) 

对 于 导热 气体 ， 在 这 些 方程 之 外 还 必须 补充 热传导 方程 ， 参 见 第 
5.8 节 ， 这 里 , 我 们 只 讨论 没有 热源 的 绝热 情况 ,因此 ，9 一 0 和 
i= 0, 或 者 


(7211.4) Эл. yyy 
дг 
我 们 可 以 采用 下 述 状态 方程 之 一 : 
< 一 x(p) 正 压气 体 
(7.11.5) z= pp 多 方 气体 


n= Rp6 理想 气体 (8 — const.) 
边界 条 件 要 求 我 们 只 给 定 固体 表面 上 的 法 向 速度 分 量 各 /或 
EA 
(111.6) ° YE Mean EA 上 
x = ж 在 2 一 2 — 5, 上 
这 是 因为 偏 敏 分 方程 的 阶 被 降 为 一 阶 ,边界 层 的 厚度 现在 变 为 罕 。 
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体 表面 上 任 一 点 的 法 向 速度 相同 ， 有 时， 也 可 以 给 定 流体 表面 上 


的 


(7. 


En. 
初始 条 件 为 
11.7) Vx,0) 一 v(x) 


px ox) 0 


因此 ， 在 绝热 过 程 中 ， 非 粘性 可 压缩 气体 的 多 部 特性 可 由 方程 


(2. 
(7. 


11.1), (7.11.2), (7.11.4) ЯП (7.11.5) 之 一 ， 并 满足 边界 条 件 
14.6) 和 初始 条 件 (7.141.7) 的 解 来 描述 。 А 
声 近似 ” 当 处 于 静止 的 气体 中 发 生 一 个 微小 的 声 扰动 时 ， 我 


们 可 以 采用 摄 动 方法 来 线 尾 化 上 述 运动 方程 。 在 这 种 情况 下 ， 我 


们 令 
(7.11.8) p= рь + вр, + 008), v = єп + OC") 

ж = ло + 6л, + OC), f = sÉ + O(c?) 
其 中 exl E 820238, ПП e 和 mw 分 别 是 大 气 的 常 值 密度 
和 压力 。 把 C7.11.8) 代 入 (7.11.1) Яп (7.112), Os 的 系数 等 于 
FREE 
(7.11.9) ГА ба = –4 r. + ой 

до, дщ 一 
(7.11.10) at oon 0 
式 中 
Ox 
(71111) ga Pa 
是 声速 的 平方 。 由 这 些 方程 消去 m, RIHIA 
(7.11.12) бе — о = — ај 
这 就 是 熟知 的 声波 方程 
声波 的 另 一 种 等 价 方程 包含 有 速度 和 体力 势 

(71113) m= Фа» h — 84 


281. 


把 这 些 表 达 式 代 人 (7.i1.9) 并 积分 ,我 们 得 到 
f cie + оба — $) = Кї) 
重新 定义 +, 我 们 可 以 由 这 个 方程 消去 KO. 因此 有 


(711.14) дю + ole — $) = 0 
在 (7.11.10) 中 利用 此 方程 和 《7.11.13), 我 们 得 到 
711.15) Fb yp 


这 个 方程 适合 于 含有 速度 的 边 值 和 初 值 问题 ; 而 (7.11.12) 则 更 和 
合 于 含有 密度 或 压力 变化 的 边 值 和 初 值 问题 。 
适合 于 (7.11.15) 的 边界 条 件 和 初始 条 忻 为 
(711.16) Аф(х'„) + Boang ™ Р(х), VES, 1>0 
(711147) é(x,0) = polx) 
$(x,0) = фк) 
Ah 4 一 AG) Яп B — BG) 可 以 是 x 的 任意 函数 。 由 于 包 
ФТІ ТЕЖ, Heaviside 函数 ,所 以 在 (7.11.16) 中 适当 选取 4 
和 8， 我 们 就 可 以 处 理 包含 在 (7.11.16) 中 的 各 种 混合 边界 条 件 . 
一 旦 决定 了 如， 由 (7.11.13) 和 (7.11.14), 我 们 就 可 得 到 速度 场 和 
密 庶 场 ， 于 是 很 清楚 ,在 小 派 幅 的 范围 内 ,可 压缩 流动 问题 的 解 可 


KEY, r= 0 


由 声学 中 相应 问题 的 解 给 出 。 
最 后 ,我 们 简短 地 陈述 一 下 各 种 气体 中 的 声速 
(711.18) сот (RO)? == (о) 理想 气体 
= Carer t = Car fo)? 多 方 气体 


KR r= cp/c,， 而 R 为 气体 常数 。 

理想 气体 中 的 声速 首先 由 Newton 给 出 。 对 于 空气 ， 他 给 出 
的 值 低 于 实验 值 的 20 多， 由 Laplace 首先 给 出 的 多 方 气体 的 声 
速 值 , 在 低频 的 情况 下 ,与 实验 值 非常 一 致 ,因此 , CE aR 
RET - 

关于 补体 ,情况 更 为 复杂 ， 它 要 求 有 一 个 更 复杂 的 关系 = 一 
x《p,9)。 对 于 范 德 瓦尔 气体 ,我 们 有 
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(7.11.19) n= Fe ag 


利用 此 式 , 并 把 a Ж.Р 看 成 是 ? 积 8 的 函数 ，Schaaffs [1940] 给 
出 了 范 德 瓦尔 气体 声速 的 一 个 半 经 验 公 式 


La YRO 1 _ 
(7.11.20) om ats 一 而 2] 
式 中 
bi 
(11.21) bee ГЕ ТЕУ 


而 名和 六 是 常数 (它们 分 别 是 6 一 = 一 0 和 о оо Hite 
值 )， 对 于 某 些 有 机 的 液体 ， 如 甲醇 和 石 闹 油 , 在 20%2 时 , 上 式 给 
出 与 实验 非常 一 致 的 结果 。 关于 进一步 的 论述 可 参见 Schaaffs 
[1940] 和 Bergmann [1954]. 
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作为 一 个 典型 的 例子 ， 我 们 将 处 理 振动 球 的 声 辑 射 问题 . 它 
是 声 纳 仪器 的 数学 模型 ， 这 个 数学 问题 要 求 方程 


dp = 
(7.12.1) oe o 
的 解 ,并 满足 条 件 
(7.12.2) bums —U r,t>0 


(7.12.3) _ ф(х,0)— 4(x,0)= 0 r>a,t=0 

Apr 为 径 向 距离 ,而 + 一 a 是 球 的 表面 ， 应 指出 ，U 正好 就 是 

ва Ем АТТ, ， 
对 于 在 r> 0 的 方向 扩散 的 声波 ,(7.12.1) 的 解 为 


(712.4) Wr) = LPG), rerio 


766 
Е(0) ~ 0 
例如 ， 参 见 第 6.12 节 。 为 了 决定 Fle) 的 具体 形式， 我 们 将 
(7.12.4), RAC7.12.2), AA 


> 2836 


一 上 点 PC 一 局 JPG) UC), к= а, r>0 
因为 对 于 <O fe $ 和 Ф 必须 对 所 有 的 + ОЗЕ, F 
以 必定 能 够 求 得 上 列 方程 在 :~ 0 时 F 一 0 的 解 。 于 是 
(7.12.5) Е(ту— AN ZOnE @— oles, т>0 
因此 ,问题 的 解 为 
garo $G) = 86 £ UGdew ff G-r) а, rs 

60,7 <0 

Ah r 2b (7.12.4), Ж Ж. EF, RAST AR. УН 
出 ,这 个 解 也 是 在 球 腔 + 一 a 的 表面 上 具有 给 定位 移 u= U 的 


球形 空 腔 所 引起 的 弹性 波 辐 射 的 类 似 问 题 的 解 。 
作为 一 个 例子 ,我 们 研究 球 的 径 向 正 孩 振动 。 在 这 种 情况 下 ， 


(7.12.7) U = Шаш Мм, гез а, 1>0 
Ah U, 和 1 是 常数 ， 把 此 式 代 人 (7.12.5) 得 到 
Uocoa r 一 
ory) = ыу” («= = -中 
lef ra 
(712.8) "бте id (=) 


t= (r — а}/с, 
ort = 0, q ¿< Gr — afer 
式 中 
(7.12.9) 8 = arcsin ГАГА (AJ a): + 22 ] 

我 们 看 到 ， 在 经 过 很 长 的 时 间 之 后 ， 在 点 r< co 十 a 处 
(7.12.8), 的 花 括号 兴 的 第 二 项 迅速 地 趋 于 零 , 而 速度 势 仅 由 其 中 
的 第 一 个 正弦 项 所 制约 ,这 时 波动 有 一 个 相 角 5. 

在 C7.11.13) 和 (7.11.14) 中 利用 (7 12.6) 或 (7.12.8) 式 ， 可 以 分 
ШЕЕ е Ж st) 和 密度 变化 co。 


184, 


113 ”由 轿 柱 体 所 引起 的 平面 声波 的 行 射 


作为 声波 方程 的 解 的 另 一 个 倪 子 ， 我 们 羞 砌 竹 直 于 某 一 齐 柱 
体 的 灿 而 传播 并 由 该 珊 柱 体 所 引起 的 平面 简 谐 声波 的 衍射 ( 散 
射 )， 因 为 速 庆 场 与 轴 的 方向 无 关 , 所 以 ， 我 们 得 到 一 个 由 圆 盘 引 
起 的 平面 波 的 二 维 衍射 问题 (图 7.13.1). 


>= 


图 ?7.13.1 yD ARTS | de mak y qis 


х 轴 传 播 的 平面 简 谐 波 可 以 用 一 个 速度 势 来 表示 , 即 
(7.13.1) bp = Аст 
当 此 波 磁 到 圆柱 体 时 ， 便 产生 一 个 散射 波 。 对 这 种 波 ,速度 势 内 
必须 满足 波动 方程 


(713.2) oe уф, = 0 
相应 的 边界 条 件 要 求 在 贺 柱 体 的 表面 + 一 a 上 法 向 速度 为 零 , 即 
(7.13.3) Zu. +p) <= 0 

r 


当然 ,散射 波 必 须 沿 r > 0 的 方向 辐射 。 因 为 我 们 处 理 的 是 简 谐 
波 , 别 及 因 为 解 基于 9 必定 是 局 期 的 ， 它 的 周期 是 2+， 所 以 可 设 
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(т1з.4ў С <= Куе" 
式 中 必 是 整数 。 把 此 式 代 人 (7.13.2?; 并 利用 平面 极 坐标 (7 ,6) 中 
的 Laplace 算 子 的 表达 式 ,我 们 得 到 


(7.13.5) Ree ine (е _ т\к = 0 
7 7 

ah 

(7.13.6) k= la 


微分 方程 (7.13.5) 是 Bese 方程 ， 它 的 通 解 为 m 阶 第 一 类 和 
第 二 类 Bessel BK J.Ckr) 和 Yalkr) 的 线性 组 合 , 即 
(713.7) R(r) = 47,08) + BY .Chr) 
式 中 4 和 了 是 任意 常数 。 жаланы 


С 1а" 
2.6) = > ЕНТ + Dr 


x mei 
(7.13.8) Y,G) = Jae) loge 一 = т=р=н" 
Г) 1 


7 


= р) 


ate So (т + J) 331 


Жир 
(7.13.9) omittit 
2 3 i 


对 于 大 的 * 值 ,这 些 函 数 的 渐 近 值 为 
J.G) = (y (= — 2" +L А ) 
ан (ө-т!) 
如 果 波 是 沿 > > 0 的 方向 传播 的 ， 则 不 能 采用 J.G) 或 


Ya(kr) 来 表示 我 们 问题 的 解 。 因 为 根据 二 维 Sammerfeld 辐射 
条 件 , 我 们 必须 有 


(7.13.11) Em. 7 (22 — ip) = 0 


(7.13.10) 


* 386 ° 


利用 J.G) 和 Ү„(х) 的 组 合 即 可 得 到 这 样 一 个 解 。 现 在 。 定 文 
Hankel 函数 为 
(71312) HO (2) = 1,G) + ТҮС) 

HY Ce) = Jal) 一 这 (2 . 
(7.13.10) А. (7.13.12), FRET ЖКА. (ТАЗА BUST ЖН 
函数 HY 满足 (7.13.11)。 因 为 我 们 还 有 drb) = 066-9, 
D, MA ERME, RITTA RARA 


(71313) (7,0,0) = е7" Уу B.HO(4r)cosm8 

当 r— oo 时 ,这 个 解 按 1/V > 衰减 ,并 满足 辐射 条 件 、 常 数 B。 
必须 由 边界 条 件 (7.13.3) 来 决定 。 为 此 ， 将 9 表示 成 三 角 级 数 ， 
我 们 令 


сою 一 У Cn(r)cosmg 


LE, ESA WILL соз тё, ЁЗ} OM О 到 2x 积分 , 则 可 得 到 
с.с), Bl 


te 
Car) = Lf або cos m848 


Ск) = UID) т>1 
Car) = JoCkr) m=0 
F 是 ,一 个 平面 波 可 以 通过 级 数 


《7.13.14) ойо а (Ег) + 2 > iJ aC kr) созт 


ц 


mat : 


往 形 波 来 表示 ， 把 此 式 代 人 《7.13.1), 并 把 记得 结果 和 (7.13.13? 
代 人 (7.13.3), 则 我 们 得 到 


ка, | а) + 2 E ва) cosmo | 


m=1 


+ воо + Š; в,н ha)cosma | — 0 


mai 
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式 中 一 入 表示 函数 对 其 自 变量 的 微分 ， 因 为 这 个 方 各 必须 对 所 有 
的 9 都 成 立 ,因此 得 到 
, 

B= 4, ру 

ko) 
B, 24,- re у’ т> 0 
原则 上 ,这 已 完成 了 我 们 对 问题 的 求解 ， 因 为 在 (7.13.43) 中 ,我 们 
已 用 人 和 平面 波 的 振 旺 4， 完全 决定 了 Be, 

在 (7.13.15) 中 利用 (7.13.12)， 我 们 可 以 把 上 式 各 成 等 价 形 式 

В,== —iA,e-"osin Ty 


B, = —2intiAye minn, m >> 0 


(7.13.15) 


式 中 
(7.13.16) tant, = — /„(ка)/У Ска) 
РЕ, Ф, 上 共有 形式 


(т1з17) (r, = 47 [iesin wy?) 


= 2 У) ie Mm in НОС) сов me) 


== 


对 于 大 的 b A kr > 1， 利 用 渐 近 公式 (7.13.10)， 我 们 得 到 
2 V GRO et = 
(7.13.18) or 0.0% 412.) MOT 


式 中 


(7143149) @,(0) = sin toe i + 2 У sin y, e ira cos m0 


m1 


Ф, 的 大 小 TOCO) 在 某 种 尺度 上 玫 示 声波 强度 的 入 分 布 。 对 于 
ka WAE, JOO) 的 极 曲线 示 于 图 7.13.2 中 。 
积分 
am |” -1— igrao = AÈ" |.сөуүшө 
mpo | 


° осо 


ПЕЕ FARDE. РРЖ ka 值 ,我 们 有 
+286 


ИЛЫ 


ka=1 ka=5 


图 7,13,2 在 下 圆柱 体 引 起 的 散射 中 的 角 分 布 


10 上 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一- 


0 1 5 6 


2 4 
ha =2nafh 
图 7.13.3 总 的 散射 功率 


ба 
(7.13.20) Р, Po ka < 1 


PdaoPo, Қа Dl 

式 中 4 mm 2x/ 为 波长 ;而 

(7.13.21) Р, = А 12сы 

是 平面 波 的 强度 . 作为 te 一 2ло/1 MBM, P./taP, KERR 
于 图 7.13.3 中 。 由 图 可 见 ,总 的 散射 功率 随 波 长 的 减少 而 增加 .图 
7.13.2 指出 。 对 于 大 的 波长 《ka 一 1)， 散 射 主要 地 是 在 人 射流 
的 方向 。 随 着 波 长 的 减少 (频率 的 增加 ), 向 前 的 散射 开始 增加 ,并 
出 现 了 复杂 的 波峰 ， 对 于 非常 大 的 波长 ， 散 射 强度 变 为 零 , 亦 即 ， 
波 在 位 到 简 碍 物 后 并 不 反 加 。 另 一 方 而 ,对 于 非常 小 的 波长 ,我 们 


“209" 


可 以 利用 光线 的 反射 原理 (几何 声学 ) 来 推导 波 的 传播 。 事实 上 ， 
对 于 这 种 情况 ,存在 一 些 渐 近 理 论 ?， 利 用 它们 可 以 得 到 足够 精确 
Ж. 


114 冲击 波 的 传播 
通过 以 速度 ”运动 的 表面 000 上 的 刀 变 条 件 已 在 第 7.4 节 

中 列 出 。 它 们 给 出 了 下 列 的 局 部 质量 字 恒 ;, 局 部 动量 平衡 ,局 部 能 

最 守恒 以 及 Clausius-Duhem Ж; 

(2141) Le(v —#)}- в 0 《质量 守信 》 

(7.14.2) [一 xm 十 [om 一 2)] n = 0 《动量 平衡 

(214.3) k + 4 viw, Joly — >): 


n — [ы + аЛа = 0 


《能量 守恒 》 


(7.144) [ ecw —»)— 4]. n>0 


(Clausius-Duhem KER) 
这 里 n 是 со) 的 单位 法 线 ， 它 与 P 点 的 速度 > 构成 锐角 (图 
7.14.1)。 粗 体 方 括号 表示 括号 中 的 量 在 ай) 上 年 意 一 点 处 ，n 
的 正 向 和 负 向 的 值 之 差 , 即 

[4] 一 4. — А 
Ap 4 是 90 中 接近 于 об) 时 的 4 值 ,而 4 是 %, 中 接近 
于 o@) 时 的 4 值 。 通 过 (0), BR п 是 连续 的 ,所 以 如 果 必 要 
的 话 , 可 以 把 它 移 到 括号 中 去 我 们 处 理 可 正 缩 非 粘性 流体 , 启 以 
(7.145) tu = ядр 
ЖК, WRR m ARI тб) 的 质量 通 量 
(7.14.6) m= v р) ` n 
Fea 为 表面 的 相对 速度 
(7.14.7) vy 


1) BG, Kline {19511, 11954], Keller[ 1953}, [1962], Keller 8119561, ж 
关 阐 性 园 体 的 情况 * 容 见 Karal 和 Keller [1959], 


72996 


РА 7.14.1 运动 间断 面 


则 我 们 发 现 , 上 述 跷 变 条 件 可 简化 为 

(714.8) Eou- п]= 0 或 Em]=0 
(7149) Гав + mu] = 0 
(71410). [- (0+5) аа] 


Cuan) [т —S]-n>0 


这 些 关 系 对 于 通过 任何 的 间断 面 都 是 成 立 的 。 如 果 间断 面 是 接触 
BG, Ui w= 0。 然 而 如 果 间 断面 不 是 接触 面 , 则 т 0, 
这 样 的 间断 面 称 为 冲击 阵 面 . 

为 了 简便 起 见 ,我 们 只 研究 没有 热能 通 量 的 情况 , M q — 0. 
此 外 , 当 比 热 与 温度 无 关 时 ,我 们 将 给 出 理想 气体 的 解 ， 这 样 ， 状 
态 方程 为 


(7.14.12) ж ==“ (c, — с,)об, & = с, 
对 于 多 方 理想 气体 ,压力 < 具有 形式 
(7.1413) ж == snp", 7 = сс, 


AP s EA HAR r EAR WTASRAKTA, 7 # 1 和 
5/3 之 间 。 在 适当 的 温度 下 ,空气 的 Y 一 1.4. 当 c 和 c。 为 常 


-21> 


数 时 ,容易 证 明 
(T1414) sn) = C — 1)exp[(n = ло); с.1 
Жир m 是 常数 。 利 用 (7.14.12) 和 (7.14.13),, 我 们 得 到 
(71415) ieste YY lm Ë 

P y—l e Y—1 
i BAER те 是 多 方 气体 的 声速 (参见 (7.11.18)), 用 指标 0 和 
1 分 别 表示 在 冲击 阵 面前 后 各 量 的 年 、 用 w 震 示 ш, SRB oft) 
上 点 了 处 的 切线 所 夹 的 角 , 用 8 表示 点 P 处 u, 和 u。 的 偏差 角 ， 
所 有 这 些 量 都 认为 是 在 ч, 和 n 张 成 的 平面 内 的 ,于 是 ,《7.14.8) 
一 《7.14.11) 具 有 下 列 显 式 : 


Potig Sin co 一 pit sin (ез — В) — m 


сомо = щсов(ю — В) 


(7.14.16) my — m = miu sin (a — 8) — rsin w] 
it т=з =, + + мао — 8 


m < m 
对 于 hs 和 0， 我 们 应 到 用 (7.14.15)。 应 推出 ，(7.14.16) 的 第 二 
式 和 第 三 式 是 (7.14.9) 在 об) 上 点 了 处 的 切线 和 法 线 上 所 取 的 
切 向 和 法 向 投影 的 结果 
利用 (7.14.12) 一 (7.14.15)， 我 们 可 以 决定 在 冲击 中 面前 后 各 
量 的 比 以 及 糯 的 变化 和 偏差 角 5。 于 是 有 
anm (+e 
pe 2+(7—1i)e 
m= 22 — Y+ 1 
ЕА Ү+1 
~ (2re—7+1)2+ (7 – о) 
(71417) a Gee 


(eY ) = coso + 2+ (Z —1)е 


et 
m (E De I мга 


зи — n = c, log Саб met ) 
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coto = [esee _ еа 
Xe 1) 
式 中 . 
(7.14.18) om (= int = Miina 


© 
Ж M = lc 称 为 Mach 数 。 能够 证 明 , 由 Clausius-Duhem Ж 
等 式 (7.14.16) 可 以 推 知 , © 的 容许 值 满足 条 件 | 
(7.14.19) с> 1 
BOE Mh AERD. SA EMELETRE. % 
了 证 明 (7.14.19), 由 (7.14.17)s, 我 们 得 出 
А 207 — 1)(a — 13: 
tara т + D + G@ — 00] 
ARRECA Jo mim 220 意味 着 = 22 (7 一 1)127， 所 以 上 
式 不 能 是 负 的 。 因 而 ， 人 一 加 Me 而 增加 ,并 当 = = 1 P, m— 
mm 一 0。 因此 , 仅 当 『 > BF, m 一 m TEEN. RAR, m> 
mm， 因而 ,间断 面 是 压缩 波 。 21/706,/0 以 及 mh 一 各 NERA 
ЕШ. Ж, pjo 被 限制 在 


1< ро < 


| 4 
| PP: (m — т) 


Кал 
| Ү—1 
BUZA., щот 14 时 ,我 们 有 Соо) һа = б. 

Жос 1 囊 味 着 ， 在 冲击 波 前 面 的 流动 是 超 音速 的 。 在 冲 
击 波 后 面 的 流动 可 以 是 起 音速 的 或 亚 音 速 的 :这 取决 于 Me 和 o, 
这 可 由 下 式 看 出 ; 
(7.14.20) Mi = (male y 


=+ Dun 


27c — Y +1 


2 
+ rr 
2 
y-1 


对 于 的 最 小 值 о—1, RIJA Mi 一 M. 2 1 Mom pom 
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Mach 角 。 对 一 个 给 定 的 Moo 的 最 大 信 о 一 Mi 是 法 向 冲击 波 
的 条 件 。 在 这 种 条 件 下 ， 


Mia ЖӨ DM ар um Ž 
27M 一 7 十 1 


如 果 对 一 个 给 定 的 Mo om, Mom, 并且 Mi жр. 于 
是 ,由 于 ow 从 mm Жї г, 冲击 波 后 面 的 流动 便 由 具有 Mach 数 
Mo 的 超 音速 流动 单调 地 变 为 具有 Mach Ж 


2 二 人 一 IMT 
wim [=] 
' 27M 一 7 十 1 


的 亚 音速 谢 动 。 这 也 表明 ,在 法 向 冲击 波 后 面 的 流动 是 亚 音速 的 ， 
“并 且 在 任何 冲击 波 后 面 的 流动 的 Mach 数 者 不 能 低 于 [Cr — 1)/ 
зҮ], щу 14 时 ,其 最 小 值 为 1/W7 。 

3 r= 14 时 , 我们 把 作为 o 的 函数 的 比值 р/оь›лу/лә 和 
9,19, UFR 7.14.1 中 ,同时 把 以 M， 为 参数 ,作为 上 的 函数 的 偏 


图 7.14.2 y 二 1.4 BRE 


差 角 5 绘 于 图 7.14.2 ch (Howarth [ 19531), 


还 有 -一些 几何 方法 ， 例 如 ,冲击 波 的 极 性 图 利用 这 些 方法 ， 
对 于 给 定 的 w 和 o, TURE m 和 偏差 角 5。 对 此 理论 以 及 
冲击 波 理论 的 其 它 细节 ， 我 们 建议 读者 参见 可 压缩 流动 理论 的 基 


ABE; 例如 ， 参 见 Courant 和 Friedrichs [1948], 


Howarth 


11953, І], Shapiro [1953, 1] 和 Stanyukovich [1960], 


M4 7 = 1.4 时 冲击 波 后 的 条 件 


Mesino | лл, | 6,16, | 9.70. Meino | mima | 0:10. | Ofa 
1.0 1 1 1 3.0 10.33 3.857 2.679 
1.2 1.51 1.342 1.128 3.2 11.78 4.031 2.522 
1.4 1.342 {1.690 | 1.255 з.4 13.32 | 4.488 | 3.180 
1.6 2.82 | 2.032 | 1.388 3.6 14.95 | 4.330 | 3.454 
1.8 3.61 | 2.359 [1.532 3.8 16.68 | 4.457 | 3.743 
2.0 4.5 |2.667 | 1.688 4.0 18.50 | 4.571 | 4.047 
2.2 ` 5.44 | 2.951 | 1.857 4.2 20.41 | 4.675 | 4.366 
2.4 6.55 13.212 | 2.040 + 21.41 | 4.768 | 4.702 
16 7.72 | 3.449 12.238 4.6 24.52 | 4.853 | 5.052 
2.8 8.9% 3.664 2.451 4.8 36.71 4.930 5.418 
3.0 10.33 | 3.857 | 2.679 5.0 2 5 за 

о ° |6 © 


冲击 波 的 结构 。“” 报 据 可 压缩 粘性 流动 理论 的 方程 的 解 来 说 明 一 维 定 
常 法 向 冲击 小 是 有 指导 意义 的 。 对 于 在 * 方向 的 一 维 运动 ,连续 性 方程 ， 动 


量 平 衡 方程 以 及 能 若 守 恒 方 程 ( 当 А, = Б 于 ?分 别 为 


4 = 

35009) = 0 
du 4 4, da 
7.14.21 we oe (ig 4н 
san) нат 007 598) 


d; 4 a 46 4 dey: 
wn” z( * 2) + +.) 
ВАЕ RUTA ЯЕ EBE: 


а la) dfu (id. аай 
“д: +5 =) (22. ry" ЕЗ) 


式 中 дыр„с,/к 是 Prandtl W, CR- PERK. 现在、 我 们 可 以 积分 


2395 • 


《7,14.21) 的 前 两 个 方程 和 上 一 方程 ,得 到 
pu = Ooty = pu, = m 


(7.14.22) "t ее тш; + aa = ma, + man 
т 


La)- (12 + t = (+ La 
"Ct +e) “(+ т "Авт 
= "(ав а) 
2 


由 后 两 个 方程 ,并 利用 下 面 的 状态 方程 : 
x= G — s)e8 = (э[иуй — ву 


我 们 得 到 
pn mli — в + (и — Ру] 
(2.14.23) 


edo m( a+ 09101) 
вй 2 


对 于 с, 和 co 为 常数 ,因而 ;一 6,0 和 9 = co9 的 理想 气体 。 这 些 方程 忆 
被 积分 ， 对 mor 和 о, 为 党 数 的 弱 冲 击 波 。Taylor 【1910] 给 出 《7.14， 
25) 的 一 个 解 ， 这 里 我 们 介绍 Becker [1921] HRS p, 与 温度 有 关 时 ， 


Thomas [1944] 改过 了 这 个 解数 值 o = + 非常 接近 于 双 原子 气体 ， 对 
于 这 种 情况 ,将 (7.14.23) 两 式 相 加 得 到 

4 a ly Liye 

+2014 be) "(, +he ) 
这 说 明 


(7.14.24) i+ 


因为 含有 exp[ т/а] 的 远 是 不 允许 的 所 以 ,在 整个 变动 中 。 能量 
为 常数 ， 利 用 (7.14.24)s(7.14,23 户 可 以 写 为 


D Poy?" sui u — w 
(7.14.25) Мы Ta Cuo — в)( a) 
式 中 
Ви u, 
(7.14.26) P= уе 


ЈР, m 与 W 9 成 比例 ， 所 以 вл = Vi. MERR, 
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我 们 积分 (7.14.25]。 其 得 
(7.14.27) к= 2 + 


Y 一 1 


мш, УУР 


+ G — UD) ~ ШЕШШ + U,FG0,,U)] + comer. 
zh 


图 7.14.3 冲击 波 的 宽度 
а | (т — 1)м* 1 


U=——|— —n 
227 2 + (7 — DM 


(7.14.28) vs [ S|" G= ы) 


22098) pn G t OG — о) те 
ree oS] 


hat BE н И EX AC 7.14.3) 35 

Ws JJ 
计算 给 出 的 结果 示 于 胡 ?.14.2 中 ， 由 这 些 结果 清楚 地 看 出 ， 当 入 射流 动 的 
Mach 数 超过 ?2 时 ,宽度 所 是 非常 小 的 。 因 此 ， 把 冲击 疲 当成 运动 闻 断 面 的 
看 法 是 恰当 的 。 

Navier-Stokes 方程 预示 出 冲击 让 的 厚度 信 很 小 ,它们 是 可 以 和 分 子 的 平 
JOR LR. Hits ARAF Navier-Stokes 方程 在 应 用 于 动力 学 理 
论 的 Boltzmann 方程 的 摄 动 法 中 是 作为 低 阶 近似 的 缘故 ,所 以 在 计算 冲击 小 
的 厚度 时 ,这 些 方程 的 有 效 性 是 令 信 怀疑 的 ， 已 有 若干 基于 动力 学 理论 的 工 
fE, 参见 Wang Chang [1948], Mott-Smith [1951], Zoller [1951], Grad 
11952] 和 其 它 文 献 ， 也 有 赞同 Navier-Stokes 和 过 续 统 理论 的 反面 论证 , 参 
见 Gibarg 和 Paolucci [1953]， 这 些 作者 还 给 出 了 在 更 一 般 的 形式 p/m 
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1.14.2 冲击波 的 结构 (摘自 Hewarth [19531) 


人 射流 动 的 Mach 数 


在 309 K 时 空气 中 的 冲击 该 宽度 Cr 一 1.4) 


毫米 平均 自由 程 
1 oo oo 
2 17.38% 104+ 3.98 
3 10.66X 10 2.69 
4 8.76X 107 2.2% 
5 7.9510. 2.09 
о 6.5810" 1.74 


(8/6) 下 。 粘 性 ua。 与 温度 有 关 的 情形 的 数值 解 。 这 里 ANN HTA 
бә 0.647, 对 于 他 + = 0.816, 根据 这 些 结果 以 及 Thome (+ ~ йи 
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图 ?9.44.4 Navier-Stokes 冲击 波 摩 度 与 动力 学 结果 的 比较 


(摘自 Gilbarg 和 Paolucci [1953]) ` 


的 上 述 结果 ,在 冲击 波 前 面 的 Maxwell PHARE L 与 上 面 完 义 的 冲击 波 


жк һ/ 列 于 表 7.14.3 中 。 对 于 fu 我们 有 
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16 ie Я 
75 о „Ед, 
在 图 7.14.4 中 ,对 不 同 的 指数 ，， 画 出 了 冲击 波 前 画 的 平均 自 内 程 与 冲击 被 
EZEK Mach 数 的 函数 ) 的 曲线 .如 同 我 们 所 君 到 的 ,这 些 结果 是 不 
能 作为 支持 Navier-Stokes 方程 不 适 于 处 理 冲击 波 现象 这 样 论 点 的 结论 的 。 


37.14.3 当 нос" 时 的 L/W W 
(WA Gilbarg 和 Paolucci [1953]》 


0.64702) 9.8160) 


1.2 0.068 0.067 0.067 


14 0,132 0.128 6.122 

1.7 0.210 0.199 0.187 

2.0 0.270 0,248 0.224 

2.5 0.344 0.303 0.264 

3.0 0,377 0.314 0.261 

ы 0.410 一 一 
715 球面 爆炸 波 


本 节 中 ， 我 们 将 给 出 可 压缩 非 粘性 流体 的 球面 爆炸 问题 的 基 

本 方程 的 解 。 侵 设 在 气体 中 的 一 点 处 ,瞬时 地 释放 击 有 限 的 能 量 . 
则 因为 初始 压力 和 温度 在 理论 上 是 无 限 大 ， 所 以 一 个 强烈 的 球面 
冲击 波 就 开始 传播 ， 作 为 时 间 的 函数 ， 我 们 希望 决定 冲击 阵 面 内 
一 点 处 的 压力 、 密 度 和 速记 关于 中 心 对 称 的 球 坐 标 中 的 运动 方 
程 为 

дә де 1 Br 

ГАШ toa! 

Өр 


др ov v 
.15.1 Sto Кы 一 一 
(7.15.1) ЕЛ э, + оз, +2 0 


Bn дп 0 
or °з, 


其 中 ,第 一 个 方程 是 动 生平 衡 方程 ， 第 二 个 是 连续 性 方程 ,而 第 三 
个 是 等 燃 流 动 方程 ， 理 想 多 方 气体 的 状态 方程 为 


< 


болыу = SQ) 
Sa) == (7 — 1)esp[(n — mo) jes] 
由 《7.15.2) ,我 们 得 到 
аюв 5 = dn/c, = Форсї (Y — 1)dlogp 


(7153) ајә 4 (de? + ed loge) 


e m rsp 
利用 这 些 方程 ,我 们 可 把 (7.15.1) 表 示 成 形式 
be 4, 8e +1026 +ë ов) = 0 
Or 


Br Br АТА 
(7154) 2Clowe) +v (9) + S + Bao 

Әс Oct ‚{ де _ 20 

at Ge + i)e oe 2) 0 
我 们 寻求 系统 的 一 个 称 为 自 型 运动 的 解 ,其 形式 为 
(7.15.5) vert, а уб б 

t P 

式 中 x 和 ?分 别 是 单 参 数 
(7.15.6) r=! 


ВВАК, а 为 常数 。 在 (7.15.4) 中 利用 (7.15.5), WBA, As 
程 不 显 含 > 和 +。 所 以 ,我 们 必须 有 

(715.7) e= ЕС) 

把 C7.15.5) 一 C7.15.7) 代 入 (7.15.4); 则 给 册 


aaa) +#— + tly ty + y(og8)] = 0 
(7.15.8) (1ок&у(ж— a) + 8 + z' + 3z= 0 
Ft Lz’ + Gr 1x — 2 


一 0 
式 中 一 搬 表 示 对 loge 的 微分 ,例如 


+300, 


a 4# 
(7.15.9) * YPP 
шШ(7.15.8),, BF Сов) 求解 ,并 把 结 时 代入 C7.15.8)， 中 , 则 方程 
组 (7.15.8) 变 成 


(оңу 一 一斑 士 8 + =. 


х0 


dlogz _ (a — x)(d logy/dx) — (1) 
(7.15.10) 4 Gr Dr T 


dlogz _ ба — ж) у 
dx у{Ї2(в—1)-++ё177*+Е3х}—х(1—х)(а—) 
因此 ,问题 化 为 求解 形 如 


dy Еу) 
4х FAx,y) 


的 一 阶 微分 方程 和 求 两 个 积分 。 因而， 最 后 的 解 包含 三 个 附加 的 
常数 СС, 和 Cs。 因为 我 们 总 可 以 用 + 十 r+ 代替 n MA E 
方程 组 的 通 解 中 ,我 们 总 共有 六 个 积分 常数 oprt Cu Ci 和 С, 
这 些 常数 的 决定 必须 使 得 x,e 和，* 在 冲击 波 阵 面 取 值 ,并 使 总 能 
ROR. о 

现在 ,我 们 决定 在 冲击 波 球面 内 部 的 速度 ,压力 和 密度 。 对 一 


MEANEN (о 一 Z) 冲击波， 由 (7.14.17)， 我 们 有 . 


u — 2 + (у el ee) 
(7.15.11) а, GÇ F Dün] + Dn/ oy 


根据 (7.14.7); a= о, — Umm nU, RU = y. m 是 冲 
击 波 阵 面 的 靶 向 速度 。 在 目前 情况 下 ，w 和 v。 分 别 是 球面 冲击 


波 阵 面 内 部 和 外 部 的 径 向 流动 速度 于是，v。 0, 而且 由 上 土 述 
方程 ,我 们 可 以 解 出 冲击 波 阵 面 的 速度 - 

Util on +1 ,% Y Ы 
баз) ТТЫ ® + (++. а) +1 


对 非常 大 的 д/с, ВП mye 六 1， 此 式 给 出 
эмп. 


¥+1 
2 


因此 ,对 这 个 口 值 和 v。 一 0， 由 《7.14.17), 我 们 有 


< 2 Pee THI 2 
(7.15.13) яе EW ой, а le n U 
回 到 原来 的 问题 ,由 《7.15.7) 我 们 看 到 , 当 mm const. ht, 
须 有 8 一 0， 根 据 (7.15.5) 和 《7.15.13) 式 ,在 冲击 波 阵 面 上 的 条 件 是 
2 


Ux vt 


RA 


则 得 到 

28 = 210-1) 
(бам атр" ж" QFY “ ` 
于 是 ,问题 化 为 寻求 (7.15.10): 通过 (7.15.14) 所 在 点 的 解 。 另 外 > 
还 必须 决定 a。 一 个 物理 上 合理 的 条 件 是 在 冲击 波 阵 面 r= rC) 
内 部 的 总 能 最 守重 , 即 


А А 
(7.15.15) Em 4я | ( + oh га, = const. 
«тт 2 


Sedov [1946а,Ь]9 H (7.15.10), 的 一 个 满足 (7.15.14) 的 简单 
解 。 当 a 一 2/5 时 ,此 解 具有 形式 

一 了 一 1 zz ны = 
(7.15.16) y z x z а= 2/5 
5107.15.10), 和 (7.15.10); 进行 积分 、 我 们 就 可 得 到 Р 和 2, Н 
(7.15.5) 可 得 到 v 和 c+。 因而 由 e= Yaj 可 决定 压力 ， 而 由 状 


1) Taylor [1950] 在 Lagrange 坐标 中 给 出 一 个 类 伺 的 解 。 对 于 此 问题 以 及 
与 之 有 关 问 题 的 其 它 讨论 , 可 参见 Sedov [1959] 以 及 Hayes 和 Probstein 
{19591, 


‚зо + 


лнй; FRE 


а \т-Юв у -Bahii 
z= Cel#— =) 
` т 


з Й 
x p= 
тугу) 一 KAG) 
p= Ca 2) 6 _ sys 
Y 
а РЕЯ 
х рут "©е%® 


(7—ра/2107 — Pe 
(7.15.17)0 = Ce _ “) ы] 
Y 


a . . 
xF += 5 = Cis/ ple) 


= YZL cheater 


a + 
x =+—“— 
ey — 2) + 1 — Y. 


= 7 = CKE aE) 


9 一 = 
с. — le 


式 中 
a yi ; 
сз gool 2 aQ 2 +1 
+ 十 +。 
1 
кезй tot] 


而 C, 和 С, 是 待定 常数 . 把 au 和 ?代入 (7.15.15) 中 ,并 注意 
到 a= 2/5, WRN. kR AEM RAT s 

现在 ,根据 (7.15.17), 由 * 一 zu y 一 办 的 条 件 立即 可 决定 Са 
和 Cas BE 
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(71519) C,= Pvt pr), С = p/P) 
这 就 完成 了 问题 的 求解 。 

当 Y= 7/5 时 ,压力 ,速度 和 密度 的 比 作为 r/r 的 函数 曲线 
未 于 图 .15.1 中 ,其 中 + 是 冲击 波 的 半径 . 


о 02 04 96 08 19 


图 7.15.1 к= 7/5 时 伴随 冲击 波 的 球面 爆炸 波 


这 种 自 型 解 没 有 充分 考虑 时 间 , 因 此 ,已 对 这 种 类 型 的 解 提出 
异议 ， 例 如 ,由 (7.15.17) 式 ,我 们 注意 到 , 当 a。 一 2/5 时 ， 在 冲击 
该 阵 面 之 后 的 压力 随时 间 + 一 co 而 趋 于 零 . 因此， 这 在 时 间 上 违 
背 了 冲击 波 是 强烈 的 假设 。 此 外 ,在 接近 把 炸 中 心 处 ,实验 观察 到 
的 正 力 与 上 述 结果 不 一 致 。 尽 管 如 此 ，Taylor-Sedov 解 给 出 了 在 
不 太 强烈 地 受到 爆炸 过 程 影响 的 充分 远 处 爆炸 波 的 一 个 很 好 的 找 
Ж. 当然 ,冲击 波 仍然 可 以 认为 是 很 强烈 的 。 对 т 的 特殊 值 ,还 有 
其 它 的 特殊 解 。 鲍 如 ， 当 7 一 7 时 ， 这 种 流体 近似 于 水 ， Prima- 
koff? 找到 一 个 简单 解 。 


ч. 1) SESAME EAU ALR, TEN Courant 和 Friedrichs [1948, Arte, 
159-166). 有 关 其 它 复 杂 的 解 可 知 见 Stsnyukovich [1960], 
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习题 
7.1 关于 变形 率 张 量 为 二 阶 的 不 可 压缩 Stoke 流体 ， 试 证 应 力 为 

шы = — ps + Wedar + 45544 . 
式 中 PG) 是 任意 的 ,而 4 和 v, 只 是 温 尝 的 函数 ， 试 求 加 在 这 种 流体 
上 的 热力 学 限制 
7.2 试 提出 一 个 决定 可 压缩 二 阶 Stokes 流体 本 构 系数 的 试验 方案 。 
7.3 在 两 个 共 轴 长 网 柱 体 之 闻 的 空间 中 充满 了 Navier-Stokes 流体 。 两 加 
柱 体 分 别 以 角速度 о, 和 o, 旋转 ,并 假设 流体 附着 于 柱 体 上 。 试 决定 流体 
的 速度 场 和 应 力 场 . 
ТОА 两 个 斜 平行 平面 之 阅 揭 不 可 压缩 Navier-Stokes 流体 受 重力 的 作用 。 
如 果 上 板 以 速度 e= UG) 运动 ;而 下 板 固定 , 试 决 定 流体 的 速度 场 。 俱 设 运 
动 是 平面 的 。 
7.5 占有 半空 间 у >0 的 不 可 压缩 非 粘 任 流体 从 у = 0 处 的 刚性 平板 上 
化 出 的 长 为 2 的 孔 口 自由 流出 。 设 运动 是 无 旋 的 和 平面 的 ， 试 决定 速度 
场 。 
7.6 在 无 体力 的 不 可 压缩 非 粘 性 流体 的 二 维 运动 中 , 试 证 明 作 用 在 一 图 柱 
RERAN esf) MANM (М,,М,) 由 Blasius 定理 给 出 


; i dp ү А 
F, 一 iF, = т” $ daye = r + iy 


| e do ү ,一 一 
M, + iM, 一 -2ф a( 12 ) dz, im =I 


RPAPER MEARE LT. ое) 是 复位 势 ， 它 与 速度 分 至 *。 和 
+， 的 关系 为 


i ва is, 一 


ip 
dz 


7.7 利用 Buiu: 定理 (习题 7.6), 试 证明 由 “方向 的 理想 流动 所 引起 的 罗 
杜 体 上 的 升力 Р, 为 

P, = pur 
Ahu ЭЕ == ооз = SE. ГАВНО BARI A) 的 环 
Е. AEA Р, 一 0。 并 证 在 柱 体 上 没有 力 偶 作用 ， 
7.8 占有 半空 间 ?>0 的 不 可 压缩 粘性 流体 受 力 到 沿 * 方 向 作 谐 振动 的 
WCE y= о 处 ) 的 振动 运动 。 候 设 流体 附着 于 板 上 , 试 决定 速度 场 。 
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17.9 占有 半空 间 * > 0 的 不 可 压缩 粘性 流体 在 = = 0 的 平板 上 的 一 无 限 
' 菏 层 受 到 一 旋转 运动 板 绕 * 轴 旋 转 的 等 角速度 为 9。 央 设 流体 附着 于 = 一 

* 0 的 平板 上 ;而且 在 z = m 处 的 速度 为 零 ， 试 决定 速度 场 。 崩 设 速度 场 具 有 
形式 


А u= Қа) о = a(x), w = Ae), ret 
试 决定 其 中 的 未 知 函 数 fg 和 h. 
7.10 ШЖ OC) 表示 时 刻 + 声波 Oxy) 在 边界 面 2 LAH, 而 КӘ 
表示 时 肇 + SREB S 的 法 向 导数 /es， 试 证 明 时 刻 上 在 9 内 的 区 
“ey 中 任 一 点 的 流动 ps 为 [Kirchboff] 


o eona Bre aabt ae 
“Sih * 为 声速 ,因为 明显 地 包含 /所 以 2 只 时， 作用. 


7.11 作用 在 原点 * 一 y= 0 的 一 个 声 源 忒 D， 在 二 维 无 限 平面 上 产生 关 
于 原点 的 对 称 波动 。 试 证 机 速度 势 66.) 为 


Фе =], ССЭ r= Лу? 


式 中 e AAR., 
7.12 Е А £ 一 0 时 蒿 于 回 形 禄 的 中 心 , 试 决 定 其 后 的 运动 。 
7.13， 试 论 可 压缩 非 粘 性 流体 的 定常 二 维 无 旋 运动 ,其 中 速度 场 只 依 天 于 往 
坐标 的 9 fa. 
7-14” 试 求 平面 冲击 波 由 一 个 平面 刚性 壁 的 反射 所 产生 的 压力 。 
7.35” 试 证 明 在 非 辐 性 可 压缩 流体 的 定常 匹 旋 运 动 中 ,速度 势 加 满足 方程 
(et 一 %1,)%,,, 2Ф,Ф,„,Ф„, 十 【一 G4) у = 0 
其 中 < 为 与 四 有 关 的 声速 、 试 决定 o 的 表达 式 。 
7.16 在 习题 7,15 中 给 出 的 不 可 压缩 流体 的 方程 ,利用 速 关 端 选 变换 
р а= абзи), y= убн). 
ЭГЭР ЈРВ. AP (х,у) ЭШЕН BAR II (0) 为 该 坐标 系 中 
的 速度 分 县， 试 决定 代 苦 习题 7.15 HRAS EVREDE. 
7.17 《短文 3 将 不 可 压缩 流体 的 Navier-Stokes 方程 关于 党 自由 流速 x, = 
U (在 z= 一 oo 处 ) 线 性 化 ， 对 于 绕 球 的 定常 流动 , 当 
(a) Umo (Stokes 流动 》 
(È) U0 (Oscen 流动 ) 
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时 , 斌 决定 速度 场 和 阻力 。 假 设 流体 附着 于 球 的 类 面 上 。 

7.18 《短文 ) 对 边界 展 的 近似 性 作 一 讨论 。 试 求 烙 性 不 三 压缩 流体 在 一 半 
旋 附 近 的 边界 度 方程 ,并 给 出 流体 经 过 平板 的 解 

7.19 ( 弓 文 ) 试 对 可 压缩 流体 的 二 维 同 题 的 解法 研究 一 些 文献 ,并 讨论 特征 
RDE. 

7.20 ， 试 推导 不 可 压缩 非 粘 性 流体 一 维 非 定常 冯 动 的 方程 式 。 对 在 一 直 管 8 
中 由 加 回 柱 体 而 引起 的 流动 问题 更 解 ,介绍 特征 线 方法 和 简单 波动 的 概念 

7.21 《短文 ) 试 对 均匀 各 向 间 性 涡流 作 一 简短 的 讨论 ， 
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BAR 热 弹 性 理论 


81 жж 


本 章 论述 线性 热 弹性 理论 。 在 第 8.2 рН T SAE 
体 的 线性 热 弹性 理论 的 各 种 本 构 方程 。 它 们 包括 应 力 的 、 热 传导 
的 ,内 能 的 以 及 燃 的 本 构 方程 。 在 这 一 节 中 还 得 到了 热传导 方程 . 
在 第 8.3 节 中 介绍 了 线性 各 向 同性 固体 的 方程 。 第 8.4 节 汇 集 了 
在 线 铂 热 弹 性 理论 中 为 求解 问题 所 必须 的 基本 方程 \ 跑 变 条 件 、 边 
界 条 件 和 初始 条 件 。 在 该 节 中 还 导出 了 Navier-Duhamel 方程 。 
其 余 的 各 节 , 亦 即 , 第 8.5 节 到 第 8.8 节 ， 致 力 于 一 些 说 明 性 的 解 . 
在 第 8.5 节 中 ， 我 们 给 出 在 固体 的 热传导 再 论 中 起 重要 作用 的 
Duhamel 定理 。 在 第 8.6 节 中 求解 了 在 半空 间 和 球 腔 外 部 关于 
温度 分 布 的 几 个 热传导 问题 ， 而 第 8.7 节 讨论 了 热 弹 性 波 。 在 第 
8.8 节 中 ,我 们 转向 受 动 压力 和 温度 作用 的 球 踪 问题 。 关 于 等 湿 弹 
性 的 球面 爆炸 波 和 热传导 的 相应 问题 已 在 前 面 作 了 盖 述 ， 我 们 准 
备 再 一 次 观察 介质 的 物理 本 构 在 不 同 物理 现象 中 所 产生 的 影响 。 

本 章 不 打算 详尽 地 介绍 所 有 的 有 关 问题 和 求解 方法 。 


82 线性 本 构 方程 


在 第 5.9 节 中 我 们 已 经 得 到 了 热 弹 姓 固体 的 本 构 方程 。 这 些 
方程 是 用 (5.9.6) 到 (5.9.9) 以 Green 变形 张 是 C 表示 的 , 它们 服 
从 约束 条 件 (5.9.11) 和 《5.9.12)。 如 用 Lagrange 应 变 张 县 


Eno (си — ва) 


则 这 些 方程 可 表示 为 
е ay 


(8.2.1) йы = 一 
pEr, 


KARIA 
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Г 


(8.2.2) 9 == ОЕ. к56,Х)Хка 


= Цу — 092; 
(823) в Ha #2) 
10> 
8.2.4 一 一 -之 
‹ ) " 5 69 
式 中 
(8.2.5) ДУЕ,0,Х) =¢ 
是 自由 能 。 函数 Ox 受到 Clausiue-Duhem 不 等 式 
(8.2.6) 918.4 > 0 


的 约束 ， 这 个 约束 表示 热量 只 能 从 热 向 冷 流动 这 一 事实 。 如 果 我 
MRE, g(E, 9,x, ө, X) 关于 温度 梯度 Or BERN. ДН 
《8.2.6)， 得 出 
(8.2.7) 4(Е,0,0,Х) = 0 s Ок(Е,0,60,Х) ~ 0 

对 于 各 铅 异 竹 的 非 均 匀 固 体 上 列 各 式 都 成 立 。 

本 章 关 心 的 是 线性 理论 ,因此 我 们 以 无 限 小 应 变 E, 即 


(8.2.8) in = (Чы. + Ux) 
来 近似 应 变 E. 而 无 限 小 转动 R, gn 
(8.2.9) Ru = + (Ока — Uus) 


采用 第 6.2 SAD, HAM Ë R ЖП Ө, 把 (8.2.1) 到 (8.2.47 
线性 化 ， 为 此 ,我 们 令 


(8240) B= Set Хайа + Sewn Ban 


(8.2.11) Ок Вк + Вкиб,м + Brentu 

Ж У, Ук, Drun Br: Beu At Baw 都 是 9 和 X 的 函数 ， 

并 满足 对 称 性 条 件 

(8.2.12) Ук = Уик, кин = Dunre— Dicus = км 
Brow = Beur 


我 们 把 (8-2.107 和 《8.2.11) 代 和 人 《8.2.10 和 (8.2.2》, 并 利用 公式 
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(8.213) tax == (Вик + Bux + Ёмк)8и{ 
Хк = (Sen 一 Eng — Fea Sime 
得 出 
rue а + Dieu + Ёкм)+ Dew (Bow 
Й 


+ Row) + кьмуЁын1бкбы 
(8.2.14) 4, = Brh ông 一 Z, #4) дь + СВкиб,ы 
十 BriwEiu oer 
在 线性 理论 中 ,我 们 有 
(8.2.15) Ёк„еёёыбкбы› Kner? udn 
о і — Ёкк== 1 — ĉu 
因此 ,《8.2.14) 可 以 表 成 下 列 空间 形式 : 
(8.2.16) t = (1 — Samo + Sarl Em + Zin) 
十 kml Crm + Fim) + сытна 
(8.2.17) Ga = Bul Ont — Emi — аа) + bya0,, + Opinion 
式 中 
«ы 之 
Chime 一 >›кьмкбккби,бимб»м 
(8.2.18) b, = Brox 
bu = Brrdrxdrr 
biin = Вкимбукбибем 
都 是 8 和 X 的 函数 ,并 且 满 足 对 称 性 关系 
(8.2.19) Ori Fp Shima = Өтөр = ikma — Chto 
bar = bn bus = б 
条 件 (8.2.7) 相 当 于 
{8.2.20) ba = 0, Bim = ü 
因此 不 等 式 (8.2.6) 成 为 
(8.2.21) brm tbn 2 0 
从 而 ,我 们 证 明了 
EE арн OIE, q M V6 
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和 š ЖБ. ИНН b. 是 非 负 定 形式 
”所 以 热量 本 构 方程 8.2.17) 简 化 为 

(8.2.22) Ga = binl ,X)6,, 

式 中 ba 是 对 称 的 非 负 定形 式 。 


应 力 势 允 的 形式 为 
(8.2.23) > = Vet сыйн + 1 тымый» 


物质 对 称 竹 条 件 将 进一步 限制 独立 的 物质 参数 свои зби 
的 个 数 。 我 们 不 再 深入 探讨 这 些 有 关 的 细节 。 这 里 的 情况 类 似 于 
在 第 6.2 节 所 作 的 分 析 。 在 雇 后 的 各 节 中 ， 我 们 将 只 详细 研究 各 
ТАДА PE BAST Я. 

各 向 异性 固体 的 热传导 方程 可 以 从 (5.9.18) 得 到 ,也 可 以 等 价 
地 从 


(8.2.24) обй = qL + ph 
得 到 ,这 里 ?由 (8.2.4) 给 出 。 
由 《8.2.237 和 (8.2.4) RITA 
(8.2.25) 分 Ma + oe aut F un tuna) 


忽略 应 变 的 二 次 项 ,并 将 上 式 代入 (8.2.24)， 我 们 即 可 得 到 热传导 
BR 


08 (ФУ, 5, Oe длы ， 
(226) #2 (Sees Oe M dtu + Фм гы 


+ (выб) а + of 0 
利用 (8.2.15) 所 给 出 的 efee， 可 对 上 式 作 出 进一步 的 线性 化 ， 
我 们 注意 到 , 在 这 里 所 给 出 的 全 部 方程 中 ， 本 构 系数 Dog, 
Tyna 和 bu 都 是 8 和 XX 的 函数 。 所 以 ， ткаш, 
ACER, ИЕ Е АО. MRE ERA Ei 
梯度 和 应 变 ， 在 热 弹性 的 线性 理论 中 ,按照 对 自然 状态 的 温度 


D 热量 本 构 方程 在 第 8.1 节 中 称 为 热传导 本 构 方程 * 原 文 如 此 ， 一 一 译 者 
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的 温度 变化 是 微小 的 假定 ,可 以 实现 进一步 的 线性 化 ， 亦 即 ,我 们 
令 


(8.2.27) 0=T,+ T, IT) < T, T 2 0 
在 这 种 情况 下 ,我们 可 令 

Dam 5 — атт — 2 pa: 
(8.2.28) ' e T, 


чы аы ВЫТ 
于 是 


(8229) = So— emf 一 oe T?+ onu 一 Bš T 
a 


+ btm iene 
2 


Жир ,mos7 scuba 和 Shine 都 只 是 X 的 函数 。 把 (8.2.27) 到 
(8.2.29) 代 和 人 (8.2.16)，(8.2.22)，(8.2.3) 和 (8.2.25) 中 ,我们 可 得 
下 列 各 向 异性 热 弹 性 固体 线性 理论 的 本 构 方程 : 
(8.2.30) ги = аы(1 — ènn) — BUT + aml + Fan) 

+ aral Sim 十 Fim) + онна 
(8.2.31) q, = buba 


o 2 
(8.2.32) ое = So рт + о \ T+ m) 
б 


+ (Gu Торы) + E анады 

(8.2.33) gaat ered buen 
T, pa 

由 (8.2.24) 可 得 出 热传导 的 线性 方程 
(8.2.34) art — Tubu + СЫТ) + ph— 0 
当 自 然 状 态 无 应 力 时 ,我们 有 ah 一 0， 在 这 种 情况 下 ， 应 力 本 构 
方程 (8.2.30) 可 进一步 简化 为 
(8.2.35) tu = ВЫТ + сытна 
在 (8.2.32) 中 令 an 一 0 即 可 得 到 相应 的 в. 
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83 各 向 同性 固体 


各 向 同性 固体 对 其 物质 性 质 米 说 与 方向 无 关 。 正如 在 第 6.2 
节 中 所 指出 的 ,物质 张 量 Cuim 和 by 都 是 各 向 同性 张 量 。 因 
此 ,它们 可 表示 为 
(8.3.1) SUT ubus = Laub, + pe BhmBin + быды) 

Би = кбы 

应 力 本 构 方程 (8.2.16) 和 热量 本 构 方 程 (8.2.22) 现 取 下 列 形 式 ; 
(8.3.2) tay обы + (QL — a Eqn + 2( нь + Ee 
(8.3.3) q = De 
上 上 面 的 第 二 式 就 是 次 名 的 关于 各 向 同性 闫 体 的 Fourier 热传导 定 
律 . 不等式 (8.2.21) 给 出 
(8.3.4) £20 
应 力 势 (8.2.23) 的 形式 为 


(835) E= Ent ade + го, + 22 — 251, 
式 中 „ЖП, 是 应 变 张 量 ё 的 不 变量 。 
由 (8.2.23) 给 出 的 焙 3， 简 化 为 


1 [5 да, 1 (Oe, „дш 、， 
8.3.6 + + —| + 2 
(63.6) s= ао + 26 ° AGS вө ) 


_ 9 Die 
2 Р] | 

热传导 方程 (8.2.26) 变 成 为 

es | Borg 4 д, 

е л Т 25 АРСР 
上 和 列 方 程 对 和 任意 的 温度 都 成 立 , 亦 即 ,它们 关于 Ө 是 非 线性 的 ， 同 
前 一 节 一 样 进行 线性 化 ， 具 体 地 ,可 令 
(8.3.8) O= Т,+Т, IT| <T,, T,> 0 
式 中 7 是 自然 状态 的 温度 ,并 把 在 (8.2.307 到 (8.2.33) 中 出 现 的 物 
质 张 量 用 它们 各 自 的 各 向 同性 张 县 
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(8.3.9) “n = адн» Pu = @8ы 
bu Og gen 一 AOS me T и. („н T Әд) 
来 表示 ,我 们 就 求 得 了 线性 各 向 同性 固体 的 本 构 方 程 
(8.3.10) By = (i — Sam tebe: — BT бу + LE, Bu 
+ 208. + о )ён 
(8.3.11) к= «Таъ 


А 
(8.3.12) pe = S+ раа ar È T + Ze }+ (a + AT Ye 
a 


+ 40. + Zp — ladh 


(8.3.13) m= ът 
T Po 

热传导 方程 线性 化 为 
(8.3.14) prt — BT ü, 十 《TD 十 oh = 0 
由 (8.3.10) 易 见 , 当 ë = 0 和 TY 一 0 时 ,我 们 有 
(8.3.15) tu = ады 
所 以 ,我 们 有 

БЕЛА лл А 
Aika 


Ж ЖЕНЕ EAI AH (5.10.7)? 在 “如 一 Su 时 将 简化 为 
《8.3.15), 所 以 可 以 证 肯 , 这 个 定 塌 对 非 线性 固体 也 成 立 。 

如 果 固 体 在 其 自然 状态 中 是 无 应 力 的 ( 亦 即 , 当 T 一 0 和 ё= 
OW, t=0), MRNA a 一 0。 于 是 应 力 本 构 方程 (8.3.10) 可 
取 下 列 形式 : 


(8.3.16) ш = (PT + 1⁄2,)5u + Leeën 
与 此 近 候 相应 的 应 力 势 由 下 式 给 出 : 
(8.3.17) > = S, — om T 一 т. T'— вті, 


+ i (2. + Und — заь 


D 原文 这 里 误 印 为 (5.10.8)。 一 一 译 者 
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当 有 和 ?为 零 时 ， 这 些 方程 退化 为 在 第 6.2 节 中 给 出 的 纯 弹 性 理 
论 的 方程 ， 

不 可 压 物质 在 这 个 情况 下 ，2 一 0。 方程 (8.3.10) si 
《8.3.13) 分 别 简化 为 
(8.3.18) ty = —(#Т + р)Вы + Zaku 
(8.3.19) 0 == КТ, 


/ 2 
(8.3.20) рв = Sa гаю б { T+ z 一 Indy 


(8.3.21) т=»+ Т 
To 


而 热传导 方程 (8.3.14) 成 为 
(8.3.22) ott + CKT aa + mh — 0 
我 们 注意 到 , 《8.3.227 也 是 在 刚体 中 的 热传导 方程 。 显 然 , 对 于 刚 
体 运 动 ,由 Killing 定理 我 们 有 
ay = y= 0 


从 而 (8.3.147 简 化 为 (8.3.22》。 


84 热 弹性 基本 方程 的 汇总 
和 名 向 同性 热 弹 性 轩 体 的 线性 理论 以 下 询 方 程 为 基础 、 


平衡 方程 
(8.4.1) pafp 一 上 十 1 
(3.42) art р; — ё) = 0 
(8.43) tu = t 
(8.4.4) 000 = Яка + ph 


跳 变 方程 。 和 如果 存在 一 个 运动 着 的 间断 开 тб), TEAS 
的 法 向 n EVR » 扫 过 物体 ， 则 在 此 曲面 oC) 上 必须 满足 下 
ШЕ 364 th 
(8.4.5) [ev —>)] n= 0 
(8.4.6) Со + [p (v 一 >)] n= 0 


ease 


(8.47) [( + 4 vm) о(у — r) | бп Legs + gijn = 9 


(8.4.8) [en(v — >) — q/0] ` n 20 Ж еб) E 
本 构 方程 (可 压缩 固体 》 

(8.4.9) ы = (BT 十 АЛ) ды + 2 

(8.4.10) n= ЕТА 


т 
(8.411) ре = $, лт or 人 十 ГА + Ta 


+ 9, + 20) — задь 


(8.412) nant T+ Š 
To pe 
本 构 方程 (不 可 压 国 体 ) 
(8.4.13) tu = 一 (87 + р)бы + Zety 
(8.4.14) Ф = AT 
n 
(8.4.15) де = Spt оТ, + „(т + £ ) 一 211, 
р 
(8.4.16) n= ptT 
To 
运动 学 关系 
2, Әз 
(8.4.17) а = Ош. 
(8.418) by = F Ga £ ma) 
(8.4.19) b= ¿o Ue = + Guëu — Sen) 


式 中 m 是 位 移 矢 量 ， 

BER 。 热 弹性 理论 的 场 方程 由 运动 方程 和 热传导 方程 所 
组 成 ， 运 动 方程 是 把 (8.4.9)( 对 于 可 压缩 画 体 ?或 把 (8.4.13)( 对 于 
不 可 压 固 体 ) 代 人 (8.4.2) 而 得 公 的 ,热传导 方程 对 于 可 压缩 尖 体 和 
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ЖИЕ ЛУ ЙН (8.3.14 4908.32.22) RBA. MAA 
(8.4.20) (А. noma вови —— (ЁТ) 


+ alle — #6) = 0 在 % 内 
(8.421) —porT — HT otpa + OT gt oh = 0 《可 压缩 固体 ) 
(8.4.22) Bettys (ВТ +p) a + p др) = 0 

моъ 0 在 内 
(8.4.23) mvt Taa а= 0 《不 可 压 固 体 》 

边界 条 件 

(8.4.24) ыт = By 在 Z, E 
(8.4.25) ик thy 在 9. = 9 — 5, 上 
(8.4.26) an= ga EF, E 
(8.4.27) T=7, 在 r=- 上 


式 中 А 是 在 表面 S° = 6, + s”, 的 一 部 份 上 给 定 的 表面 
应 为 ,而 BES S, 不 相交 的 其 余部 份 Su 上 给 定 的 位 移 矢 
E. 

KE, qa 是 在 整个 表面 SZ 的 一 部 份 57, 上 给 定 的 ,而 
TPES S, 不 相交 的 其 余 表面 Ser 上 给 定 的 ， 还 可 以 有 其 它 
各 种 混合 的 边界 条 件 ， 当 然 。 这些 边 界 条 件 都 必须 真实 地 反映 物 
жЕ, 而 且 还 必须 与 初始 条 件 一 起 不 违背 这 个 理论 的 唯一 性 定 
理 。 

代替 条 件 (8.4.26) 或 (8.4.27) 的 另 一 个 比较 重要 的 条 件 是 关于 
通过 表面 S 的 一 部 份 S“, 的 热 辐射 条 件 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 
有 
(8.4.28) qa¢n+a(T ~—T,)=0 
AP a > o 是 曲面 坐标 的 适当 的 函数 ,而 Ti 是 SZ, 附近 的 物体 
外 部 的 温度 。 


初始 条 件 
(8.4.29) m (x,0) = A (x) 


*317, 


{8 430) tlx,0) == of (x) 
(8.4.31) T(x,0) = TY x) 
式 中 v, 和 T° 是 给 定 的 函数 。 

于 是 ， 线 性 各 向 同性 热 弹 性 固 休 的 全 部 理论 就 在 于 ， 在 上 面 
给 出 的 边界 条 件 和 初始 条 件 下 ， 求 解 关 于 可 压缩 固体 的 ”Navier- 
Duhamel 方程 (8.4.20) 和 (8.4.21)， 或 求解 关于 不 可 压 固 体 的 
Navier-Duhamel 方程 (8.4.22) 和 (8.4.23)。 

对 于 各 向 异性 国体 ， 场 方程 (8.4.20) 和 (8.4.21 分 别 为 下 列 方 
EMRE: 


(8.4.32) анална — (Вит) + olli — a) = 0 
(8433) — pot — BuT otru (bar i) + eh 0 


由 二 各 种 的 物质 对 称 性 条 件 , 本 构 系 数 тилби 和 bu 可 也 它们 
的 最 多 个 数 21 + 6 + 6 = 33 减少 到 对 于 各 向 同性 物质 的 最 少 个 
数 (5 个 常数 )。 这 些 对 称 性 的 限制 可 按 第 6.2 节 中 所 述 方法 那样 
应 用 .只 需 孩 照 第 6.6 节 给 出 的 各 种 表达 式 的 变换 即 可 求 得 上 述 
这 些 方程 在 曲线 坐标 系 中 的 形式 . 


55 固体 中 的 热传导 ，Dahame 定理 


根据 (8.3.22》, 在 “时刻 刚性 各 向 同性 轿 体 Y + 中 任 一 点 
x АБ T(x) 由 下 列 仿 微 分 方程 的 解 所 决定 : 


可 


(8.5.1) te (Тл + afr 
pr 


这 个 方程 要 满足 对 所 有 : > 0 时刻 sz 上 的 边界 条 件 

(8.5.2) Т=Т;(х,) Ж S, 上 

(8.5.3) Gay a= «Гап = q (xs) Е 97, =S — 9: 上 

和 初始 条 件 

(8.5.4) T(x,0) =T) EY 内 

在 表面 附近 具有 温度 Т, OST MA A — + E 


salgo 


BOBS WB, 在 这 种 情况 下 ,边界 条 件 可 用 《8.4.28) 表 示 为 
(8.5.5) «Тат + аСТ Т) = 06, Е 

式 中 a 20, 而 S, 是 从 整个 表面 去 掉 由 (8.5.2) 或 《8.35.37 RA 
时 两 者 所 规定 的 表面 而 璋 下 的 部 份 。 显然， 在 这 种 情况 下 ot 
S+ S, =F, 我 们 指出 ,如果 只 考虑 关于 温度 是 线性 相关 
的 , 亦 即 ,和 如果 


(8.5.6) 4 = H(x)T + F(x,1) 


则 上 述 的 所 有 边 值 和 初 值 问题 均 可 表 站 成 为 下 列 紧凑 的 形式 : 
T(x) = L{T} + F(x,),x EY W, > 0 
(8.5.7) HT (x',t)} = G(x н), SF E, 2 >0 
T(x,0)=T%x),x Æ Y A, ге Ü 
式 中 线性 算 子 工 和 1 定义 为 
LAT} = L (aT aJa + HOT 
(8.5.8) aur 
AT} = COT + COT A= 1,2,3) 
式 中 састзсазсз 的 选取 应 和 任 一 上 述 问题 相 适 应 ,而 G{x г) 是 
пел. 
一 且 求 出 温度 , 则 热 矢量 а 就 可 由 热传导 的 Fourier 定律 所 
Wart, BH 
(8.5.9) q— кут 
在 给 出 一 些 殊 特 解 之 前 ， 我 们 先 介绍 一 个 在 求解 热传导 的 边 
传 问题 中 非常 有 用 的 定理 。 实 际 上 ， 我 们 是 要 把 求解 具有 可 变 热 
源 和 可 变 边界 条 件 的 边 值 问题 (8.5.7) 简 化 为 求解 下 列 热 沽 和 边界 
条 件 都 是 不 变 的 问题 : 


(2-1. eed} = FG 


(8.5.10) ЦФО sagt} = Gx gt’) 
Ф(ж,0,7) = Тк) 
EE (Dohamel) Ааа 


3E 
-R 
= 
E 
К 
5 
3 


ОВ О Тк) 可 用 具有 不 变 热 源 和 不 变 演 界 条 件 
的 边 信 向 题 (8.5.10) 的 解 4(x 1st) ЖОК 


(8541) — T(x) = |, læs — r de 
这 个 定理 可 用 由 
(8.5.12) @(x,) = "(ж „уй 


定义 的 Laplace 变换 ?来 加 以 证 明 。 ХЕ (8.5.7) 的 两 边 滋 以 ““， 
然后 关于 ғ 从 0 到 co 求 积分 ,我 们 得 到 
(s— (ж) = T(x) + Р(х„) 
HT(x',s)} = G(x s) 
对 《8.5.10) 使 用 同样 的 方法 ,得 出 
(8.5.14) ls — LHE s} = T'(x) + Р(х)! 

HE „ы = GG „у! 

现在 ,用 e 乘 (8.5.14), 并 对 r 从 0 到 co 积分 , 则 得 

(8.5.15) EMO} = PK) + FD 

HO(x' 9} = ғ G(x „‹) 


(8.5.13) 


AF 
aa) = [| ea dr 


Jo 


(8.5.16) вода 


= Fee, ,— иэш lar 
比较 (8.5.13) 和 (8.5.15) ,我 们 看 到 ,只 要 
(8.5.17) Т(х „у = ‹Ф(х„) 
并 且 边 值 问题 有 唯一 解 , 则 这 酚 组 方程 是 等 价 的 ， 由 (8.5.16) 显 然 
[DUE B, ФС, ғ) 是 方 括号 中 的 积分 的 Laplace RR, MU 
:Ф(х,0) 是 函数 


ці 


1) Bartels 和 Churchill [1942, р. 276); 亦 可 参见 Sneddon [1951,p.163]. 
ЖОР ВНЫН Carslaw Ні Јаевет[ 1959, р.70], 
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£ plx, г) 


的 Laplace 变换 。 由 (8.5.17) 和 上 述 论 断 可 以 得 到 《8.5,11), 从 而 
定理 得 证 。 在 下 节 中 ,我 们 将 说 明 这 个 定理 的 应 用 . 


8.6 LSPA ARE SBIR RE 


在 这 一 节 中 ,我们 研究 三 个 简单 的 热传导 问题 
G) 具有 不 变 边 界 温度 的 半空 间 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 在 半 
空间 * > 0 的 边界 * 一 0 上 ,作用 一 个 均匀 的 常 值 温度 (图 8.6.1)， 
边界 条 件 和 初始 条 件 是 
(8.6.1) Tet) = Т. x= 0, 12 0 
Tix) = 0, := 0, х2 0 


T(x,0}=0 


图 8.6.1 ce 0 LAOS 
因为 在 * 一 常数 的 平行 平面 上 ,一 切 都 是 相同 的 ,所 以 我 们 有 了 一 
TG), 于 是 ,对 于 无 热源 的 均匀 介质 ， 热 传导 方程 (8.5.1) 简 化 
为 


(8.6.2) ST „ӨТ „ш к 
a Oe por 

这 个 方程 的 解 可 以 写成 下 列 形式 : 
(8.63) T= GQ, b= 2 
wr 


*31, 


以 此 代入 (8.6.2) ,我 们 得 到 
ш (ti) 
2 


它 的 解 是 : 

= al Se + B, 
Ath 4, 和 В, 是 常数 。 利 用 变量 变换 

opat? 

(8.6.4) ЖЫНДЫ we 
则 得 到 
(8.6.5) ТО) = Aerf E+B 
ХОНХ erf § 定义 为 
(8.6.6) erf = = ө 


这 个 函数 在 热传导 问题 中 经 常 出 现 。 它 的 几 个 重要 性 质 是 : 
(8.6.7) erf 0 = 0, erf O=1, erf(—£) = —erfé 
利用 这 些 性 质 , 我 们 可 以 求 得 4 和 下 ,使 得 (8.6.1) 得 到 满足 ， 
T(0,)= 0+ B —T, 
T,= A+ В 0 
于 是 ,有 
(8.6.8) Ti) =T — erf D, E = < 


woe 


温度 随 皇 的 变化 示 于 图 8.6.2 4, 
(ü) 爱 均 匀 温 度 作用 的 球 腔 GRE r — 9 上 受 均匀 温度 
Т» 的 作用 ， 在 > 4 的 球 腔 外 部 具有 零 初始 温度 ， 则 球 腔 外 部 
r> 4 的 温度 分 布 由 下 列 边 值 问 题 的 解 所 确定 。 
(8.6.9) Тои) = T r=a, 120 
T(r)=0 ;í=0, r>a 
对 于 球 对 称 并 且 没有 热源 的 均匀 介质 ， 热 传导 方程 (8.5.10) 简 化 为 


(8.6.10) oF ,ld (° ar) 
Or r? ór дг 
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令 T = pjr; 则 中 满足 方程 


Bt „Өф 

д: Өт? 
它 与 (8.6.2) 相 局。 所 以 《8.6.10) 具有 解 
(8.6.11) Ta) = È (Aert £ + B) 


дин £= (а) 2 yr, Щи -A= B= T, Bh, RH 
《8.6.97 满 足 ， 于 是 


10 T i и! Т 


08/-- 
\ 
N | 
06|- N 
> 
т | 
04 一 
о2— 
° ы 1 + L 
0 04 0.8 12 15 120 
afa vvt 
图 8.6.2 在 半空 间 让 的 温度 分 布 
(8.6.12) TO= SG erf p, = 16, 
r aioe 


(ш) 承受 时 间 相 关 湿 度 作用 的 半空 间或 球 腔 ”前 述 的 结果 
可 用 来 求解 那 祥 一 些 间 题 的 解 ,其 中 ,半空 间或 球 腔 的 边界 受 时 间 
相关 温度 的 作用 ,但 介质 初始 时 的 温度 为 零 , 亦 即 , 对 于 半空 间 有 
TCs) = O66), х= 0,20 
Т(ху) == 0, = 0, x>0 


TRE, x 要 用 r-a (Ç. 


(8.6.13) 


Er EEG 


如 r 是 个 男 定 的 参数 , 则 由 (8.6.8) 知 ,满足 边界 条 件 
T= дф) r= 0, г> 0 
T(x,0)=0 x>0 
的 (8.5.1) 的 解 为 


_e du 
sava 


2 r 
T= 7—90] 
由 Duhamel 定理 可 知 ,满足 (8.6.13) 的 热传导 方程 的 解 是 


e du 


2 Ol (ry [ 
TaD- ehea Ë= 


—_ (y expl 27/40 — 191 „„, 
ad zy Raa ) Gary a 
利用 变量 变换 


, x 
ger — 


4 


我 们 可 以 把 这 个 结果 变换 为 


(8.6.14) Ta) = Zl... К mi сеш 


对 于 球 腔 的 情况 ,我 们 只 需 在 这 个 方程 中 用 + 一 “来 代替 z, HR 


以 ajr BOAT, 


如 果 我 们 在 (8.6.14) 中 取 OG) 一 THC), 这 里 Нг) 是 
Heaviside 函数 2, 我 们 回 到 解 (8.6.8), 它 表明 在 边界 上 突 故 作用 的 
温度 T, 将 立即 使 内 部 所 有 点 z 上 都 感 受到 。 因 此 ， 热 传导 不 象 
阐 性 波 的 情况 那样 ， 它 没有 有 限 的 传播 速度 。 所 有 的 物质 点 都 立 
即 收 到 热 作用 的 信息 。 热 量 以 无 限 速度 扩 艇 ， 这 样 的 观点 必定 受 
到 来 自 相对 论 的 异议 ， 因 为 不 存在 超过 光速 的 速度 。 这 可 以 用 
热传导 起 因 于 统计 的 ， 而 不 是 动力 的 物理 解释 来 为 消除 这 一 矛盾 


提供 论据 2. 


1) Heaviside 函数 HO) 定义 为 : 当 > 0 时 它 为 1? 而 当 # < 0 时 它 为 0, 并 在 


一 由 时 有 跳 变 1。 人 参见 风 8.6,3。 
2) Sommerfeld [1949. р. 60], 
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H(t) 


8.6.3 Heaviside {ШАК 


87 热 弹性 波 


线性 各 向 同性 均匀 热 弹 性 固体 的 运动 和 温度 由 Navier- 
Duhamel 方程 (8.4.20) 和 (8.4.21) 所 控制 , 即 
(8.71) Cae + aura T ашро BT. + оС — а) = 0 
(8.7.2) —2T ag — ой + Тоб, + o rT = 0 
式 中 本 构 常 数 hesp h, x 和 7 满足 下 列 约束 ; 
(8.7.3) 0 < 32, 4 26, < 00,0 < x, < оо,ф < ж, < 00 
РЕГАН, ， 这 些 方程 由 (8.4.22) 和 (8.4.23) 巷 代 ， 对 所 有 
z > 0 边界 条 件 为 


(8.7.4) тт = Fy 在 Z, 上 
m= th ELAS 97, k 
(8.7.5) т= Т, Sr 上 


ana Ж Z#,= 97 — Z+ Е 

m: = 0 时 初始 条 件 为 

4 (x,0) = À (x) 
(8.7.6) a(x, 0) = i) 在 % 内 

T(x,0) = T(x) 
当然 ， 还 可 以 有 其 它 更 为 复杂 的 边界 条 件 。 应 力 张 量 和 热 悬 矢量 
与 位 移 和 温度 的 关系 由 下 列 Hooke-Fourier 本 构 方程 给 出 : 
(8.7.7) гат —PTOR + Ан „бы + m(aka + ш) 
(8.7.8) qr = XT a 
对 于 某 些 问题 的 论述 。(8.7.1) 和 (8 7.2) 的 矢量 形式 比较 方便 、 这 
些 矢 量 形式 的 方程 可 在 上 述 方程 中 利用 《6.6.14) 后 面 的 恒等式 来 
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RE. FEL 
(8.79) (L + iu > u) aY X (9 X u) — VE 
+f 8) = 8 
(8710) —х\?Т — ph + T #Ñ а + оу = 0 
式 中 vy ERRAT, M V 是 Laplace 算 子 。 
和 第 6.10 站 中 的 方法 相同 ,我们 可 以 把 位 移 场 和 体力 场 分 解 
为 
(871) п=ўу+ухф,#— —ve—Vv Xh, 
сфе 0 
把 上 式 代入 (8.7.9) 和 (8.7.10) ,我 们 看 到 ， 如 果 下 列 各 式 成 立 ， 则 
《8.7.9) 和 (8.7.10) 亦 成 立 ; 


(8.712) ave LT— gs— $0 

Po 
(8.7.13) джхухф+ь+ф<=ф@ 
(87214) — —x'V'T — ой + Туф + отт = 0 
对 于 线性 理论 有 p 一 o, ЖА. 
(8.7.15) а = (+ T 2 y > G= Cul or)? 


a oF 


Sy NRE Te eS APE RAY SD EDR. Re 
程 在 曲线 坐标 系 中 也 成 立 ， 在 第 6.10 节 中 , 我 们 已 讨论 了 分 别 表 
征 无 族 等 温 弹 性 波 和 等 容 等 温 弹 性 波 的 标量 势 罗 和 矢量 势 $. Pl 
如 ,当中 二 09 时, 波 是 崎 变 的 ( 竟 切 波 )， 但 体积 不 变 , 而 当 Фф 0 
时 , 波 是 无 族 的 ,体积 却 发 生变 化 ， 由 (8.7:13) 显 然 可 知 , 热 的 变化 
并 不 影响 哆 ， 所 以 草 切 波 与 热效应 是 非 蜀 合 的 。 另 一 方面 , 在 中 
和 了 之 间 却 存在 耦合 ， 所 以 不 仅 热 传导 彩 响 体积 的 变化 而 且 体 积 
的 变化 也 要 产生 项 量 . 

由 上 可 知 , 在 与 热 灼 合 的 弹性 固体 中 〈8 = 0)， 等 容 波 速 oa 
并 不 受到 影响 。 但 一 般 地 说 ， 当 中 和 关 0 时 ， 不 存在 以 速度 c tË 
HOR. 

联 立 (8.7.12) 和 (8.7.14)、 我 们 可 以 得 出 了 和 工 各 自 独立 地 满 


-326 + 


ЖОЕ PI aR yy E: 
2 x дуа _ ЁТ 
(8.7.16) (2 oa he сч + g) ar уф 


+Ë =o 


PY 


(8.7.17) ( 0 =s) C avr) — + G — civ) 
oF PY Y 


-TE (teg) 


EAD Eh, Ce Ф AED TA ERAD E 
(8.7.18) (2 -2 salt z — av? eT} 


~ OTs д gg, T} = 0 
ely OF 

等 容 波 与 温度 场 的 三 合 一 般 通过 边界 条 件 来 体 更。 Ril, Ф 
的 场 方程 是 非 耦 合 的 ， 并 且 由 于 它 与 无 限 介质 中 的 弹性 波 潇 足 相 
同 的 方程 ， 所 以 在 研究 波 在 无 限 介 质 中 传播 时 就 不 需要 再 给 出 
(8.7.13) 的 任何 解 。 我 们 只 需 把 注意 力 转向 路 和 了 耦合 的 方程 
《8.7.12) 和 (8.7.14) 就 可 以 了 。 

平面 谐 波 的 一 般 形式 为 
(8.7.19) {T} — {pe 2o} exp[iCkymrm — огу], 


i= 1 
A dolok o 一般 都 是 复数 。 波 长 4 和 频率 f 一 般 为 
(8.7.20) a= 2#] КК), = Rw/2r) 


选取 1 是 实 的 或 上 是 实 的 ， 我 们 可 以 研究 给 定 波 长 或 是 给 定 频率 
的 波 的 传播 问题 。 和 第 6.10 闻 一 样 ，v。 是 平面 波 传 播 方向 上 的 
单位 矢量 , 亦 即 ， 

《8.7.21) Yate S 

Ee 轴 的 方向 为 波 的 传播 方向 ( 邵 == 1, == n == 0) ,不 失 一 般 
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性 ,我们 可 试 求 下 列 形式 的 解 2: 
(8.7.22) {sTob ~ (9,8) рк — e) 
式 中 我 们 已 令 * 一 aa。 在 & 一 一 0 时， 将 此 式 代入 (8.7.12? 和 
(8.7.14) ,我 们 得 到 两 个 方程 
(a — суфа £0, — 0 
(8.7.23) po 
AT Bk'aqa 十 (zi — їр), = 0 
这 一 组 方程 有 非 平凡 解 的 必要 条 件 是 系数 行列 式 为 零 ,加 


(8.7.24) (K: — ANA + iK’) + 6OK? 0 
Am 
K=. -Ž—Ęk, О о 
(8.7.25) ofer por ed 
ea Ts 
piret 


(8.7.24) 关 于 kK AVR EK, MAK, 
k= -va {а +(а+дМ290 + iQ te 


(8.7.26) +O (i 20 + i(1 + ери) 
K,= Paute + (1 + D 209 $i + вура 


一 [9 一 人 二 DYV2a + (1 + ol} 
我 们 分 两 种 情况 : 
G) FESR ”如 我 们 在 (8.7.26) 或 (8.7.24) 中 取 в = 0, 对 
于 实数 0、 我 们 得 到 热 料 性 波 的 相 速 度 为 


8.7.27) ec 一 一 -一 土 =- = +(2xelory2 
¢ de RK, бз e рК, Охо[вту 


EMA F, EB ЗУ ЕЗЕН АО. WENE MERHER 
Ж x* 轴 的 正 向 和 负 向 传播 ,其 相 速 度 为 c,， 另 外， 我 们 还 有 一 个 


D 平面 热 漳 竹 波 在 无 根 分 质 中 的 传播 已 由 Deresiewicz [1951] 和 Chadwick 
与 Sneddon [1958] 作 了 研究 ， 关 于 其 它 的 论述 > 参见 Boley 和 Weiner 
L19601, Nowacki (1962, %ii alas Sacddon M Hill (1900, BARI. 
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新 的 波 ， 称 为 热 滤 ， 它 以 C8.7.27); 式 给 出 的 相 速 度 ст 在 相同 的 
方向 上 传播 。 因 为 这 个 波 的 相 速 度 依赖 于 频率 ， 所 以 热 波 是 弥散 
的 。 对 于 为 实数 的 情况 ,位 移 势 和 温度 场 由 下 式 给 出 : 


b= ó; exp Ее _ >) 


“| 


(8.7.28) + фу exp 人 ie 人 +2 )] 
ОЕР) 
T = 03 exp | 一 if， 一 三 
Pa or 


far, ñ 
+ 6; fE (+ 2] 
BRAT ВЕ AAR ОВНА ЕП ЕК. 对 于 任 -- o, 
AB Ое E: 
$= Фере — et) + фе ера + си)1 
(8.7.29) T= euee| 一 Pty 十 
өт 
在 这 种 情况 下 ,弹性 波 有 相同 的 特性 ;然而 ,温度 分 布 现在 成 为 驻 
波形 式 , 它 的 振幅 随时 间 而 衰减 。 
@ Reh ”在 这 种 情况 下 ，e 关 0， 所 以 我 们 在 计算 时 
必须 使 用 (8.7.26) 式 。 对 一 指定 的 实数 o WRIS 
(8.7.30) K= “(2 + i)i = 1,2 


式 中 a.9fv; 和 са" 分 别 是 K. 和 天 :的 实 部 和 庶 部 , 且 


(8.7.31) cot 070 
x 


则 热 弹 性 波 的 平面 波 解 可 表 为 ? 
Ф = $£ exp |-a — ioli — Fall 


mn 


+ dy exp [ae = mg 人 +®\| 


ә 


1) Chadwick [1960], 
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(8.7.32) T= 


由 (8.7.32)， 
在 以 速度 v 


数 ,所 以 这 些 波 是 弥散 的 ; 并 且 它 们 按照 9 和 фо HERR AF 
可 以 把 9150259 和 а: RR e ARR ROR RE 


小 的 8 值 ， 
的 效应 。 关 于 


ó r 
pe (wor QF — ei Qo* + ign” 


x (ва а 一 ot O( i | 
ОР 


+ ө; ep ait _ ie*o( @ 2 у} 

n 
2° [Cot О) — eX Qo + 14,01) 
вл 

г 

х Latex i tot o( 一 2 2)) 
+ фу exp far- maf s+ zl 
+teo|— 2 — e" Ol о: 2) 
+6; ео — ital s+ >) 

Va 


中 对 * 求 仿 导 数 即 可 得 到 位 移 场 。 这 些 方程 表明 , 存 
和 өз 传 括 的 两 种 类 型 的 波 。 因 为 wv 和 n Ho ВА 


FF 这 方面 的 结果 ， 建 议 读者 参看 Sneddon 和 Hill 


[1960] 书 中 的 Chadwick 的 文章 . 

对 给 定 波 长 的 波 , 可 以 KK 取 实 值 并 用 确定 (8.7.24) 的 根 的 相似 
的 方法 进行 研究 。 在 这 种 情况 下 ， 方 程 关于 9 是 三 次 的 ， 尽 管 三 
次 方程 的 解 是 很 麻烦 的 ， 但 对 于 小 的 e。， 可 以 用 通常 的 摄 动 法 很 
容易 求 得 这 个 方程 的 根 。 关 于 这 个 问题 我 们 不 想 再 作 进一步 的 探 
讨 , 但 是 我 们 村 给 出 热 耦 合 波 对 波 速 和 波幅 衰减 效应 大 小 的 估计 。 


为 此 ,对 实 的 
(8.7.33) 


OREX 


Ф = lim q = en*/2e, 
0-а 


Gide 和 nje, ФЕ OHO PRB ЊАР 8.7.1 Яп 8.7.2 中 和 表 
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8.7.1 中 - 


1 [T——— 
1 ! 
0-?| - f/f 
1 I | ' 
ce + -| 一 下 
i / 
| i fl} 
S108 
š | 
/ | 
107°? -一 一 
107° I 
070. 
1076 10* 10% 1 10? 


а 


图 8 7,1 42120400, (20 ORR ЖК 
(引咎 Chadwick [1960]) 


Жета 在 20 的 铜 中 ,波束 和 春 减 系数 随 频 率 的 变化 
(9185 Chadwick [1960]) 


弹性 固体 中 可 以 达到 的 频率 区 域 的 上 限 是 Debye 截止 频率 
[Brillouin 1938, р. 324], 


(8.7.34) а, = Laxey 3 py] tu M YO 
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1076 10% 10% 1 10* 


图 8.7.2 在 OCHE OPES ЗА ЖКП ЫШ 
СА Chadwick [196¢]) 


ROM MSRP. 在 表 8.7.2 中 ， 我 们 给 出 各 种 物质 的 
csxor ,gw 和 ws， 由 此 表 可 明显 看 出 ，w* 小 于 o 一 百倍 ， 因 


此 , 在 弹性 固体 中 能 达到 的 上 限 并 不 决定 于 物质 的 不 子 特性 ,而 


决定 于 热 阻 尼 ， 这 个 表 还 表明 ， 热 弹性 耦合 的 系数 是 很 小 的 ,所 
以 对 于 大 多 数 力学 问题 ， 非 犹 合 的 热 弹性 方程 或 这 些 方程 关于 
的 摄 动 用 来 处 理 热 应 力 问 题 是 合理 的 。 但 是 ， 在 电子 仪器 中 就 必 
须 考虑 全 部 的 耦合 


wm | аа | в 


表 8.7.2 在 20 时 ,物质 的 热 阐 性 系数 
(GIH Chadwick 和 Sneddon |1958]) 


A 铁 ы 


4.36X10 
1.68X107 
1.73109 
3.29х10* 

1.55х109 


5.80X10 | 2.1410" 
297X10 | 7,33 107 
1.751087 | 1.91% 10 
4.48X10 | 3.27104 
9.95%10 | 3.69% 108 


BKB | 6.32X10 
3.56% 10-7 
4,66X 10" 
1.031% 10" 
9.80% 10 
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Жш Sk Titi HARER TAS TC Е AE ER 
面 上 受 有 动 压力 和 可 变温 度 作 用 时 的 位 移 场 u 和 温度 场 了 ， 合 
适 的 坐标 系 是 球 坐 标 系 +,9,$，* 一 0 是 球 腔 的 中 心 ,而 r 一 “是 
它 的 表面 ， 因 为 扰动 是 径 向 对 称 的 ,并 且 gh MA HSH v 
Ñi ws Ж.Ш w 由 下 式 确定 : 


(8.8.1) „= ОФ np = ug = 0 
Or 


这 也 表明 Ф = 0, 我 们 只 需求 解 (8.7.12) 和 (C8.7.14) 便 可 确定 и, 和 
т. © 


p= фФт,Т = | 
(8.8.2) ‚— ê (2) 


可 实现 进一步 的 简化 ,使 得 


(8.8.3) “a a OF 
ae a8 
weg rep OY + оу 08 um 
п T Mage T e a = 8 
边界 条 件 是 


belay?) 一 [a +24) 的 


ДЕ 


(8.8.4) +25(9) 一 到 | = pG) 


т\т r ja 


тану = KED ~ Ks) 


GR, 4r =coRf, T — „<= 0, 而 波 必须 向 7 > “方向 进行 ， 
当初 始 条 件 是 


Gas) d= Bhmgm a, H r>a, era 
时 ,最 好 是 利用 Laplace 变换 
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(8.8.6) {ф,б} = (1,83 етае 


来 求解 这 个 问题 。 对 (8.8.3) 应 用 Laplace 变换 ,并 利用 (8.8.5), 我 
们 得 


aft ар Ëa mo 
(8.8.7) ағ ps 
n А 
- + pots? + TAEL =° 


这 是 一 组 线性 微分 方程 , 它 的 一 般 解 是 
Ф = 4exp( 一 5r) + Bexp(—br) 


(388) бе a afa (a- zec tir) 


+ a (ë $jn] 
式 中 б 和 б 是 下 列 具有 正 实 部 的 双 二 次 方程 的 根 : 
Gas) 0 [6 еее о, 
le? x xe? 
ee T >0 
rpic? 

如 果 用 ЯП 一 jo УЙИНЕ С ЯП ;, 则 这 个 方程 和 以 前 求 得 的 频 
率 方程 (8.7.24) 是 相同 的. 

把 (8.8.8) 代 人 边界 条 件 C8.8.4)， 我 们 得 到 关于 4 和 的 两 个 
RENE CTRL 


4- SED (g ғ) ats) 


As) 
(88.10) + Laro + ар + DTO 
Е | 
= Pha) 
s= a ао 


+ дай ааа + О] 
Poe) 
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式 中 
(8.8.11) AC) = (h — P) [G+ se ++) 


2 £ 
+ taci (ts + 9) 
方程 (8.8.8) 到 (8.8.11) 给 出 了 所 考虑 问题 的 完整 的 算 子 解 。 加 和 
9 的 逆 由 下 列 积 分 给 出 : 


(8812) {Crs ICE PL {brs} 


X explsi)ds 
这 里 , 围 道 Rs 一。 使 被 积 函 数 在 复 -平面 上 的 所 有 将 点 都 在 其 
右边 。 函数 ф 和 6 在 slot 一 1 一 et ziy 6 处 具有 分 枝 点 ,这 
是 所 有 热 弹性 边 值 问题 算 子 解 的 一 个 基本 特征 。《8.8.12) 的 积分 
计算 是 个 难题 ,至 今 仍 未 得 到 解决 。 但 是 ,以 e — 0 附近 的 报 动 展 
开 为 基础 的 并 且 是 短 时 行为 的 近似 解 却 是 存在 的 ?， 于 是 , 左 初 瞬 
WE b HO RR 
(8.8.13) Фф == ba + eh, + 085) 
G = 6, + д, + 0(8*) 

式 中 h 和 Ф SHHe ER, WHAM, & 是 非 热 而 合 问题 的 
解 ( 亦 即 ， 在 (8.8.3): 中 忽略 第 二 项 ), 币 Ф EATER ER 
一 阶 修正 。 对 于 1G) 一 0 的 情况 ,由 是 由 于 在 球 腔 上 作用 的 动 
压力 而 产生 的 等 温 弹 性 波 的 解 、 这 个 问题 已 在 第 6.12 节 中 作 了 
论述 。 所 以 ,我 们 不 再 重复 这 一 结果 ， Chadwick 在 上 面 所 引 的 
参考 文献 中 给 出 了 动 压力 型 式 为 PO) 一 PHG) 时 在 球 腔 表 面 上 
(oss) 的 近似 结果 ， 式 中 的 HG) 是 Heaviside 单位 函数 。 在 
这 里 ， 我 们 也 不 再 重 述 这 一 结果 。 在 同一 参考 文献 中 还 给 出 了 关 
于 由 的 短 时 行为 的 渐 近 解 。 

对 于 в 0, {Н Ко) зе 0 的 情况 ,通过 (8.8.12) 中 的 积分 反 


1) 参见 在 Sneddon 和 Hill [1960] 书 中 的 Chadwick 的 文章 。 


+335 + 


BRATS AR ТЫЛ TIAN (40). 这 个 解 相当 于 忽略 由 于 
局 部 体积 变化 而 产生 的 热量 。 在 某 些 情 况 下 ,已 经 知道 * 这 种 效应 
是 非常 小 的 9。 在 这 样 的 简化 下 ,可 以 处 理 下 列 情况 的 问题 
(8.8.14) (0) = 0, T Cat) = Ke) = THG) 

此 时 ,温度 场 TO.) 可 直接 求 得 、 事 实 上 ,在 热传导 中 的 相应 回 
题 早已 这 样 作 了 ， 现 说 明 如 下 : 对 于 8 一 0。 由 (8.8.9) 我 们 得 到 
MERR 

(8.8.15) а= 5, (2 s y" 


ca х 


由 此 ,《8.8.8) 的 形式 为 


88.16) фе 9 Ta 
GHD фт os Gla Gillan 


а 
te 
x esaa |a (E :) +1] 


а? + 4сїа([с,) + 43 


хе (4 Ge o] 一 ЕС ye _ ә] 
ra ЕЕЕ $ © 一 a] 


s 


Ө килу ИЕТ Н , HB H T ER 8.6 节 中 已 经 得 到 的 结果 , 亦 
БИ 


(8.8.17) ЕСТУ [zL — z) 
Ta r Cz 
式 中 
(8.8.18) v= *., erfe(z) = 1— erf(x) 
о? 


$ ЮЙЮН КИЛЕ, 对 这 种 情况 的 问题 已 出 Katasanov 
[1957]， 后 来 又 由 Sternberg 和 Chakravorty [1959] 作 了 处 理 . 
利用 (8.8.2) ,得 到 的 位 移 场 由 下 式 给 出 : 


1) RF RAMOS Boley 和 Weiner [1960, Art. 2.2], 
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(8819) (кыў = -L aT AVCR) 
К ео 


+ W(R,r)H[z — m( R — 01} 
式 中 
L 


VR, ^ = hlæ — 2r — 1 — 2m)erfe(E) 
—2R +1) үк exp(—#) 
x 


+ mieso( E + К е б +) 
т? т 


т 


+ mRexp( 7, — R= Verte (人 一 VE) 


(8.8.20) WCR) = FC + юе) _ ERAP 


x |mexo( Z Jerte (И) кее (Ко) 
т 


хене (V Ko) + Вехр(Ке) 


*e(e +a /®)+ э] 


К аи [а ть, = Rol 

È alt 

m= >, o= r — m(R — 1) 
аа 


K= (p49), p= ‚= М2 


1—2, 


= ap т -2 “a 
= —— “Ë — В =” + K + K 
mq(i + 2mp + 2m*p) 2p 


C m m —К^', D =a m'— K* 


= 337 • 


F(R) = -glm + R) + {1+ 


p(m — 2mR — К)] 


», ж Poisson th, V KRE. MAA ГЕ ИЙЕ 


ter ВТ + G, + 2и) 


(8.8.21) tye = tp = ВТ + z, ë 


r 


ди L aye 
ör 7 


+2 + pa) Ż 


lng = tra = Лер = Ü 


这 里 我 们 不 再 重 写 应 力 的 表示 式 。 


根据 (8.8.19) ,当中 > 0 时 ,位 移 场 包含 一 个 由 含有 Heaviside 
GRE RAR AA Be. Be >on, REM RRR 
WAL, £10, 时 发 出 一 个 球面 冲击 被 ， 并 以 无 旋 波 的 速度 


向 外 传播 。 从 性 质 上 不 ,其 余 的 项 是 


扩散 的 ,正如 在 所 有 的 热 传 


А 


КЕКЕНЕТ ТУДН 
v, = 0.25 т = 0,20 
GIB Sternberg 和 Chakravorty [1959]) 


3 


间 的 变化 


导 问 题 中 那样 ， 它 们 是 瞬时 地 遍及 整个 介 丰 的. 当 1 < R < co, 
0<т<со 时 ,位 移 场 关于 R 和 是 连续 的 ， 这 是 因为 物质 的 连 
续 性 公理 必须 满足 > 所 以 这 个 结论 必然 如 此 ,但 是 ,在 波 阵 面 + 一 
т” = mÇR — 1), 位 移 场 和 应 力 的 时 间 和 空间 的 导数 却 是 闻 断 
的 ， 在 波 降 面 处 ,应 力 的 跳 变 可 表示 成 为 


# (R rt)—i (R, rt) = = 


(8.8.22) 
tye Ratt) 一 tg Ratt) = ту ue 

ESMER, WIRD. ` 

+m ->0, RER AERE imas BI 
当 = ->co 时 ,就 得 到 定常 问题 的 解 .对 于 Poisson 物质 w, = 025, 
В m= 0.20 Н, УЗЕ te 与 对 R 一 1,2, 3 三 个 RR 值 的 
关系 曲线 示 于 图 8.8.1. 
| 
зв 
8.1 BSI 84 УБ Si BF Eb iF ООДА ЛЕ] ВЕ З Е RD 
程 。 给 出 热传导 方程- 
8.2 试 导出 线性 正 交 各 向 同性 热 弹性 男 体 的 本 构 方 程 . 
8.3 ТАШ 


Tay) 一 mam) | | naran) 


жхехр[ =i zs — Ук) (ва — у) АКЕ dy dydy, 
ЖИ ПЕ AAR ЕНДИ. 求 出 热能 .在 : = 0 时 的 热能 值 是 什么 ? 
8.4 试 确定 在 一 个 无 限 长 的 厚 贺 管 中 的 应 力 和 位 移 场 * 管 的 表面 外 力 为 零 ， 
回 管 承受 定常 滤 度 分 布 T = ТО) 的 作用 、 
8.5 求 出 无 表面 外 力 的 厚 球 过 的 应 力 和 位 移 场 。 这 个 壳 承 受 中 心 对 称 ( 径 
向 ) 的 温度 分 布 的 作用 。 
3.6 试 证 当 温度 定常 时 ,在 表面 外 力 为 零 的 热 弹性 固体 中 ,总 体积 变化 为 


式 中 8 是 热膨胀 系数 (见方 程 (8,4.9))。 计 算 具 有 同心 表 疾 r= a, Миз 
心 球 在 温 升 是 T(x，y，*》 时 的 体积 的 变化 。 

8.7 一 个 外 径 为 re 的 弹性 各 向 同性 的 到 柱 帝 ， 震 人 另 一 个 是 有 同一 内 径 
的 圆柱 亮 中 。 这 两 个 图 柱 壳 是 由 不 同 材料 制 成 的 。 AARAM 0 81 
Ж ТоС) 和 T.G). ER Ee НОРТ ЕЕ 
动 . 试 求 应 力 和 位 移 场 。 

8.8 在 一 个 出 性 杆 中 ， 在 时 刻 z = 0 时 的 温度 分 布 是 * 的 函数 ， 汗 的 两 端 
是 绝热 的 ,而 热传导 是 一 维 的 并 沿 * 方向 。 试 确定 在 所 有 : > 0 的 时 刻 的 温 
度 分 布 。 

8.9 一 个 刚性 的 无 中 漳 柱 体 在 其 外 表面 承受 常温 7。 的 作用 。 初 始 时 柱 体 
内 温度 为 零 。 试 确定 泥 度 分 布 。 

8.10 初始 时 一 个 刚性 球 的 温度 为 零 。 这 个 球 在 其 表 闫 土 承 受 党 值 的 温度 
BE. ТИЕН ЕУ. 

8.11 FEE. 此 杆 突然 受到 一 个 常 信 的 均匀 温度 作用 。 试 确 
定 应 力 。 

8.12 (短文 阐述 杆 的 热 弹 性 弯曲 问题 。 

3.13 CAE DORR A APR HE a 

8.14 《短文 ) ASEH RAE RT 8Toh, 的 大 小 的 阶 《 见 方程 
(%.3,14)), 

Bas (GX )Ы EE hok FREAR ERNE. 试 确 
її: БЕЙ ASS AG RE. 

8,16( 短 文 ) 讨 论 各 向 同性 热 弹性 半空 间 的 Rayleigh &Ш. 
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BILE 粘 弹性 理论 


91 本 章 的 范围 


本 章 着 手 研究 更 为 复杂 的 介质 , 亦 即 粘 弹性 物质 .流体 与 固体 
之 间 的 差别 可 以 很 大 , 亦 可 以 很 小 ,有 时 还 不 很 调 显 。 所 有 固体 在 
外 部 载 疹 作用 下 ， 不 仅 会 变形 而 且 在 一 定 程度 上 可 以 发 生 流 动 并 
伴 有 能 量 耗 散 ， 流 动 的 物体 也 会 有 其 些 刚性 .另外 ,流动 和 变形 都 
会 产生 热量 ,反之 ,物体 受热 也 会 产生 变形 和 流动 。 因 此 ， 物 理 世 
界 中 的 物体 都 具有 固体 和 流体 两 者 的 特性 , 

粘 弹性 理论 由 Maxwell [1867], Meyer [1874a, b, 1875 
和 Boltzmann [1874] 所 创立 ， 后 来 、 在 几乎 停滞 了 五 十 年 之 后 
的 两 个 世纪 的 交接 时 期 义 由 Voigt [1889], [1892а, b, 19101, 
Kelvin [1895], Duhem[1903a, b, с, d, e, f, 1904], Natanson 
[1901a, b], Zaremba [1903a, b, c, 1937], Volterra [1930 
和 其 他 一 些 学 者 进行 了 研究 ， 技 术 的 发 展 以 及 固体 燃料 工业 的 需 
要 ,又 一 次 激 超 了 理论 工作 者 的 兴趣 ,其 结果 是 近来 高 水 平 的 文献 
与 日 俱 增 . ` 

关于 非 线性 理论 ,直到 1961 #Е h Eringen [1962. 第 十 章 
所 提出 ,从 那 沁 后 的 主要 进展 的 评论 也 由 Eringen 和 Grot [1965 
作出 的 。 关 于 线性 理论 ， 我 们 推荐 Hunter [1960], Gurtia 和 
Sternberg [1962] HÆ Sternberg [1964] 的 著作 。 由 Eirich 
[1956, 19581, Staverman 和 Schwarz] [1956] 以 及 Eringen, 
Liebowitz, Crowley 和 Koh [1967] 等 人 编辑 的 各 种 从 书包 含 
了 内 容 广泛 的 最 新 理论 和 实验 结果 ， 

这 里 ,我 们 将 只 给 出 非 线性 理论 的 初步 阐述 ,而 对 于 有 很 多 的 
重要 工作 未 能 被 引用 的 作者 顺 致歉 意 . 

本 章 的 前 十 一 致 力 于 推导 和 讨论 各 种 类 型 烙 弹 性 物质 的 本 

а 


构 方程， 所 其 余 六 节 则 阐述 例证 性 的 上 只 休 问题 。 只 有 首先 理解 页 
为 精 侨 的 止 线 此 理论 后 才能 对 线性 理论 给 出 最 险 当 的 评价 ,因此 ， 
我 们 决定 给 出 在 最 简单 情况 下 一 一 Kelvin-Voigt 固体 的 非 线 理 
论 的 基本 盖 述 (第 9.2 节 ). 第 9.3 节 专门 讨论 各 向 异性 和 各 向 同性 
的 Kelvin-Voigt 时 体 的 线性 理论 在 第 9.4 节 中 ， 我 们 介绍 与 
Maxwell 固体 相应 的 物质 ， 在 此 基础 上 ,我 们 在 第 9.5 IEA 
关于 一 般 的 应 变 率 相关 的 物质 的 理论 。 第 9.6 节 回 到 在 第 五 章 中 
讨论 过 的 泛 函 本 构 方 程 理 论 ， 并 继续 进行 关于 煌 弹性 的 线性 泛 函 
理论 的 讨论 。 这 个 理论 最 疼 导 致 所 谓 线性 粘 弹性 的 Boltzmann- 
Volterra 理论 ， 在 第 9.7 节 中 建立 关于 变 率 理论 与 泛 函 理论 之 间 
的 关系 。 

实验 表明 ,在 粘 弹 人 竹 物质 的 物理 行为 中 ,热效应 是 重要 的 ， 因 
此 ,我 们 必须 堵 虑 温度 梯度 所 产生 的 影响 , 这 将 在 第 9.8 节 的 热 粘 
弹性 理论 中 论述 。 第 9.9 节 讨论 热 粘 弹 狂 流体 .在 第 9.10 节 中 ,我 
们 简略 地 叙述 确定 表征 各 向 同性 粘 弹性 物质 的 记忆 泛 函 的 方 法 ， 
线 狂 类 弹 乌 理论 的 基本 方程 汇总 在 第 9.11 FH, 

由 于 数学 上 的 困难 ， 在 粘 弹 性 理论 中 有 关 问 题 的 精确 解 是 很 
难得 到 的 。 在 第 9.12 字 中 提出 了 当 对 应 的 弹性 理论 问题 的 解 为 
已 知 时 ,对 应 定理 常 在 求解 线 性 站 弹 竹 的 某 些 问题 中 的 重要 应 用 ， 
第 9.13 节 介 绍 某 些 拟 静 力 解 。 它们 可 以 处 理 承受 到 压力 的 半空 
间 和 圆柱 管 的 问题 ， 粘 弹性 的 动力 问题 更 加 难以 处 理 ， 在 第 9.14 
节 中 讨论 了 波 的 传播 . 在 第 9.15 节 中 ,我 们 详细 地 研究 在 Kelvin- 
Voigt 和 Maxwell 固体 中 的 一 维 波 。 尽 管 这 些 模型 并 不 是 真实 
的 ,但 是 它们 对 于 认识 粘 弹 性 固体 中 波 的 特性 ,是 有 益 的 .第 9.15 
节 包 括 了 关于 半空 间 的 讨论 , 而 在 第 9.17 节 中 则 研究 承受 到 了 脉冲 
压力 的 球 腔 司 题 ， 这 此 讨 论 是 在 前 一 章 中 处 理 过 的 类 似 问 题 的 继 
ж. 

粘 弹 性 理论 是 目前 正在 发 展 的 课题 .这 一 章 的 内 容 是 有 限 的 ， 
基本 上 它 只 是 打算 排 学 这 个 理论 的 基本 方程 ， 介 绍 一 些 例证 性 的 
解 是 为 了 权衡 这 个 夫 沦 ,并 使 之 更 富有 意义 ， 
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9.2 非 线 性 Kelvin-Voigt 固体 


最 简单 的 变 率 相关 固体 之 一 是 Kelvin-Voigt 固体 。 这 种 物 
质 的 基本 特征 是 应 力 依赖 于 应 变 张 量 和 变形 率 张 最 。 对 于 一 维 的 
线性 理论 

t= Её + E,ë 

式 中 z 是 杆 中 的 拉力 , i 是 应 变 , E 
和 E, 是 物质 常数 ， 我们 看 出 , 这 Е, 
个 模型 是 弹性 同体 与 粘性 流体 的 一 
种 组 合 。 它 常用 如 图 9,2.1 中 所 示 
的 给 筑 -缓冲 器 的 并 联 模型 来 表示 ， 
EF E ROM, Е, 是 缓冲 器 的 t 
粘性 。 图 9.2.1 i Kelvin-Voigs 

RP RAMEE SBA manasan 
推广 要 从 下 列 形式 的 本 构 方 程 

tu = јох 0, X) 

以 及 关于 热 矢 量 q, 内 能 6 й ч 的 类 似 表达 示 开始 。 这 些 方程 
是 方程 (5.4.22) 的 特殊 形式 ， 在 现在 的 情形 下 ,它们 具有 "下列 显 
ARR: 


(9.2.1) ta БКС, ©, ө, Х)хкдХаа 
(9.2.2) am Ox(C, ©, 0, Х)Хк„ 
(9.2.3) e=e(C, С, 6, X) 

(9.2.4) n= (С, С, 6, X) 


我 们 已 经 略 去 p"*， 因 为 它 可 通过 对 变量 C 的 依赖 性 而 撞 导 出 来 . 
REF 和 Q 分 别 是 张 量 函数 和 矢量 函数 ， 而 。 和 ”是 标量 函 
数 ,它们 都 是 张 量变 量 C，C， 标 量 放量 9 和 物质 点 位 置 X HR 
数 ， 独 立 变 量 C 和 Ç 是 Green 变形 张 量 和 它 的 变 率 , 即 

Скр == кл 


9.2.5 А рс 
(925) ск, = 5 S duxit. 
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At d 是 变形 率 张 量 


(9.2.6) dy = т (гы + б) 


WERNE 

Ер = {\ТмнСмкСнь 

Qr =} GC, і = [Че@(Ск,)1712 = ofa > 0 

则 可 得 到 《9.2.1)》 到 (9.24) 更 为 方便 的 形式 、 在 (021) 到 
(9.2.4) 中 利用 (9.2.5》 和 《9.2.7)， 我 们 得 出 


(9.2.7) 


(9.2.8) ш = j TC, ©, 0, X)z,xxrr 
(9.2.9) g= іск, б, 0, Х)лык 
(9.2.10) e= «(С, С, 6, X) 

(9.211) „= nC, С, в, X) 


Ath Та 和 Gx 分 别 是 张 量变 量 C，C 和 标量 9 和 X 的 张 量 
函数 和 矢量 函数 。 我 们 可 用 这 些 方程 作为 定义 Kelvin-Voigt H 
ERDE. 

定义 1 Kelvin-Voigt MERR GREET EAN, SMH 

公 悍 和 物质 不 变性 公理 的 本 移 方 程 (9.2.83 8 (9.211) 的 热力 物 
й. 

如 果 愿 意 的 话 ,我 们 也 可 以 从 更 一 般 的 形式 〈5.4.22)》 出 发 来 
定义 。 当 然 ， 利 用 客观 姓 公理 后 ， 我 们 最 终 仍 将 得 到 《9.2.1) 一 
《9.2.4)， 或 者 得 到 等 价 的 《9.2.8) 一 (9.2.11)。 

响应 函数 T，G，。 和 还 蛮 进 一 步 受到 相 容 性 《要 求 热力 
学 相 容 ), 窑 观 性 和 物质 不 变性 公理 的 限制 。 

G) Clawsius-Duhem Ж ШЕ 

根据 炳 公理 ， 对 于 所 有 的 独立 过 程 ，t，q，s 和 "必须 满足 
不 等 式 


(9.2.12) 5 (Ф +Ó) + 1 А + 2 48, 2 0 


іХ Ф Helmholtz АННЕ, CEL 
(9.2.13) b= 6— by 
2344 


Ë (9.28) 到 (оолу А (9.2.12), 我们 得 到 
abiga Lir 9, Ob Ya 

(9.214) = AG + aL (а = 2e К) ёк 

ео Ob _ 

Ө ӘС. 
这 里 我 们 使 用 了 《9.2.5) 和 由 《9.2.7》 所 给 出 的 质量 守恒 po 一 pj 
@ >), 不等式 (9.2.14) 要 求 对 所 有 的 0, Cer, ёк, 和 bz 的 
独立 变化 都 成 立 , 因 为 在 《9.2.14) h É, С, Ox 的 系数 以 及 其 
ERRI Ó, Cres On 无 关 , 所 以 我 们 导出 《9.2.14) 对 这 些 变量 
的 所 有 可 能 信者 成 立 的 必要 充分 条 件 是 

а= — ÊE, ŠP Lo, с — 0 


ё + д. Gð 22 0 


闵 此， Was 8, X) яп (9.2.14) 简化 为 


T 7 --) Скр 22 0 


RER Ту, 可 以 分 两 部 分 来 表示 
T—.T(C, 9, X) + pT(C, С, 6, X) 


式 中 
ЕТкі = 2po эс 
于 是 ,前 面 的 不 等 式 变 成 为 
Я Таба 2 0 


因为 Ски = Сік» 所 以 zT 和 oT 两 者 都 是 对 称 张 量 ， 于 是 ,我 
们 得 到 下 述 结论 , 即 

定理 Kelvin-Voigt 国体 是 热力 学 相 容 的 , 当 县 仅 当 它 可 用 
下 列 形式 的 一 组 本 构 方程 来 表征 ; 


+Ê Tal, С, о, Хукык. 
po 
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(9.2.16) qt—0 


1 [5 —в & 
(9.217) e= |56, 8,X)—0 2z] 
— 1 9х 
(9.2.18) x 
At 
(9.2.19) + SC,0, X) = ф 
Po 
是 Helmholtz AAR, BE? 
(9.2.20) 2 £ Be жыны, = 0 
oT 对 С 的 所 有 独立 变化 满足 
(9.2.21) 3 ›Ткь©кь:® 0, pTrr = oT ix 
假如 oT 关于 Ç 是 连续 的 , 则 不 等 式 《9.2.21) 实际 上 相当 
于 
(9.2.22) »T(C, 0, 9, X) = 0 


为 证 实 这 一 点 ,我 们 假设 除 Cu 以 外 ， 所 有 其 它 的 Cxz 一 0、 则 
由 《9.2.21)， 必 须 有 oTuCy 20, MR Cu 0, M oTu> 0; 
如 果 Ca <0, H) оТ < 0 所以, 当 Cu= 0 BF, ora = 0,48 
这 个 论据 应 用 到 Ск, 的 其 它 分 量 就 得 到 《9.2.22) 的 证 明 。 

可 以 作出 下 列 一 些 推论 

(а) 应 力 张 量 由 纯 弹 性 部 分 T REED oT 所 构成 。 根 
据 《9.2.21)， 相 应 于 oT 的 耗 获 能 量 必 须 是 非 负 的 ， 

(b) 根据 《9.2.21)， 耗 散 应 力 包括 非 纯 漳 性 效应 ， 

(с) 由 《9.2.16), жака. МА, ЖАНН Өк Е 
为 本 构 函 数 的 变量 的 结果 。 若 Ox 包含 在 变量 中 , 我 们 就 得 到 热 
类 弹性 固体 ， 


1) R£ Tap 和 tu 的 对 称 性 得 出 的 条 件 (9.2.29) 是 但 等 式 ,因为 C=C, 
+3466 


(d) AMA sa at C EA., ME, ЫПЕШ—1%# 
(Helmholtz 自由 能 ) 导 出 的 。 这 个 结论 与 经 典 热力 学 相符 ,然而 ， 
在 更 为 一 般 的 情况 下 ,对 可 以 依赖 子 变 率 变量 ,参见 第 9.5 о, 

Gi) 物质 对 称 性 的 限制 ”根据 物质 不 变性 公理 四 和 T 的 
形式 还 依赖 于 物质 对 称 性 。 物质 对 称 性 是 在 物质 轴 ХОЙ 
18) 下 ， 用 响应 函数 的 不 变性 形式 来 表示 的 。 为 了 表征 一 个 已 给 
物质 所 具有 的 物质 对 称 性 ， 人 须要 构造 群 {S}， 在 这 样 的 无 限 多 个 
ЖЕШИН, REA 12 个 特殊 的 变换 群 就 足以 描述 32 种 已 知 最 体 
类 的 物质 对 称 性 。 关于 弹性 物质 的 沦 述 可 在 ”Green 和 Adkins 
f1960] 的 著作 中 查 到 。 对 于 粘 弹 性 物质 ,似乎 还 没有 文献 作 过 类 
仆 的 归纳 ?3。 对 于 均匀 物质 ，4 和 oT 对 X 的 依赖 性 消失 ， 而 
对 于 各 向 同性 固体 ， 根 握 不 变量 理论 , OM oT 的 形式 是 已 知 的 
( 见 附录 B) ATAKAK, oA „Т 在 物质 宗 架 X ОНЫН 
正 交 变换 群 下 是 形式 不 变 的 ,也 就 是 说 ,它们 分 别 是 С 的 各 向 同 
ВЕЕ А. DABL BOBO АВТ C 的 
A3E8 „ЖАНИ, ДФТ е 的 不 变量 , 即 


(9.2.23) $= Whe his b, 0) 

式 中 

(9.2.24) he tre), b= (e), haute) 
(9.2.25) д EF 44 

Ra (9.2.23) 代 人 《9%.2.15)， 并 利用 微分 的 链 式 法 则 ,我 们 得 到 
(9.2.26) t= l tae + aCe} + „Ке, q, 9) 
式 中 


ж В+ 21 — 31) — 
а = р (l Я шә) 9® а, 


D ЖЖ Pb, П, Eringen 和 Grot (1965. Act.5 MHRI 
2) АКУ ОНИЕ А R(Smith 和 Rivlin [1964], Spencer[19661), 
可 以 构造 在 所 有 对 称 规则 下 的 本 构 方程 , 


+ 


= 2, Ф дф 
9.2.2 = 209 — — 3p(F — l) = 
¢ 7) a P а, p(B a) д1, 


в, к= 4p L бо, ёф 


ah а, 
如 果 我 们 假定 ot 是 矩阵 2 和 а йу, MTEI 
简化 。 在 这 种 情况 下 ,根据 表 B.32 我 们 可 写 出 
一 二 二 C+ sd + kd 
(9.2.28) + m(ed+de)+e(ed+de) 
кеф + Ze) + (еф + dre) 

AH m 到 x жс 和 d 的 联合 不 变量 的 多 项 式 , 亦 即 ， 

hy h, Io trd, иа, trd’ 


(9.2.29) tr ddued, ued, wed 
而 
(9.2.30) m= etm = 04 d— 0 时 


在 这 些 方程 中 ,我 们 以 HR Ce. 
9.3 线性 Kelvin-Voigt Bib 


在 第 9.2 当中 给 出 的 理论 对 于 大 多 数 的 应 用 而 言 是 太 复 杂 
T. 但是， 它 却 提供 了 建立 其 它 各 种 理论 的 根据 。 最 常见 的 实用 
理论 是 用 (9.2.15) 或 《9.2.26) 中 的 系数 函数 的 多 项 式 展 开 ， ЗЕН. 
不 论 采 用 什么 应 变 和 变形 率 度 量 ， 部 只 保留 到 基 阶 壬 次 的 项 而 得 
到 的 。 

对 于 一 般 的 各 向 异性 国体 , 宜 用 Lagrange 应 变 度量 E， 它 
定义 为 
(9.3.1) 2Err = Ск — Ox 


1) 6 (9.2.28) 中 的 最 后 -~ 项 是 由 于 ot 的 多 项 式 特性 而 得 的 ( 见 Spencer 
[1971, 325). 一 一 译 者 
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АГЕР, PR J UE ЕНЕНЕ Ë 取代 E: 


(9.3.2) 2B x, & LE gy = Ока + Ок 
Ah Us 是 位 移 矢 量 。 我 们 还 需要 表达 式 
(9.3.3) кк == (Gur + Uur)’ 


= (Sux + Ёмк + Ёмк)8мь 
对 于 点 力 的 线性 理论 BR DAT Е HICH RAR. FA 


有 
(9.34) EŒ, 8) = ed(E, Ө) 一 >00) + Эк(Ө)ЁЕк„ 


+ Эхимн(ӨЭВкьЁмн 
我 们 得 出 
(9.35》 ата (Е, бу=-© 92: = 21066) + Sern) Baw 
- 


oT КНЕ RA КРИК ҖЫЕЛА: 
(9.3.6) pT xx(E, 8) 一 Perus (Eun 
在 这 些 方程 中 ,本 构 系数 Exo Уку 和 Terus 都 可 能 依赖 于 
温度 6。 由 于 应 力 张 重 和 应 变 张 其 的 对 称 人 ,我 们 也 有 
En = Уик 
(9.3.7) към 一 Bunei = Dirun = ким 
Truan = Гъкма == ZKLNM 
所 以 独立 的 Ee 的 个 数 是 5， 而 Sres 的 独立 的 个 数 是 21, 
对 于 Tazuw， 独 立 的 个 数 则 是 369, 
如 参考 状态 是 无 应 力 的 , 则 我 们 还 有 
(9.3.8) Dice = 0 
UBB BOL EE, HRA 〈9.3.3)， 我 们 得 出 应 
力 本 构 方程 (9.2.15》 的 形式 为 


(933) iu = Z {кь + Dee(Bau + Rew) + Dew Bow 


1 如果 述 假定 ?应力 部 分 pl ki SA AB ih Pecan 一 Cung" 
这 将 使 Perus 的 独立 个 数 城 到 21。 广 个 假定 相当 于 应 用 线性 不 可 送 热 力 
学 的 Onsager 原理 .一 一 详 考 
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+ Rew) + амнын + ГкьычЁмм1йкуйбы 
在 线性 理论 中 ， 我 们 有 近似 式 《8.2.15)， 所 以 《9.3.9) 可 以 写成 
《用 Euler 表示 法 ) 
(9.3.10) зы = (1 — Bam ou + Ont Fim + Fem) 
+ Finl Čim + Fin) 十 olinngns T мыйы» 

式 中 

ыр 
(9.3.11) сыт. = Уукіммёкабёмь8не 

Тра = T KLUNÖKÖLIÖMaÖNa 
部 是 8 和 X И, RERE R PF 


Th = О» Fims = Отац T Cima ™ Стя 


(9.3.12) 
Vilas 一 Vikas = Тука 


BW, KEK (9.2.21) ЕЕ ЧЕДО, 

(9.3.13) ШУК Л >0 

此 式 对 粘性 rus, 所 加 的 限制 ， 相 当 于 要 求 它 们 是 正 半 定 的 。 关 
于 8 和 ”的 表达 式 很 容易 用 同样 的 方法 得 到 。 因 为 在 非 热 粘 弹 性 
章 论 的 论述 中 并 不 需要 这 些 表达 式 ,所 以 我 们 不 再 给 出 。 

各 向 同性 固体 。 ”物质 对 称 性 将 进一步 在 各 向 异性 固体 的 本 
构 系 数 сы» Guss Ж Tyme 上 加 到 限制 . 这 些 限制 可 象 第 6.2 节 
中 那样 加 以 讨论 ， 这 里 我 们 给 出 关于 各 向 同性 固体 的 结果 。 在 这 
种 情况 下 ,本 构 系数 是 各 向 同性 张 量 , 所 以 我 们 可 写 出 

Dine = овдкі, 
(9.3.14) Xirrus = ®Зв8бкь„бын + ив(бкмбьн + ёкмбим) 
Гкин — А,8кідин + п„бёкмбн + бкибьм) 
式 中 的 ок, да ив, dy M н, 一 般 说 来 都 是 6 和 X 的 函数 .应 
DY (9.34) 和 应 力 本 构 方程 《9.3.10》 分 别 取 形式 为 


(9.3.15) У = pb = 了 (8) + + + (а. + uE — 2, 


(9.3.16) tu = оён + Che 一 айбы + pee ODS ays 
+ Abo T 2а 
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这 里 我 们 已 令 
(9.3.17) о = ау he lz, р. = ин + los 
我 们 注意 到 ， 允 的 表示 式 (9.315) 和 在 第 62 节 中 求 得 的 
(6.2.30) 是 相同 的 ， 而 对 于 应 力 的 素 达 式 除 了 含有 А, 和 po 的 
变 率 项 以 外 ,也 与 《6.2.27》 相同 。 

车 自然 状态 是 无 应 力 的 , 则 我 们 有 “一 0。 

对 于 不 可 压 国体 , RIMS 1 一 0， 并 在 tt 的 右 端 附 加 一 项 
未 知 压力 项 一 p86w。 于 是 有 
(9.3.18) У = pb = —2 11, 
(9.3.19) t = —рёы + layu + løtu 
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9.4 Maxwell 面体 


Maxwell [1867] 曾 提 出 一 类 粘 弹 性 同体 的 不 同 的 模型 ， 它 
包含 应 力 的 物质 时 间 变 率 。 对 于 一 
维 线性 理论 ， 这 一 类 固体 的 应 力 本 
构 方程 可 表示 为 
¿+ ht == Ed 
这 类 因 体 可 用 一 个 线性 弹簧 与 一 个 
缓冲 器 的 串联 模型 来 表示 (图 


9.4.1), 

对 上 列 方程 有 各 种 IE R H fE t 
广 。 关 于 这 一 课题 的 沦 述 以 及 各 种 EL 9.4.1 线性 Maxwell 
历史 性 文献 可 在 Eringen [1962, Wines 


Ch. 10] 中 找到 。 这 里 我 们 只 讨论 一 种 最 简单 的 情况 。 Maxwell 
体 理 论 可 以 作为 由 《5.3.12) 表示 的 一 般 理 沦 在 p 一 1 时 的 特 
殊 情 况 , 它 具有 形式 

(9.4.1) i(X, 0) = F(t, ża 8, X) 

本 构 公 理 要 对 (9.4.1) 加 以 限制 。 特 别 是 ,根据 客观 性 公理 ,在 与 标 
Rx 差 一 个 刚性 运动 的 标 架 x rh, (9.4.1) 的 形式 应 保持 不 变 ， 
wa, 


из 


(9.4.2) t= КЕ, żab, X) 
式 中 
(9.4.3) t= QQ" x—Qx+b 
Осо) 是 空间 标 架 的 一 个 任 部 与 时 间 相 关 的 转动 , 它 满足 
(5.315) 式 , 而 bG) 是 个 平移 ， 把 (9.4.3) RA (9.4.2), 我 们 得 
到 关系 式 
(944) Q(t, k,,0, X)QT + QfQr + QfQr 

= f(QtQr, QVQ? + QQ", 6, X) 
此 式 必 须 对 满足 (5.3.15) 的 所 有 Об) 都 成 立 。 RAVE 
Kale 在 任 一 点 X 和 任 一 时 刻 + 取 一 特殊 的 刚性 转动 标 架 , 使 得 
Q=1, Q= —w, 这 里 w 是 施 度 张 量 , 即 


(9.4.5) wu = (viu = na) 


我 们 看 到 ，(9.4.4) 可 简化 为 

(9.4 6) ¿= f(t, d, 0, x) 

式 中 Ç 是 由 下 式 定义 的 应 力 通 量 : 

(9.4.7) t= i + tw — wt 

当然 ,也 可 以 用 《3.9.6) 中 烈 出 的 其 它 形式 的 应 力 通 量 的 定义 来 代 

Bi 关于 这 一 点 已 在 第 39 节 中 作 了 详细 的 讨论 。 从 这 里 我 人 

可 以 看 出 ，Maxwell 瑞 体 理论 需要 写 出 作为 应 力 t, 变形 率 d, 0 

和 X 的 张 量 函数 的 应 力 通 量 ü 的 本 构 方 程 。 这 似乎 相当 于 在 

Kelvin-Voigt 画 体 的 应 力 本 构 方程 (9.2.8) 的 左边 以 人 代替 t 

而 在 它 的 右边 以 上 代替 C 和 以 d 代 HAR. а, 

这 个 形式 上 的 等 价 只 是 一 种 表面 现象 。 目前 还 没有 Maxwell H 

体 的 热力 学 论述 ， 而 且 对 所 有 与 应 力 率 有 关 的 理 沦 也 是 如 此 ， 然 

而 ,如 果 我 们 放弃 热力 学 的 相 容 性 条 件 的 话 ,我 们 就 可 以 写 出 关于 

这 种 固体 的 本 构 方程 。 央 为 是 客观 的 ,所 以 由 《9.4.6) 可 知 ,对 

满足 (5.315) 的 任意 刚性 转动 QO FARE: 

(9.4.8) Q#(t, d, 8, x)QT = #0107, QdQ’, 9, X> 

这 表明 , f E v 和 4 рр АЯ. ЮЖ f 还 是 这 
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Кечын: SN, WRB TLS. RIRE f TÄ 
RA t 和 d HSER. DAT RAR, RISE IEEE 
{Q} PHAR, 即 detQ 一 土 1， 在 这 种 情况 下 , f 是 一 个 各 
向 同性 矩阵 多 项 式 ， 并 可 简化 为 下 列 形式 (6 B.3， 并 参见 本 章 
348 页 的 注 * ): 
(9.4.9) 全 一 ed + xt + sË + z; d + x d: 
+ (4 + dt) + «(dt + Pd) 
+ mdt + #0) + (ва + а) 
式 中 s 到 x 是 联合 不 变量 
trt, trt, trt 
(9.4.10) td, trd, trd 
trdt, таё, Æt, træt 
的 多 项 式 , 而 多 项 式 的 系数 都 是 和 X 的 函数 。 

低 弹 性 ” ”如 果 Maxwell 团体 的 应 力 本 构 方程 对 变形 率 d 
而 言 是 线性 的 ， 则 它 称 为 低 弹 性 的 。 它 的 本 构 方 程 的 显 式 可 册 
(9.4.9) 对 d 线性 化 而 得 。 显然 ,在 这 种 情况 下 ，m 一 e= к= 
0， 而 其 它 的 诸 上 关于 d 是 线性 的 ,于 是 ,可 得 下 列 的 一 般 形式 : 
(9.411) Š= Leal + ad + Loss + Meal + + (ds + sd) 


+ 10058: + Мов + Nol + т {Че +d) 


+ Mews? + Мацв + Nous? 
这 里 我 们 已 假定 在 d— 0 4—0, HA 
в 4/28 
(9.4.12) М = пва, № = trsid 
од = од(1гө, tre’, tre), (R= 0, 1, 2,---, 11) 


ВУ ЙО Lame WBE, 


1) 这 个 理论 首先 为 Truesdell [i955a,b] SIA, 该 课题 的 论述 可 参见 
Eringen (1962, 第 八 章 ]， 在 该 文献 中 附注 的 证 明 建议 读者 参阅 Truesdell 
和 Noll 11965, DIV]. 
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РРНК 2—0, Wi s BA s 十 《p124)1 来 代 
蔡 , 这 里 ”是 未 知 压 力 。 

你 弹 性 理论 具有 某 些 潜在 的 应 用 ， 例 如 ， 可 以 用 来 研究 不 具 
有 时 间 常 数 (例如 松 驰 时 间 ) 的 固体 的 大 变形 。 也 可 以 用 来 处 理 某 
些 具 有 初 应 力 的 国体， 在 某 些 情况 下 ， 运 动 微分 方程 和 〈9.4.11) 
的 积分 可 以 给 出 表 示 类 屈服 现象 的 应 力 应 变 曲 绥 , 但 到 目前 为 止 
还 不 知道 什么 桩 的 固体 可 用 低 弹 性 的 模型 来 描述 ,因此 ,这 个 埋 论 
的 谱 力 仍然 没有 显露 出 来 ， 

h'axweli 国体 的 线性 理论 = 方程 (9.4.97 可 以 线性 化 而 给 岂 
(9.4.13) iy (а + ш + 14„)8ы + ZBI + 2ай 
式 中 в, а, 2, p MP - MiKo ЛШ X 的 函数 。 对 于 在 均 勾 
温度 下 的 均匀 固体 ， 它 们 都 是 常数 ， 这 里 系数 % 和 4 取 为 线 弹 性 
的 Lamé 常数 ,所 以 在 m 一 “一 8 一 0 的 情况 下 ，(9.14.13) 的 
积分 给 出 弹性 理论 。 

不 可 压 编 固体 的 情况 由 2, 一 了， 并 以 十 并 IÇ t 而 得 
到 ,这 里 p(X, ) RAEN. 


95 一 般 的 应 变 率 相关 的 物质 


Kelvin-Voigt 物质 和 Maxwell 物质 具有 一 定 的 简单 性 ， 这 
A MACS TSR AR. CERN ER 
asa (EPL ИЕШЕ] ИШ ee ҮРЕ ATA TBA, 
这 种 状况 可 用 应 力 依赖 于 高 阶 应 变 率 的 候 定 来 予以 补救 。 在 完全 
一 般 化 的 情况 下 ,一 般 的 应 变 率 相关 物质 的 理论 荐 非常 复杂 的 , 因 
此 ， 我 们 只 简 述 该 理论 的 出 发 点 和 步骤 >, 并 把 我 们 的 注意 力 只 放 
在 线性 理论 上 ， 

根据 变 率 相关 热力 物质 的 一 般 理论 ; 应 力 本 构 方 程 具有 
(5.4.25) EA., КЮВП, 所 以 我 们 可 以 把 本 构 
方程 表示 成 为 


1) 关于 这 个 举 论 芍 说 明和 评论 请 参见 Eriugen [1962， 第 十 章 ] WR Eringea 
fa Grot [1965], 
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(9.51) t= кадаат, ©, 6,5, Q. ө, X) 
(9.5.2) ge = }хъкбк(С, С, Č,- С: 0, X) 

(953) s= (С, С, Č, С; 0, X) 

(9.5.4) ч=п, €, @,..., С; 6, X) 

ш C = DC/De, WERA Clausius-Duhem 不 等 式 
(3.2.12)， 如 同 在 第 9.2 节 中 所 做 的 那样 , 即 可 证 明 


(9.5.5) ty = 20 x Жыкы, 中 = DT Ketek 
кь 
(956) a= 
дф 
9.5.7 =ф—в@ Ф 
(9.5.7) s= ф 26 
ðh 
9.5.8 = — 2 
(9.5.8) 2 58 
式 中 少 和 oT 服从 
(9.5.9) 590 
OCkz 
А Бы) an 
(9.5.10) Titr — 2e >) 28 Cx, 0 


ae, 
这 里 ,T E С, С, Č, om X кв, BEI, 
(9.5.11) PT = „ТОС, é, ё,..., Ё, ө, X) 


Ф C, é, ---, С", 0 入 的 标量 函数 , 亦 即 ， 


ean 


(9.5.12) 由 一 C, С, б, ---, С 36, Х) 


Фа, JSK spa Ek Ф CAVERN, E 
BM „Тк, 和 省 连续 的 假定 下 ,由 (9.5.10) 我 们 还 可 导出 


355, 


ñ М Фу 
OF 0,4 б< ба = -+ = Са 6 


(9.5.13) pT xp = 0, 


Ta) 


ск 

(в = 1, 2,555 р—1) 
如 果 „Т 和 加 是 应 变 率 的 多 项 式 , W (9.5.13) ЖА, oT 关于 应 
变 率 可 以 是 线性 的 。 但 中 却 不 含有 应 变 率 的 线 钼 项 ， 这 一 点 为 奸 
立 近 似 理论 提供 一 个 有 用 的 指导 原则 。 如 由 和 oT 是 应 变 率 的 多 
项 式 , 则 可 作 迁 一 步 的 讨论 。 为 了 造 免 写 出 紫 完 的 表 过 式 ,我 们 在 
这 里 只 介绍 线 体 理论 ， 

线性 理论 ”我 们 给 出 用 Lagrange ME 

(9.5.14) 280, = Са. ~ бкь 
家 示 的 线性 理论 。 照例 ,应 力 势 定义 为 
(9.5.15) У = оф 
记 因此 ;可 以 写 出 
(93516) B= EO) + Deva + +: Secu Er Ем 


(9.5.17) Ta = OZ — E0) + Feul Eun 
OExr 


ca 


n 
(9518) „Те; = 2DIChaaE ux 


把 这 些 表 达 式 代入 〈9.5.5)， 再 以 E RE E 并 利用 (9.3.3), 我 
们 就 得 到 各 向 异性 固体 的 应 力 本 构 方程 
(9.5.19) гы = CL — Фен + Gat Fam E Fim) 

+ сы» + Fim) 十 wktmagma 

+ > Yilan Pan 


式 中 dus Ouma 和 The $ (9.3.11) 那样 定义 ， 它 们 具有 由 
(9.3.12) 表示 的 那样 对 称 性 条 件 , 亦 即 ， 
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I Фы = бэ Quan = вак ™ бы» = Он, 
(9.5.20) М па» Сы. Rt L: kina 


Yitma 一 YU 一 To (a= 1, 2,5555 р) 


HUE (9.5.10) 可 对 这 些 系数 作 进 一 步 的 限制 。 于 是 


Р Cu) Tatty p 
(9521) D) Viime wader 一 > Fifas Za Gan 20 
л и] 
式 中 
(9.5.22) filan == Ехрымӧкабыбмыёми 


各 向 同性 固体 ЛЕОН, ЗЕЕ ЕЛП 
性 模 景 都 是 各 向 同性 张 最 。 把 这 些 张 量 的 表示 式 (9.3.14) КА 
(9.5.16) 和 《9.5.19) 中 ,我 们 得 到 


(9.5.23) X = pb = E) + а. + Lo + 2) — 2, 


1 ау “P са) (Ay 
++ У рит Str ë + 2hatr (€ ë )] 


бл 
(9.5.24) ы = оиы + Q, 一 о) ё,ды + 2С pe — а„)ёы 


ш сау ч) 
+D Dba Se Sy + 22и] 


式 中 ои, des per fap = Teer Bag = hay la 和 aa 都 是 8 和 XX 的 
函数 。 

当 自然 状态 无 应 力 时 , 亦 即 , 当 名 一 Š = 0 $, t — 0, 则 这 
些 方程 简化 为 


(9525) X- + Ce + Le) — 2 


1 (а) (0) a) py 
+ 1 У) Cfastré сё + 2hatr( ë ë )] 
<. 


(9.5.26) rr = Renôsi 十 2ш®ы 


ш а, cay 
+ 5114,28н + uul 


ont 
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由 (03521) 给 出 的 对 称 性 系数 ы no fas 和 ha 的 限制 现 
在 简化 为 对 所 有 的 Blom 1,2,…,p) 都 必须 成 立 的 


ш са) а, 
(9.5.27) >} [autr & tré + 2ш(@г)1 


aml 


— Sotto Er Š taker CS Pao 
< 
我 们 看 到 ,在 这 种 类 型 的 理论 中 ,应 力 本 构 方 程 的 弹性 部 分 加 
上 了 含有 直到 p Br BJ cy 的 了 时间 变 率 的 粘性 项 的 级 数 。 在 文 


献 中 ,本 构 方 程 (9.5.26) 常 以 下 列 微 分 算 子 的 形式 表示 ; 
(9.5.28) ty = Pë,ëu + 20@н 
A 
ә 
Р = „+ >i 
= бё 
(9.5.29) - 
Om at D me 
amt ú 


关于 应 力 率 的 理论 。 “如果 关于 变 率 理论 的 出 发 点 是 有 关 应 
力 通 君 和 各 阶 应 变 率 的 本 构 方程 ， 则 本 构 方 程 还 应 包含 应 力 的 各 
阶 时 间 变 率 。 但 是 ,正如 最 简单 的 Maxwell 固体 的 情况 那样 ,对 
这 样 的 固体 还 没有 找到 热力 学 相 容 条 件 。 然 而 在 线 姓 粘 弹 姓 的 文 
献 中 却 有 很 多 这 样 的 方程 。 这 里 ， 我 们 只 给 出 包含 直到 阶 的 应 
力 率 的 这 种 固体 的 线性 本 构 方程 。 根 据 〈9.5.28)》 和 Maxwell E 
体 的 《9.4.13)， 可 以 推出 关于 各 向 同性 固体 的 线性 应 力 本 构 方程 
的 形式 为 
(9.5.30) Rey By + 25 = Pinda + 20 
式 中 P 和 2 是 由 〔9.5.29) 给 出 的 线性 算 子 ,而 R 和 5 是 下 列 形式 
的 线性 微分 算 子 ; 


e Br 
(9.5.31) R=-—a+ Do Be 
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= Sty OF 
式 中 а, By wo (R= 1, 2, е, r) 一 般 地 是 9 入 WH 
Ж. 显然; 如果 m= m а= 1, а=, 并 且 只 有 a 和 8 的 系 


数 不 为 零 , 则 我 们 就 得 出 Maxwell 国体 的 (9.4.13)。 当 a 一 a= 
A=, B= -1 нў, (9.5.30) 就 成 为 《9.35.28)。 但 是 ， 如 前 所 


述 ,支持 9.5.28) 的 理论 基础 在 目前 要 比 更 一 般 的 理论 (9.5.30》 
EAEE. m (9.5.30) 与 泛 区 理论 的 关系 (参见 Eringen [1955 
3])， 有 充分 的 理由 可 以 确信 , 形 如 《9.5.30) 的 理论 一 般 说 来 是 可 
以 接受 的 .然而 ,在 某 些 情 况 下 ,由 微分 方程 (9.5.30) 解 出 的 应 万 
包含 某 些 强 о 函数 的 奇异 性 ， 


9.6 泛 函 本 构 方 程 


炸弹 性 物质 可 用 热力 物质 的 控制 方程 (5.4.24) 给 出 的 泛 函 本 
构 方程 来 表征 .在 非 热传导 物质 的 特殊 情况 下 ， 我 们 不 考虑 对 温 
度 梯度 的 依赖 性 ,于 是 这 些 物质 的 本 构 方程 可 表示 为 


(эвл) АХ, = F злата — r), 0G 0), XI 


(9.6.2) 4(Х, = F оне r), Ot — ry, X] 
(9.6.3) (XK, = (CG — r), 90 r), X] 
(9.64) ЖХ, = AC — r), Ht r) Xl 
Ae RAR MR (Sr < co AAT AMAR. 
PM, Te, 是 函数 CG r) 和 6G — r) ERA байт < оо 
上 的 所 有 函数 值 的 张 量 泛 函 。 

为 了 满足 热力 学 的 相 容 性 条 件 ， 我 们 把 《9.6.1) 到 (9.6.4) 代 
A Clausius-Duhem 不 等 式 《9.2.12)， 于 是 给 出 


(5) — е (ф + ng) + теба + Я Ск к 22 0 
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RA Фф, л, T 和 G 与 gx 无 关 , 所 以 由 此 立即 得 出 

(9.6.6) Ge 一 0 

(9.6.7) ~ 2b + aÓ) + 2 Putas 20 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 进一步 假定 (9.6.1) A (9.6.4) 不 具有 温度 记 
忆 。 这 相当 于 在 这 些 方程 中 用 900 来 代替 OG 一 r. 为 了 得 
到 (9.6.7) 的 推论 ,我 们 引信 下 列 差 历史 ; 


(9.6.8) Cir) = C(¿ — r) — CO) 
TE (9.6.1), (9.6.3) A (9.6.4) 以 及 中 可 表示 为 
(9.6.9) ш = j eet ТС): С, 01 
(9.6.10) s= е[С(т'); С, 6) 

(9.6.11) a= СС); С, 01 

(9.6.12) $= s —8 = #[C'(r); С, 6] 


在 适当 的 光滑 性 条 件 下 ， 响 应 泛 浮 可 展开 成 短 级 数 。 这 种 级 数 取 
多 重 积分 的 形式 , 参见 Volterra (1930, Art. 31, BORMRR 
心 线 性 理论 ， 所 以 在 这 里 我 们 考虑 直到 二 阶 近似 的 自由 能 展开 式 


(9.6.13) pp D(C, 0) + Ç Pacala 


ж алоб aCi) Chadds 
式 中 的 校 Ра (0) 和 Ркш(л, а) WEDER 
Fals) = Б.к) 
(9.6.14) Егин» 9) = Funzo s) 
Рыба» 5) = Fixus =) = Farnu н) 
假定 存在 具有 《9.6.13) 形式 的 自由 能 的 一 半 物 质 风 问题 可 
以 精确 地 处 理 。 身 《9.6.13) 我 们 可 以 算得 4 为 


ôg [ау (= 
wid 020+ [22 f Рк) 


—2 f G Ferus эдСун(л)дийв | б. 


1) 放松 这 一 由 定 也 不 会 有 困难 ( 见 Coleman [1964 p, 


* 36) * 


— каб) 2 саб — Da 


— 2) |, ама Сыа) 2 Сызба — sdsdi 
ode ' 
HERRA (9.6.7), 得 


— m (1 0% ё+-4 [т as 
(9619 2 ав T a) + э = ас 


+2 Раб 


+ | [кошна n) ChaCGa)dadn | cm 


x — Сым(: — s )dnds: 2 0 
> 


上 式 对 于 6 是 线性 的 。 因 此 除非 6 HRAJE, БИКЕ 
不 等 式 不 可 能 对 6 的 任意 变化 都 成 立 。 还 可 以 证 明 , 对 任 一 历史 
Сат) 都 存在 很 多 非常 足够 接近 的 历史 ， 使 得 Cul) 是 任意 
的 ， 这 相当 于 Ce 的 系数 必须 为 零 。 于 是 


1 ду; 
9.6.16 = 18У 
‘ > " p 66 


6s 
бл) Tan 2 gee 一 r РИБУ 


一 | Ferusa, Cun dod 


(9.5.18) tf Fals) 4 z E Cali — з) 
+6 ИЯ асан) 


DEL ° 


‚ L Ca G — а)ба > 0 
ds, 


这 个 不 等 式 相当 于 
《9.6.19) Fez(s) = 0 


Өзу 2 жанба а)ба ба) (а)ба 2 0 


这 里 我 们 已 经 利用 了 《9.6.8》 和 下 列 定义 


pura n) = |, Frown д4 


(9.6.21) А i 
Curls) = E Сым(т) | mss 
dr 
引入 记号 
(9.6.22) Фкьмы(+) = {ocako, ads 
则 应 力 本 构 方程 变 成 为 


(9.623) Te 2 2 +4 [RT 
ac А 


KL 
于 是 本 构 方程 方程 (9.6.1》 具 有 下 列 形 式 ; 


e ӘУ; 
(9624) гы 2 Ê rrene- 
ki po kaa FORE 


42 wml | Фкринбе)©цуб‹)@ 
Po 


我 们 指出 ,这 个 表达 式 对 于 大 应 变 ,但 运动 是 缓慢 的 情况 成 立 。 


方 


程 (9.6.24) 对 于 应 变 是 非 线性 的 ,但 对 于 应 变 率 却 是 线性 的 . 工 是 
由 于 这 个 党 因 , 它 被 称 为 有 限 线性 粘 弹 性 理论 (Coleman 和 Noll 


119611), 


Boltzmann-Volterra 理论 (9.6.24) 可 以 关于 应 X Ёк 
进一步 线性 化 。 在 Ж 的 展开 式 〈《9.3.4》 中 以 E 代替 E， 并 利用 


《9.3.3)， 我 们 可 把 (9.6.24) 线性 化 为 
(9.6.25) tap = CL — Fem ous T Fut Sam + Fem) 
F Ugaliin P jim) TF him 


36, 


+ (шо о) F ш 
Jee as 


式 中 物质 横 量 on 和 coe 的 定义 与 《9.3.11》 人 相同， 它们 具有 
(9.3.12) 所 给 出 的 对 称 性 ,而 


(9.6.26) Trae) = ЗФ мб) 8кадыби ибн 
也 满足 对 称 性 条 件 〈9.3.12)， 亦 即 ， 
(9.6.27) Тыт» = TYikma 一 ыяш. 


此 外 ， 这 些 模 量 还 受到 热力 学 条 件 (9.6.20) 的 限制 . 了解 到 
Tkima(t) 就 相当 于 了 解 到 Oul). 通过 对 《〈9.6.22》 的 微分 可 
以 给 出 prcunC0,5) = —ӨФк.ын/д+. 

然而 ,这 并 不 适用 于 全 面 了 解 测 数 xcuww(so 2)。 因 此 ， 条 
PE (9.6.22) 并 不 能 对 Tyme 导出 确定 的 结论 ， 如 果 我 们 考虑 到 为 
了 表征 自由 能 需要 xruw(ss я) 的 全 部 结构 , 但 对 于 应 力 则 只 需 
要 gxruxC0，s)， 那 末 这 一 点 是 容易 理解 的 。 

利用 应 变 E, (9.6.20) 可 写成 


(9.6.28) pel ло = а) Ee 
ар in 


x FE uns) gods, > 0 
ds, 


如 果 我 们 类 似 于 (9.6.26) 定义 
(9.6.29) — Tuss(s п) = 8фкьмнбч› n)0ozañuñus5u, 
则 不 等 式 (9.6.28》 可 用 小 Euler 应 变 近 似 表示 为 


(9.6.30) | {| оез оа) ua 
==) А 


хе) dnd > 0 
$1 


№ (9.6.22) R (9.6.26) FY LAS HILIR Vaine) Гам» n) 
的 关系 


(9.6.31) Тыз) 一 го, sds 
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旦 然 ,在 可 能 满足 热力 学 不 等 式 〈9.6.30) Dal, ROBES 
Ж Гыз, 而 Yhinn(s) 的 确定 并 不 能 导致 Funs(s，2)》 的 瞧 一 确 
定 


各 向 同性 固体 各 向 同性 固体 的 Boltzmann-Volterra 理论 
的 本 构 方 程 是 把 物质 模 量 用 它们 的 各 向 同性 表达 示 来 代替 而 得 到 
的 ,利用 二 阶 和 四 阶 备 向 同性 张 量 的 表达 式 《9.3.14)， 应 力 本 构 
BH (9.6.25) 可 简化 为 
(9.6.32) гы «ды + О,— we + 2( м, а,)ёы 


+ F. [К =s) 220) ды 
+20 0) 20) а 


BOP a 4 和 mw BAERE, UO) 和 plz) 是 记忆 函数 , 它 
们 也 还 者 可 以 是 9 和 X 的 函数 。 这 些 模 量 由 实验 确定 。 对 于 没 
有 初 应 力 的 各 向 同性 辕 体 ,我 们 还 可 令 а, = 0, 

减退 记忆 公理 。 ”到 此 为 止 还 没有 涉及 诸如 各 向 同性 固体 中 
的 2.0) 和 ae) 以 及 各 向 异性 固体 中 的 Vee) 等 记忆 РЁ ЖК 
的 特性 .根据 第 5.3 节 中 所 述 揭 减 退 记 忆 公理 ,， 这些 函数 要 受到 
进一步 的 限制 。 这 个 公理 的 物理 意义 是 ， 在 较 远 过 去 的 应 变 值 对 
应 力 不 产 生 明 显 的 影响 。 考虑 衰减 的 指数 型 记忆 函数 就 可 达到 这 
个 目的 。 一 般 地 ,我 们 可 到 这 些 函 数 为 Prony 级 数 , 例 如 , 取 


(9.6.33) а, = У ae, & > 0 

BUD а, k, 和 NN 可 用 任意 所 希望 阶 次 的 近似 曲线 来 氢 合 10) 的 
实验 曲线 来 加 以 确定 。 当 然 ， 还 可 能 有 规定 减退 记忆 函数 的 其 它 
型 式 的 展开 式 。 因 为 遇 远 过 去 的 记忆 是 要 消失 的 ， 所 以 还 可 以 把 
时 间 区 间 《 一 cp， 人 幻 RAA СТ, г), 这 里 r< T < co, щ 
初始 状态 = 0 时 物体 是 无 应 力 的 , 则 〈9.6.32) 中 的 积分 限 为 0 
Bt. 
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эл 变 率 理论 与 泛 函 理论 的 关系 


对 响应 函数 加 上 适当 的 光滑 福 条 件 ， 就 可 以 从 变 率 理论 过 渡 
到 泛 函 理论 ,反之 亦 然 。 在 第 5.3 节 我 们 已 经 知道 , 只 要 光滑 记忆 
的 假定 成 立 ， 变 率 型 本 构 方程 就 可 由 泛 孙 方程 求 得 .按照 这 些 学 
滑 性 条 件 ,我 们 可 以 把 吞 级 数 展开 式 


(934) Ca — r) CO — r+ Lew fon 


RAZE T 中 ,于 是 得 

(9.7.2) TICC- r)) = FCC, С, б, ---) 

WR (9.7.2) WBE % ЭЖЕН, ПИЛДИН ЭБ 

ФЕ. ATZA T 满足 这 个 要 求 的 条 件 是 泛 函 理论 中 的 

个 课题 ， 类 似 地 ,从 ЕСС, С, б,...у эй TICC 一 r)] 的 

过 滤 需 要 一 些 表 示 定 理 和 收敛 性 条 件 。 这 里 我 们 不 准备 探讨 这 些 

KEM, 我 们 只 对 线性 理论 进行 说 明 如 何 具体 地 实现 这 一 过 

程 ;参见 Eringen [1955а1, 
考虑 由 方程 (9.5.30) 所 表征 的 线性 各 疝 同性 国体 , 亦 即 ， 

(9.7.3) Rinri 十 251 = Pë,,8u + 202и 

Ah 


R 75 ee Dag > 
А 


Psi, DAR- N o= x+ mm 
1 f 


eat 


(9.7.4) 


我 们 假定 ,在 时 刻 : 一 0 时 ,应 力 ， 应 变 以 及 它们 的 时 间 变 率 部 为 
零 . 我 们 着 手 从 这 些微 分 方程 中 解 出 应 力 ыб), Hiu RIPE 
下 式 定义 的 Laplace 变换 


(9.7.5) 100) = [Геза 


D ЖЛЕ ТАЖ Volterra [1930], Coleman 和 Noll [1960] 以 及 
Chacon 和 Rivlin [1964], 
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a(S) = |e Henle 
应 用 到 〈%.7.3)， 亦 即 ,我 们 在 该 式 的 两 端 张 以 exp( 一 如 )， 然 后 
对 * Mo 到 oo 积分 ， 因 为 在 : 一 0 Т, ë 和 它们 的 时 间 变 率 都 
为 零 ,这 就 给 出 
(9.7.6) RO Vda 2500) = РС), ы + 2006) 
R(t) = 一 “十 > a SC = p+ У а 


x= 


BQ) eat Ус, OE) wt at 


kal 


为 了 从 《9.7.6) ЖШ 和 ， 我 们 缩 并 指标 k, H Ал. Bü 


— GP + 20); 
(978) пт (з 25) ‘е 


将 它 代 人 (9.7.6)，、 我 们 就 可 解 出 加 
(9.7.9) Зы 22,80 + Lyby HATES + 2A, CER 
式 中 A, 和 we Ж Тате AER, if 
1 PS—R0 а 
LO = tS 3R+25 5 


if = 
О= Т 


(9.7.10) Во — Б BEM — AA BRE 
理 给 出 
(9.7.11) ты = Ae 8a + Litn 


+ j jac =) 2 ды 


(9.7.7) 


(9.7.10) 


+ ln: s) ut} ds 


AR A 和 Ce) 分 别 是 Ç) 和 aE) 的 逆 Laplace Ж 
&. 显然 ， 这 一 结果 与 在 初始 状态 一 0 时 是 无 应 力 的 泛 函 形式 
(9.6.32) 是 相间 的 。 这 个 过 程 引起 个 直接 的 问题 ， 即 在 什么 样 
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的 条 件 下 存在 UCL) 和 BCS) 的 逆 变 换 ? К „ХШ КЕ АПИ 
数 P, 0, R MS 加 上 一 些 限制 。 

在 Laplace 变换 理论 中 有 一 个 提供 逆 变 换 存在 的 充分 条 件 的 
M (Churchill 11958, Art. 63])。 按 照 这 个 定理 ,对 于 在 右 半 
平面 Ref > 上 的 所 有 的 2, 2,00) 和 RG) BA OCC 
BM, &>1, MA Reg >n E, A) 和 п) 必须 是 实 
的 。 对 《〈9.7.10》 的 研究 表明 ,这 种 情况 的 充分 条 件 是 
(9.7.12) per 
但 是 这 个 条 件 不 是 必要 的 ,所 殿 在 很 多 情况 下 它 可 以 放松 , 鲍 如 在 
所 有 的 应 变 率 相关 的 物质 情况 下 就 是 如 此 。 


КҮТ ГЛ 


在 前 面 咽 述 粘 弹性 物质 的 各 节 中 ,热传导 影响 是 忽略 不 计 的 . 
对 于 物质 的 低速 变形 和 运动 ， 或 者 对 于 物质 的 高 速 运动 可 以 忽略 
热传导 的 项 因 是 前 者 温度 变化 太 慢 ， 而 后 者 则 是 因为 来 不 及 产生 
热传导 ， 处 于 .上述 两 种 极端 之 疗 的 情况 ， 在 运动 过 程 中 有 显著 的 
热 变化 ,或 者 系统 本 身受 到 热 梯度 的 作用 ,这 时 热传导 效应 就 不 能 
忽略 不 计 。 我 们 已 经 看 到 ， 当 热 梯 度 不 是 作为 一 个 独立 变量 被 包 
含 在 本 构 方程 中 时 ,即使 物质 系数 依赖 于 局 部 温度 ,热传导 也 不 是 
热力 学 相 容 的 。 另 外 ,为 了 考虑 热传导 现象 ,必须 利用 能 量 守 恒 方 
程 ， ` 

这 里 我 们 将 说 明 热 弹性 Kelvin-Voigt 国体 怎样 可 以 用 与 第 
9.2 节 中 类 似 的 分 式 加 以 表述 。 其 次 ;我 们 将 对 更 为 一 般 的 变 率 型 
物质 和 泛 函 型 物质 作 -一 贩 述 ， 
G) 热 弹性 Kelvin-Voigt 固体 — 热 弹 性 Kelvin-Voigt 
同体 由 下 列 一 组 本 构 方程 定义 ; 
(9.8.1) тыт TxA(C, С, Өш; Ө, Кух, 
(982) 4=={"бк(С, ©, Ox: 6, Хх 


1) 非 线 性 理论 首先 由 Koh 和 Eriagen [19631 稍 后 由 Coleman 和 Mizel 
51964] 给 而。 
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(9.8.3) s= (С, С, Ox; 0, X) 

(9.8.4) п nC, б, Ө; 0, X) 

它们 是 由 《5.4.25) 表征 的 一 般 的 变 率 相 关 物 质 的 特殊 形式 。 这些 
方程 服从 本 构 公 理 。 把 这 些 表 达 式 代入 《〈9.2.127， 我 们 求 得 


By sl БА 
985) —% ( Jé (т 2 Jé 
¢ › 8 ө f" T+ кі © эсу; KL 


a ob ë m Ob à, 


ө Cg, 8 80x« 


+ бё 20 


这 个 不 等 式 对 6,，C，C，9,x 和 Ө 的 所 有 独立 变化 都 成 立 . 
为 它 关于 ó, Ë 和 On 是 线性 的 ,所 以 当 且 仅 当 
(9.8.6) ôp ay _ Ob 


和 


1 з) N 1 
9.8.7 L(t 一 2 Ск + = Gdn 20 
(9.8.7) gg Tet — 2 эс) Cue ар С.к 


于 ,这 才 是 可 能 的 。 结 论 《9.8.6)》 相当 于 

(9.8.8) фев 0 = KC: 0, X) 

(9.8.7) 的 组 成 提示 我 们 可 以 把 Te. 分 成 两 部 份 

(9.8.9) та = ТСС, 6, Х)-+-ьТк.(С, С, 8x: 6, X) 
于 是 由 《9.8.7》 可 得 


(9.8.10) Ten rm see 

(9.8.11) 2 often +: бх > 
由 于 Т 和 Ск 的 连续 性 条 件 , 上 列 不 等 式 要 求 
(9.8.12) aTri(€, 0, 0; 0, X) = 0 
(9.8.13) Gx(C, 0, 0; 6, X)=0 


Re LRA, RIERA DE (9.8.1) 8) (9.8.4) 简化 为 
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(9844) yar Ê 9% 


(9815) gp = © Селк 
Pi 

(9.8.16) ent (z — 652) 
Po 

(817) ge – 1 52 


这 里 XC, 0, Х)/в = s— 61, 而 pT(C, С, 6; 0, X) 和 
Ск(С, С, өк; 6, X) 满足 


1 А 1 
(9.8.18) зр Tuk, + г GxOx 2 0 
(9.8.19) PT (C, 0, 9; 0, X) ~ 0 
(9.8.20) Gx(C, 0, 0; 6, X) = 0 


| 


[以 按照 过 去 所 述 的 方式 应 用 物质 对 称 性 的 限制 。 但 是 ， 在 
这 里 讨论 这 个 问题 太 占 篇 帆 。 在 下 面 我 们 只 给 出 关于 变 率 Cxr 是 
线性 的 理论 。 对 于 这 种 情况 
(9.8.21) pT xp = GerunCun + Haru. 
(9.8.22) Ск = Кеб, + deem ru 
RIP бкьим, Нкім 和 Jeu Ж Ө, C MX 的 函数 。 对 于 均匀 
物质 ,还 与 发 无关。 对 于 各 阶 次 的 理论 , 与 > 有 关 的 应 力 的 弹性 
部 分 可 展 成 С 的 级 数 。 这 里 的 方法 和 以 前 给 出 的 类 似 ， 

对 于 线性 各 向 局 性 物质 ; 把 (9.8.21) 和 (9.8.22) 代入 (9.8.14) 
和 《9.8.15$)， 并 利用 系数 的 各 向 疝 性 张 量 ， 我 们 可 得 下 列 结果 ; 


(9.8.23) fa йы + (a + 2) ёа 


(9.8.24) Gh = «өд 


«369 + 


AP аа, 2, 4,5 д, n, 和 上 部 是 9 和 X 的 函数 .由 《9.8.11) 我 
们 还 可 推出 ,这 些 方 程 在 热力 学 上 是 容许 的 , 当 且 仪 当 
(9.8.25) BA, H lp, 20, а, 20, s> 0 
于 是 我 们 得 出 ,在 线性 各 向 同性 物质 的 情况 下 , 应力 与 温度 梯度 无 
关 , 热 量 与 应 变 无 关 ， 

因为 和 ?只 是 ё 和 8 的 函数 ,所 以 第 8.3 节 中 处 理 微小 温 
度 变 化 的 方法 可 用 来 导出 零 初 始 应 力 的 本 构 方程 的 最 终 形 式 


(9.8.26) r= Tig + (x. +L, 2) Endu 


1 8 ) z 
+2| + а, 2 
(4 “ or °ч 
(9.8.27) qk = KOR 


(9.8.28) E= Ss pm T — 29 Т: Th 
2т, 
+ + Oe + Zp 2а 
(9.8.29) n= mt z т+# 
А 


式 中 工 是 从 自然 状态 T 开始 的 温度 变化 , 亦 即 ， 

(9.8.30) 8=T,+T 

8, Aas Rus pus Her És Sos pos то 和 7 是 物质 常数 , 它们 都 可 能 

RETTA X, BA, MPA, ETS X 无 关 ， 用 第 

8.3 节 中 相同 的 方法 可 由 能 量 方程 导出 热传导 方程 

(9.831) pert — BT oan + (xT A + ой = 0 

因为 是 线性 理论 ,所 以 在 (9.8.31) 中 忽略 了 粘性 耗 散 的 影响 ,我 们 

指出 ,对 于 烙 弹 性 流体 ,这 种 粘性 耗 散 可 以 变 得 非常 重要 ， 因 而 一 

最 地 不 能 将 其 忽略 。 
方程 (9.8.26)，(9.8.27) 和 (9.8.31) 连同 动量 平衡 方程 一 起 

构成 该 理论 的 场 方程 ， 我 们 注意 到 ， 这 个 理论 与 线性 各 向 同性 热 
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Жин: Bitz lani: — а BE MKT (9.8.26), (EE, Ў 
ЯЕ, ЕКЕ DEF p EMAL ГЕН ЫА T 
应 变 率 和 温度 梯度 。 这 可 由 《9.8.21) ЯП (9.8.22) 明显 地 看 出 。 

(в) 线性 变 率 理论 。 ”在 这 个 理论 中 , 桨 应 函数 Tx, Ск, е 


е РАИ С, С, ..-, 忆 . 热 力学 相 容 性 公理 将 导出 
4 不 依赖 于 бк 和 最 高 阶 变 率 È 的 结论 。 当 初始 应 力 为 零 时 ， 


线性 各 向 同性 理论 的 应 力 和 热传导 方程 为 
(9.8.32) tym — PT õu + 2,8,8 + lpn 


ч are, ё. 
+ (a T By + Dee a) 
5 Br е ар 


(9.8.33) Gen eT 
ЛЕ (9.8.28) HS AAIE (9.5.23) 的 右 端 求 和 号 中 诸 变 率 项 
就 可 得 到 了 的 表示 式 。? 的 表示 式 与 《9.8.29) 相同 ,对 于 线性 理 
论 ,热传导 方程 与 《9.8.31》 相 同 。 
在 各 向 同性 周 休 的 线性 理论 中 ， 热 弹 狂 理论 与 热 粘 弹 性 理论 
之 间 的 差别 仍然 只 是 表现 在 应 力 本 构 方程 上 。 对 于 各 向 异性 理论 
的 情况 就 不 同 了 ， 应 力 和 热量 本 构 方程 都 依赖 于 温度 梯度 和 所 有 
的 应 变 率 (参见 Eringen 和 Grot [1965. Ап. 111). 
Gü) 泛 函 本 构 方 程 RM FARRER: 


(9834) te = TT [CG — z), #к(а—т), 
Ol r); 9, X1xz,xzir 
(9.8.35) = GI CG: — r), Axle — r), 
Ot — r); Ө.х 
(9.8.36) s= [CG —т), Ө,к(›—т), 
aG — r); 6, Ж] 
(9.8.37) n= ИС — т), Өк(т--т), 
G(r — т); 8, X) 


在 这 种 … 般 的 情况 下 ， 关 于 具有 连续 记忆 的 物质 的 热传导 理论 还 
т. 


没有 取得 全 面 的 进展 "2。 ALFARO (ЖГ 
ez — т)) 的 物质 的 理论 比较 简单 。 在 这 种 情况 下 ,热力 学 相 容 
性 公理 导致 在 第 9.3 节 中 对 于 具有 线性 记忆 物质 所 得 的 相同 的 结 
论 ， 对 于 线性 各 向 同性 辕 体 ,应 力 和 热量 本 构 方程 具有 形式 


(9.8.38) tu = BT 8u + 12.60 + 2,8 


к fasts — FO ty + е) 


(9.8.39) gk == кб, 

在 线性 各 向 同性 固体 的 框架 中 ,我 们 再 一 次 发 现 , 热 弹性 理论 
和 热 粘 弹 性 理论 之 间 只 在 应 力 本 构 方 程 方面 存在 差异 。 对 于 各 向 
异性 的 情况 ,t 和 q 都 依赖 于 应 变 的 历史 《参见 Eringen 和 Gort 
119651). WRB BCT), ACT), PCT), 2,00, T), melt, T) 
和 (T) BRE TAR, MTR, BTR ROT X. 
ЖЖ, SSE, I UG, T) 和 z,G, T) QA 
足 如 第 9.6 节 中 所 阐述 的 减退 记忆 原理 ， 
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热 丫 弹性 流体 的 本 构 方程 和 热传导 方程 可 通过 一 些 观察 由 热 
弹性 固体 的 方程 求 得 ， 对 于 流体 ， 所 有 保持 密度 相同 的 构 形 都 可 
以 作为 参考 构 形 (参见 第 5.7 节 )， 因 此 , 空间 参考 标 架 x 可 以 取 
fE e DREW BBRR, УПЫ 

Ск = Lact gn > би 
(9.9.1) Crr = 24ихукх,—* 24м = AY 


1) Eringen [1960] Zee ADP NEE АНТ Ар, 对 于 非 
З MA MES Eringen [1965] 的 著作 中 ， 但是， 对 于 完全 非 
线性 的 热力 学 论述 尚未 完成 。Colemaa [ 19644, 19645] 论述 了 不 具有 温度 
PRION ROAR. 
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EL 


ws 


Cer — А, On > бщ 


Bob AP 称 为 Rivlin-Ericksen 张 量 ; 它们 是 通过 先 计 算 Ce 

然后 令 X 一 x 而 得 到 的 ,或 由 闻 挫 公式 (参见 (2.4.11) Н. 
AQ) = dim = о, et Om, 

OSD de +. A ne AE eg 

Ss, KMRL ол. 由 于 一 般 非 线性 理论 过 于 复杂 

(BE Eringen [1962， 第 十 章 ]) ,所 以 在 这 里 不 作 介绍 。 我 们 只 

介绍 线性 理论 ， 对 于 线性 理论 ,我 们 有 

(9.9.3) AD > 20 = 2реа/ De = 2р H8/ р! 

因此 ,如 果 在 第 9.5 TSUNA Ж ВИНЕ ЕУ 


的 弹性 部 份 , 并 用 d REIER e , 则 得 到 相应 的 热 粘 弹性 流 
касда, M, 


29 


(994) t= alo, Day + DiQadndy + Lead) 


(9.9.5) яа = к(о7*, OI, 
sh d =d, EH ao", 0) 定义 为 


(9.5.6) «= — belo, 0) 
Op 


Helmholtz 自由 能 (9.5.23》 由 下 式 来 代替 ; 


= 


(9.97) p= Wo) + > [sad 过 + 2А а d] 
ERD BH 

(9.9.8) в=ф—0 5 

(9.5.9) 7 一 一 =% 


粘性 Ae, 0), Halpa 9). ңе ', 0) = foo ЖШ А.(о", 


*313+ 


ву = hye 受到 《9.5.27) 的 约 来 ,这 时 (23.27 中 的 必要 用 d 
XRS. 


HRD BASE SHE 
(9.9.10) ё = tudu + qk + ph 
BHF (9.9.4) 到 (9.9.8), EAA RRA 
(9.9.11) вд — абора C9 e+ ph = PCO, 4), 
s=0, lp, pod 
式 中 
_ BY, 6 ын а) (% 
9.9.12 = 0 Oh _ 6 Fas 
(9.912) те St f =| es dird 
Phas ав) 
+e ud 4)| 
СЯ 1 Tf ӨЧ 
9.9.13 = — Li 
(9915) в 589071 Е 
= 1 9) ааа 
0 dp” 
Phe _ 1 has са) 18) 
+(e 0 Bp” JJ d d] 


бакр 4 


(0344) o(0,d) = рУ (2—6 9) аа ud 


+2 (toe — ө We) ud a} 


ып ta) a) 
— T hud trd + 2ши d)] 


对 分 析 工 作 而 言 ,热传导 方程 《9.9.11》 仍 然 过 于 复杂 ， 浊 一 
步 的 近似 要 求 对 9 和 宇 的 大 小 作出 某 些 假定 。 一 般 地 ， 可 到 fos 
和 hy HRCA, Ri, E 的 表达 式 的 第 二 个 求 
和 项 是 粘性 耗 散 能 мый, 一般 地 不 能 像 在 固体 的 情况 下 那样 招 
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它 忽略 不 计 。 
对 于 泛 函 理论 , .类似 的 修正 导出 应 力 和 热 引 的 本 构 方程 为 


(9915) y= aCe, Os + È AG — dnu 


+ 2а„(т — sus) lds 
(9.9.16) a= Ce, 9)8„ 
иш ж (9.9.6) 所 定义 的 压 为。 
利用 第 9.6 节 中 所 述 的 方法 可 得 到 关于 水 的 表达 式 . 如 果 我 
们 略 去 变 率 项 (相当 于 在 上 述 变 率 理论 中 令 fas = hag == 0), 则 可 
近似 地 写 出 


(9.9.17) $= фо, 9) 
(9.9.18) sh —09й. 
(9.9.19) "= — oh 
由 此 得 出 近似 的 热传导 方程 
(9.9.20) —е7@ — Povra + (£84) a + ph = $ 
式 中 
e o Fhe вы — Eh 
(9.9.21) те —0 Эз? ве Бо 89 


(9922) $= uda 一 fue — нн) 


+ 2,G — сауаб] 
记忆 函数 LG, 0) 和 2G, 0) 一 般 好 要 受 减退 记 亿 假设 的 弄 
制 。 


9.10 HARE АЕ 


出 现在 变 率 理论 《9.7.3) 中 的 粘 弹性 模 量 ons Bes dee д, 或 
者 各 和 商 同 性 粘 弹 性 物质 的 线性 理论 的 记忆 鸭 数 2,00) 和 =,G) 可 
用 实验 或 用 统计 力学 方法 加 以 确定 。 后 一 种 方法 在 一 维 模型 中 已 
经 取得 一 些 成 果 ， 但 它 的 适 4 范围 是 有 限 的 。 由 于 在 固体 燃料 工 
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Чул сб. wea ewe AAD, BY DUALS E 
验 工作 。 但 是 在 这 方面 的 大 量 工作 都 是 保密 的 ,并 未 出 版 .出 版 了 
的 那些 工作 通常 局 限于 其 些 范围 内 ,例如 , 拟 静 力 的 ， 一 维 或 二 维 
的 ,温度 和 时 间 区 间 是 有 限 的 等 等 。 关 于 热 问题 ， 成 果 就 更 少 , 而 
且 一 般 只 限于 所 谓 热流 变 简单 物质 。 对 于 各 向 异性 粘 弹性 物质 还 
没有 含 理 的 实验 方法 ， 罗 列 这 个 课题 的 完整 的 参考 文献 已 超出 了 
本 节 的 范围 。 关 于 方法 的 各 种 评论 和 详细 讨论 请 读者 可 参阅 
Zener [1948], Nolle [1948, 1949]. Fletcher 和 Gent [1957], 
Marvin [1952,1954], Kolsky [1956], Sherhy 和 Dorn [1958]. 
Payne [1958], Hunter [1960], Britton {19651 和 Fitzgerald 
1967]。 试 验 过程 和 求解 的 论述 登载 于 ICRPC, 固体 燃料 力学 性 
能 手册 中 ， 
早期 的 实验 已 经 证 明 ， 如 象 Kelvin-Voigt 固体 和 Maxwell 
辐 体 那样 的 简单 模型 只 在 非常 有 限 的 范围 内 适用 ， 而 对 于 在 工程 
问题 中 有 实用 意义 的 变 率 理 论 则 需要 在 《9.7.3》 中 取 很 多 项 ， 因 
Ж, 目前 的 实验 主要 限于 确定 记忆 函数 2,00 和 =) 的， 实验 
分 为 两 类 ; (а) MEDRE, b) MARK. 下 面 我 们 对 这 两 
类 试验 作 一 简短 说 明 。 

首先 ,我 们 给 出 Boltzmann-Volterra 理论 的 本 构 方程 (9 6.32) 
在 a, 一 0 时 的 其 它 两 个 等 价 的 表达 式 .。 它们 是 


(9.10.1) ty = bu | KG Са 


By 


r 


+ | GG — Er 


(9.10.2) tye ; вы ү BG 一 DPCrdr 


+1 ле — (rar 


式 中 
1 


《9103) Fy ey L šA tum u — + ын 


+376, 


SD АО ЗЕЛПЕ i RB. WARIA 
(9.10.4) ё = 0, ty =0 
HEAR (9.10.1) 与 《9.6.32)， 我 们 看 到 ,新 的 记忆 函数 KG), GG) 
I А, Bo hvs Be 的 关系 为 

Ко = + ¿a+ Fn 
(9.10.5) 3 3 
GG) = + n (2) 
一 般 地 ， 这 些 函数 还 依赖 于 温度 T, ERKE CO, ғ) 内 应 变 
分 其 保持 不 变 , 而 当 * < 0 时 ,应 变 分 量 为 零 的 松弛 试验 中 ， 表 示 
Җ (9.10.1) 是 有 用 的 。 本 构 方 程 的 形式 (9.10.2) 对 于 应 力 保持 不 
变 的 蠕 变 试验 更 为 适用 。 所 以 КО) 和 GG) 分 别称 为 松弛 体积 
模 量 和 松弛 剪 切 模 量 ; 而 BG) PARRA JG) BOR 
ERER. SRH Fourier 变换 和 它们 的 各 种 组 合 还 有 其 它 
RP. 

在 进行 试验 时 ,物质 在 初始 时 刻 : = 0 之 前 通常 是 无 应 力 的 ， 
亦 即 ， 当 + COR, tu) 一 eu) 一 0， 今 后 我 们 假定 上 述 条 件 
Жз. 因而 在 《9.10.1》 和 《9.10.2) 中 的 积分 下 限 可 取 为 堆 。 因 
为 应 变 必须 从 《9.10.1) 中 解 出 ,所 以 很 显然 ,在 函数 对 KG 与 函 
R B,J 之 间 必 定 是 彼此 相关 的 。 具 体 说 明 这 种 关系 的 最 好 方 
HÆ (9.10.1) ЯП (9.10.2) (Е Laplace 变换 (或 作 Fourier 变 
换 ), 并 令 从 这 些 方程 得 到 的 гы 的 变换 相等 。 因 此 
(9.10.6) ков) = р, GDI) = 1/7 
Жип Ç ААА, АРДОН АХ Laplace 变换 , 亦 即 ， 


(9.10.7) кф) = J кодеш 


因此 ,已 知 KO 和 GG) 就 可 由 《9.10.6) 得 到 BCL) 和 JO, 
然后 由 逆 变 换 求 得 BO) 和 JO. 

BAER, LO 和 2) 必须 服从 记忆 公理 * 并 且 可 以 
用 Prony 级 数 来 表示 它们 ,例如 ,我 们 可 取 


1) 关于 常 具 的 各 种 术语 的 汇总 可 参看 Leaderman 11957], 


НЫ 


(9.10.8) ak) = > tee tot, ka > 0 


ae 


AR и, Mk BIDE REWRK, оС) 是 单调 递增 函数 .对 
10 Be RU AR, WL Tee i ЗЕ EE A 
(9.10.8), BH 


(9.10.9) pelt) = pe KOGA = ва 
ФАНЫ (0) 满足 条 件 
(9.10.10) 0 < gla), Ф(00) <1 


记忆 函数 的 这 些 特 征 与 合成 橡 蒋 和 线 状 聚 合 物 的 通用 的 统计 力学 
.模型 是 一 致 和 的 《参阅 Rouse [1953], Bueche [1954], Marvin 和 
Oser [1962]). HF GO), (9.109 可 以 写成 


лап) GO = m = pe РФС — eda 


这 里 со 还 满足 不 等 式 
0 =< С(оо)/ р. 

类 似 的 表示 式 对 KO 成 立 . 蠕 变 模 量 ВО) 和 JG) 的 特性 可 由 
(9.10.6) 的 反 演 的 性 质 得 到 《参阅 Hunrer [1960], Gross [1953], 
"АШтеу (19481). 

Р аран енп а A 58, ГЯЛС REA ИА 
веру = ЭВО). 
EO = RG) + GG) 
wt) = 3K@) 一 ёс) 

ERG) + 26) 

松弛 杨 氏 模 量 ECO 和 松弛 泊 松 比 >G) 与 经 典 弹 性 理论 中 的 杨 
氏 模 量 和 泊 松 比 相对 应 ， 并 常 在 对 应 原理 的 应 用 中 以 及 在 过 渡 到 
弹性 限 等 等 情况 下 加 以 使 用 。 

下 面 我 们 来 概述 确定 粘 弹性 模 量 的 实验 过 程 。 

(e) IB AK 。 ”物质 模 量 ЕС) Я G(oO 一 一 有 时 称 为 松 
弛 模 量 一 一 可 以 用 常 应 变 率 试验 或 常 应变 试 验 来 确定 。 常 应 变 试 
监 称 为 应 力 松 弛 。 通 常用 单 轴 试 验 来 确定 EG), 而 用 剪 切 试验 或 

378， 


(9.10.12) 


扭转 试验 来 确定 GO. DERM 如 ДЖИ k a DSR 
hye, 

(9.10.13) By = el) 

HEH: < 0}, eC) 也 为 零 的 实验 . AA (9.10.12), Ж) (9.10.1) 
的 Laplace 变换 给 马刀 一 Ble, 或 根据 它们 逆 变 换 , 得 


(9.10.14) а= EG 一 De(r)dr， 其 它 的 r = 0 


如 果 我 们 取 轴 向 应 变 e0) 在 所 有 > 0 时 为 常数 ,市 在 所 有 + < 
ORAS, ВІ, 


elt) = еН) 

Сф НО) 是 Heaviside 单位 函数 , 当 上 > 0 时 它 定 义 为 1， 而 
Br < 0 时 为 霉 ), 则 《9.10.14) 得 出 
(9.10.15) ы = Ee 

在 这 种 情况 下 ,应 变 状 态 与 单 轴 应 力 状态 相对 应 ， 所 以 ,把 一 
常 值 轴 向 应 变 作用 于 拉 伸 杆 上 ， 并 测量 轴 催 拉 伟 的 时 间 行 为 即 可 
确定 EG). SL BRM НО) 已 被 近似 地 得 烈 。 

同样 可 以 应 用 常 应 变 率 试验 。 在 这 种 情况 下 ,在 《9.10.14) 中 
г 是 常数 ,而 且 我 们 求 得 


1 dt di 

9.10.16 Elo = — u — ^ш. 
‹ › © a й de 
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К 

k Ë 

жа 
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Ë. 
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R 

КЕ 

Е 

a log jg ATRL CD 


图 9.40.1 Жүй КИЕЛИ СЗГ Jones [1963 1) 


9, 


所 以 BG) 可 由 在 + 一 eje 时 刻 的 应 力 -应 变 曲线 的 斜率 来 确定 ， 
为 了 确定 前 切 楼 量 G()。 可 以 利用 关于 简单 前 团 状态 的 松弛 


试验 ,我 们 取 


(9.10.17) fn = TH(t), gu = 0 Ck, LÆ 1,2) 


式 中 了 是 常数 ,我 们 由 《9.10.1》 得 到 


(9.10.18) та 1600), гы<=0 (k, 12 1, 2) 


此 ,在 剪 切 应 变 是 常 使 的 简单 前 切 松 弛 试验 中 , 测量 э, 的 时 间 


行为 就 可 以 确定 GO). 当 然 ， 也 可 以 利用 常 值 剪 切 应 变 率 试验 . 


oe т 


10 ~ 


ol- 4 
158,56 


оа K RAER) 
> 
T 
1 


ell ! L l! 
~6-5-$-3-2-1 0 1 2 3 4 


logio 时间 (H) 
图 9.10,2 ЖТ CK) Яп 


BCO АИЯ RG Huang, 
Lee 和 Rogers T1963]) 
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有 时 也 用 扭转 试验 来 产生 
一 种 简单 剪 切 状 态 ， 这 可 
以 用 作用 于 圆柱 杆 上 一 个 
常 值 扭转 ， 并 测量 作为 时 
EEADERS RRK 
现 、 

一 旦 知道 EO 和 
GC) 后 ,就 可 由 (9-10.12) 
БШШ KG), LL (9.10.5) 
BDP AOD 和 aCe), 
因为 Тате 弹性 常数 л, 
和 p 已 由 弹性 试验 得 到 . 
YT AEA, BATES 
Eli LANA А BE 
ткана 
绘 于 图 9%10.1 rh. ART 
Ж АЗИКА BO КО) 
ШИЕ GO) т 
于 图 9.10.2 让。 

原则 上 , К Жн 
BG) ЖП JG) 可 由 (9.10.6) 


换 来 确定 。 但 是 这 个 过 程 很 复杂 ， 而 且 精 度 很 差 ， 最 好 是 


TE t, TER ANOLE FOS ИЕЛЕ И УЛЕЙ ЛИЙ КЛ) ЖА 
验 应 用 于 单 秃 拉 仲 和 和 剪 切 中 ,并 利用 (9.10.2) 确定 BG) Яп KO. 
这 个 方法 类 似 于 前 面 讨论 过 的 松弛 试验 ， 有 时 ,应 用 单 轴 应 变 ,并 
测量 水 积 随时 间 的 变化 来 确定 >). 

显然 ， 所 有 这 些 拟 静 力 试验 都 是 根据 经 典 弹性 理论 中 已 知 的 
试验 混 出 来 的 。 一 般 地 ,为 了 得 到 可 靠 的 数据 ,要 在 不 同 的 时 间 范 
图 内 做 用 个 不 同 的 试验 。 例如， 应 力 松 邓 试验 可 提供 短 时 行为 的 
可 靠 数 据 、 而 里 滨 试 验 则 提供 长 时 行为 的 类 似 数据 ， 粘 弹性 模 量 
是 在 深 持 恒 洪 的 温度 深 秽 器 中 确定 的 ， 试 验方 法 和 测量 中 所 涉及 
AUPE ett Britton [1965] 作 了 计 论 ,在 该 文 的 参考 文献 中 还 有 
关于 其 它 方面 的 工作 ， 

(b) 动力 试验 。 ”动力 试验 可 用 来 确定 炸弹 性 模 量 G, 
T) 和 w(t, T) 或 EG, T) 和 GG; Т). 动力 试验 可 以 采用 
振动 试验 或 波 传播 试验 、 动 力 试验 适合 于 确定 复 卉 量 

1,60, T), Alo, T), Elo, Т), GC, Т) 

它们 是 相应 的 粘 弹性 模 量 的 Fourier ЖЕ XE o ARAME. 5 
了 保 侍 适当 的 精度 ,通常 带 要 一 个 很 宽 的 闫 率 区 域 (例如 ， 对 于 橡 
胶 就 需要 从 01 到 10° HARRESA 

下 面 ,我 们 简要 地 给 出 Hillier [1949], Kolsky [1956] 和 其 
他 一 些 作者 所 得 到 的 一 些 结果 。 这 些 实验 是 在 聚 乙烯 ， 氧 本 橡胶 
和 尼龙 的 预 拉 丝 一 端 产生 一 个 定常 的 伸 长 振动 ， 然 后 沿 丝 测量 若 
于 点 的 振幅 和 相 速 度 ， 

在 杆 中 波 的 传播 由 下 列 一 维 运动 方程 的 Fourier 变换 所 决 


Ж: 
д; On 
9.10,19 SU ep FH 
ç ) Ox a 


上 式 是 在 动量 平衡 方程 中 令 除 & = 1 = 1 以 外 的 所 有 sw 一 0 而 
得 到 的 。 在 这 种 情况 下 ,本 构 方程 《9.10.14) 的 Fourier 变换 给 出 
(9.10.20) h = Ew) Cs 2 

ix 
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ЖЕЙ ПЕН e = „но, Ж БАТ 
(9.10.21) Е*(0) = —ivE (o) 
CHR) DRE DRA, i RERA Fourier 
变换 ,例如 ， 
ae, 0) = r ечиб» йй, i= МЕ 


JEC 9.10.20) A (9.10.19), REHA 
(9.10.22) FH суй = 0 
Ox 
式 中 
(9.10.23) Ala) = (о) -E italo) = о[р/Е* C0), > 0 
(9.10.22) 的 通 解 其 有 下 列 形 式 ; 


000 eet 
к 
А 
x 
a а 
# * 
Ж soo- 10.1 8 
ы s 
# ж 
ж 
10.05 
х 实验 结果 | 
(Hillier) 
x 
x, 
° 
0 10 20 
RR СТАО 


E 9.10.3 在 LOGIT eR ЖОЛИ НЕ KRAE 


„эт, 


T р 1 T а! 
----иш) 
E(w) 
ere 
£ nj- тараа 3 
= —— 
E coe ==" 
я Tæ logan no 
° 
zs 4 
ж 
к 
or 4 
1 L 1 — 一 
10° 104 - 
oe BN 
E 9.10.4 EZ 05 es 
(9.10,24) # = Абое + B(o)e 28 


式 中 4 和 BB 由 边界 条 件 确定 ， 在 实验 工作 中 、 我 们 关心 的 只 是 波 
速 和 衰减 ， 央 此 只 有 稳定 态 的 解 才 是 需要 的 ， 定义 两 个 正 的 偶 函 
数 

(9.10.25) або) = 100), eCo) = of ao) 

FRR ET A FIR ERRER: 


(9.10.26) son [Т [= 


зїп 


zal 

式 中 “一 "号 适用 于 沿 * > 0 方向 传播 的 波 ， 而 “~+” 号 则 适用 于 沿 
z< 0 方向 传播 的 波 ， 我 们 令 

(9.10.27) Е*()у = Eo) + ЗЕ (о) = [BE*(w) lesa 

AE Elo), Exo) 和 cand 是 实 的 ,它们 有 时 分 别称 为 存储 机 
重 , 亦 减 模 量 和 训 减 正切 。 衰减 常数 alo) MARE clo) 给 定 
为 

(9.10.28) Pi == tan 2, c= ү соу" зес É 
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_% 
| 
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š 
š 


š 


CBDR) 
| 
Р 
3 


š 


š 


500| 一 一 


Logio йж сй 
FL 9.10.5 ялаа 


用 实验 确定 clo) 和 <(o)， 我 们 就 可 由 《9.10.28) Яп (9.10.27) 
计算 F, 和 Es， 从 而 得 到 Ё(о). 

在 OCE 40°C 的 温度 范围 办 ,使 用 的 振动 频率 是 т TA 
到 16 千 阅 / 秒 .在 OCH RCC RAL ET а] Alkathene- 
20 级 ) 的 相 速 度 和 衰减 在 图 9.10.3 中 给 出 (Kolsky [19561). 在 
45°CH RLR Elo) 和 E(w) 示 于 图 9.10.4 中 。 这 个 曲线 
选 自 Hunter [19601， 在 该 文献 中 详细 地 讨论 了 这 样 的 实验 。 

代替 伸 长 的 超声 波 传播 ， 还 可 以 用 和 剪 切 振动 或 组 转 振动 来 确 
Æ G(e), Gottenberg 和 Christensen [1964) 对 于 招 转 振动 已 
经 进行 了 这 样 的 实验 ,由 20% AU FRAR BARE AN 80 ARARA 
所 组 成 的 周 体 火箭 燃料 剂 的 结果 已 在 图 9.10.5 和 图 9.10.6 中 给 
出 ,在 这 些 曲线 的 基础 上 ,这 两 位 作者 还 通过 
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,0f 202°F 
© 405, hs 
tou|- —— : ZL 
В 790 .| 
500 ~ 7 
£ А “ 
А 1200 
Жошо — ae, 1 
R = 6. 
Š 300 
F y A 
20[— + 
100—2 a 十 - 
o L —-. 
-4 < 72-1 0 1 ; 3 4 
Log) SRA СВ 


В 9.10.6 RRR 
GIS Gottenberg 和 Christensen [1964]) 


(9.10.29) G*(o) = G,(a) + 10,00) = io [еса 
= iwG(—w) 

的 道 变换 计算 了 松弛 模 量 , 式 中 GO) 是 GG) 的 Fourier 变换 ， 
econ}, GO) = 0. GG) 的 曲线 未 于 图 9.10.7, 

ICRPG FAOS 4.6 节 给 出 利用 外 缘 男 支 沿 内 圆 承受 正弦 位 
移 振动 (第 4.6.2 节 )， 和 承受 正弦 剪 切 作用 (第 4.6.3 节 ) 的 还 形 板 
RAE G*(w) 的 另 一 种 方法 ， 在 图 9.10.8 和 图 9.10.9 中 给 出 
动力 韵 切 柔 重 产 (o)， 它 定义 为 
(9.10.30) J*(o) = Або) 一 站 (on 三 io 了 一 o) 
Ad Аф) 和 ба) REE, АТ MARE 


+385 . 


350r—. 


CU) CBT) 
š 


—5 4 ОШ; 2 1 01 2 3 
logo 时 间 CBD 


图 9.10.7 ADAR 
(BIB Gotenberg 和 Christensen [1964]) 


130.7, 28.26 8203 i 
4 [70138 
o] Mo [79108 
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x m4 
На 1 = poster — 
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9 9.10.8 Жин ЕЙ ТАНЕ 
+ 386+ 


dy (BOKER) 


= [307,282 
т] 203 | 
tp 20.3 对 照 试验 
138 
T 198 
h l 
ы! 44 
ot LL =. [ета 
-十 - | ` -42 
| ii) 
| Т 99 
| ili l 
100 1000 10,000 
BE te 


图 9.10.9 ЖЗНЕ HARRE TF AD 
ERREGIA Landel 1963] 


R. ХЕРД BRA Fourier 变换 。 利 用 〈9%.10.6》 和 
= 一 fo， 就 可 从 这 些 数 据 算出 E(o)， 从 而 得 到 GO (A 
9.10.10), 

热效应 ” 粘 弹 性 模 量 对 热 变 化 非常 敏感 。 Ferry [1950] 证 
实 , 对 于 大 多 数 聚 合 物 物质 ,利用 时 间 标 尺 的 变化 。 可 以 由 固定 温 
BE Т, 时 的 丫 弹性 模 量 给 出 在 已 给 温度 字 时 的 任何 粘 弹性 模 量 , 因 
而 ,如 我 们 令 


(9.10.31) £ = thay 
式 中 + 是 时 间 , az Ж T — Т, 的 函数 , 则 
(9.10.32) Е(Е, T)= EG, Т) 


对 其 它 的 模 量 也 有 类 似 的 表达 式 。 眼 从 这 一 规则 的 粘 弹 性 物质 有 
时 称 为 热流 变 简单 物质 ， 对 于 很 多 高 弹 体 物质 ， 当 温度 范 围 为 
IT — T,| = 50% 时 ,下 列 估计 式 成 立 : 
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ба СЕН Ky 


п iJ Д 

x T тт А 
= # — 
š Й 
Е G; Жен 
S| MSRM, HARA abt 
= - шин G (t) 
Ф 
M i 
š Тіт ñ 1 L | |] 1 

1078 105 102 10° 10% ш” 10 109 

ASI war( 秒 -1) 
A 9.10.10 ДЕШКЕН ОЯД 


对 约 化 频率 的 依赖 关系 ( 引 自 Landel (19631) 


(9.10.33) 


一 8.86(T —T,) 
101.6 T — T, 


loguar = 


ЩОТ, = 45% f, LAMA GR, HEE Williams. Landell 和 
Ferry [1955] 所 观测 到 的 关于 Т, ЕЕ T, HEXA 


5 
T 


Еш) — (109 Ж НИЖ?) ! 
a 


е 


10 


图 9.10.1 
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10° 105 10" 
一 > pd 


在 参考 温度 Т, = SUH RZ stoma Ba 


Ceser bouor ils) MCL OK HM ЫА uo *чьов 9.02 一 BRIA W Гј serors W 


CH) звз- = 


а om G 6 в ¿í 9 S f £ zZz t 0 b zæ 
УКЫ 
S + f zZz от D r e E PT S 9- /- or- 
(#4000 = 
¿ 39 s r E Z 1 о 1 2 E ty s s- 
Piedad T ] z 
| 1 1" 
:十 二 
Go жт 


a ooa 8 0 о o o- i h 
T T t- ~ u 


75 


toto ЕНГЕ 


| 
= 
Сорана) DI BMRA 307 


L Z 


H 


„зө. 


HABA; 

(9.10.34) T,= T, + 50% 

BSA T,— T, М 45 作 开始 作 比 较 人 的 变化 时 , 则 出 现在 
(9.10.33) 中 的 常数 8.86 和 101.6 必须 作 较 大 的 修正 。 

在 区 9.10.11 中 ,我 们 给 出 利用 这 个 变换 由 图 9.10.4 所 求 得 的 
Eo). FHL, 9.10.12 是 利用 这 一 变换 由 《9.10.1》 所 得 的 . 
RIERA BS AEE MA CRUE, 请 参看 Ferry [19611 
和 Eirich 01956, 1958], FRS TARAR E 9] £ BJ 
Landel [1958]; MFRBERDIMIBIAB IL Schwarzi, Bree 和 
Nederveen [1963]; 对 于 结晶 的 聚合 物 请 参见 Takayanagi [1963], 
理论 和 实验 工作 的 新 近代 评论 可 参阅 Erigen, Liebowitz, Crow- 
ley 和 Koh [1967]. 


эп 基本 方程 的 汇总 
韭 热 传导 线 狂 各 向 同性 粘 弹 性 物质 的 运动 由 下 列 方程 组 所 制 


约 : 
平衡 方程 
(9.11.1) б = CL + uga) 《质量 ) 
(9.11.2) пыс oi а) = 0 (动量 
(9.11.3) Hk = tu 《动量 矩 ) 
本 构 方程 


(9.11.4) Ri By + 2%ы = PE 十 202 《微分 形式 》 


(9.11.5) ta = eda + Maen | [ae — EL о, 
А s 


+ Qu —5) Bujas RER) 


式 中 А, S, PRIOR (9.7.4) 形式 的 微分 算 子 ,而 2,00) 和 дб) 
是 记忆 遂 数 , 必 们 部 由 实验 确定 ( 见 第 9.10 节 )。 记 忆 函 数 必 须 满 


* 390, 


BIZ 2S 88. BSE RAR RE ТИЕН (9.11.4) BO ART 
式 是 


Өлө (аа, 2) nut? (mt 2) 


(Kelvin-Voigt Ж? 
(9.11.7) in + a, Bu + Bmt = Amen Sy 十 Zumt 
(Maxwell 固体 ) 
ARARE ey Res ws thes ану Bas L, 和 pe 对 于 均匀 的 
等 温 固体 都 是 常 狼 ,对 于 非 均 义 固 休 它 们 是 X 的 函数 , 对 于 非 等 
温 圈 体 ,它们 是 温度 工 的 函数 ， 
(9.114) 的 其 它 特殊 形式 可 以 在 算 子 R, S, P 和 9 中 保留 不 
同 的 项 而 得 到 , 
在 非 热 的 问题 中 ，q = 0， 并 且 不 需要 涉及 s Яп n ВЖ. 
土 面 的 本 构 方程 是 对 于 可 压缩 固体 的 .对 于 不 可 压缩 固体 ,我 
们 令 2, = 0， 并 在 这 些 方程 中 用 一 个 末 知 压力 项 一 p(X，:) 来 
代替 12, 和 lade. 
应 变 -位 移 关系 ARAN iu 与 位 移 wt 的 关系 为 
(9.11.8) 226 一 иы 十 tas 
场 方程 位 移 场 ащ (911.2), (9.11.8》 和 《9.11.4) 到 
《9.11.7) 中 的 一 个 联 立 而 得 到 的 场 方程 组 所 制约 。 我们 已 经 了 解 
《参见 第 9.7 节 ), (9.11.4) 可 以 过 渡 到 泛 函 形式 (9.11.5)， 上 反之 亦 
然 。 因 此 ,我 们 给 出 利用 (9.11.5》 而 得 到 的 场 方程 
(9119) (+ edura ника 十 PC —@) 


+ ове] — 


+ ase 0) Pash) ш mo 
as 


在 曲线 坐标 的 情况 下 ,(9.11 9) 的 矢量 形式 可 用 第 6.6 节 中 要 
FARR, RI 
(91110) (h+ 2ш VY ч аху хи plf — ü) 


ETIRI 


+ ао оос Отту - BO 


— aG )уху х PKO) asmo 


对 于 当 < 0 时 物体 的 状态 是 无 变形 和 无 应 力 的 问题 ， 这 些 积分 
AUF RABE КЕЖЕ. 

WARE 通常 的 一 组 边界 条 件 是 
《9.11.11》 = EH Е р 
ил) ==» же, 对 所 有 的 
式 中 s 是 在 物体 表面 Z 一 S#,+ S°, NS. BY LAER 
面 力 ,而 wi 是 在 其 余部 分 ,上 给 定 的 位 移 场 ， 也 可 以 有 其 它 
的 “混合 -混合 ”型 条 件 ( 参 见 第 6.5 节 的 脚注 )。 所 有 可 能 的 边 
界 条 性 必 须 与 存在 性 和 唯一 性 定理 相 容 。 这 样 一 些 定 再 最 近 已 由 
Breuer 和 Onat [1962] 以 及 Gurtin 和 Sternberg £1962] 所 给 
H. 

初始 条 件 通常 的 一 组 初始 条 件 是 
(9.11.13) wt, =x) р 
(9.1114) ax, 0) =o) EX th 
lb, ТЕЎ ДЕ Ж-А] УЕ SE Ek ch {у ЖИ A eI ЭЖЕ ЯТ 
要 求 的 边界 条 件 和 初始 条 件 下 ,求解 三 个 偏 微 分 方程 (9.11.9) 的 
Їй. —Н 被 确定 后 ,我 们 就 可 以 通过 (9.11.5) 和 (9.11.8) 让 
Яу. 

种 向 腊 性 固体 对 无 初始 应 力 (ax = 0) НО RARER, 
应 力 本 构 方程 《9.6.25》 简化 为 


(9-11.15) ты = amage。 十 f Yim G — s) 8004, 
= ‹ 


在 这 种 情况 下 , 场 方程 是 


(91146) oynatan | Tua 0) Š заа 
б ‘ 


+ об ш) = 0 


*391+ 


HEEE ”对 于 各 向 同性 固体 ， 唯 一 的 差异 表现 在 应 
力 和 热 的 本 构 方程 上 。 它 们 的 形式 为 
(941.17) = 786 + 1.2,8u 十 28.8 


+ f Jec =s, T) Bak) du 


+ u(t—s, T) Pals) ds 
Os 


(9.11.18) 44 = ЕТ 

式 中 C), ACT), aKT) 和 СТ) БЕТА, 2G, 
T) 和 жб, Т) R t 和 了 的 函数 ， 对 于 热流 变 简 单 物质 ， 利 用 
时 间 标 尺 的 改变 (9.10.31), 我 们 就 可 以 根据 在 固定 温度 上 的 值得 
到 在 给 定 温度 了 上 的 任何 类 弹性 模 量 《参见 〈9.10.32))。 为 了 方 
使 ,在 热 粘 弹性 问题 的 解析 研究 中 ,可 以 利用 这 样 的 时 间 变 量 的 变 
Ж. 

对 于 Kelvin-Voigt 固体 ,方程 《9.11.17) 取 特 殊 形 式 


(9.1119) te = BT y + (at а, 2) ndu 


+2{ж + m 2) ey 


RP 8, lo pe А, 和 п, АЙЛУН. 

对 于 高 阶 变 率 相关 的 物质 ,我 们 有 公式 《9.8.32)。 现在 ,平衡 
方程 要 用 热传导 方程 (9.8.31) ЖЖ. ТД, РАНЕНИ, 
线性 粘 弹 性 理论 的 场 方程 是 
(9.11.20) — ET + Q, + eur + неа 


+ | „о 5 T)+ uta, T) = 
ОН Bunks) 
+ le — 55 Т) Se bas 


+ е — a) = 0 
(91121) ~ eur? — BT otra + OT a) + ph = 0 


ЫНЫ 


边界 条 件 和 初始 条 件 《〈9.11.11) 一 (9%.11.14)》 要 用 下 列 条 件 来 
补充 : 


(9.11.22) Gna HY, R 

T=T, Ж 97. = 97 — S, k 
以 及 
(9.11.23) TH, D=T(x) ЖУ Ib 


AP da» Т, 和 T° 是 给 定 的 ， 型 如 《8.4.28) BUSH 
合 条 件 也 是 可 能 的 ， 

热 熙 弹性 流体 关于 热 粘 弹性 流体 的 本 构 方程 和 热传导 方 
程 ,请 参见 第 99 节 。 关 于 非 线性 Stokes 热流 体 ， 请 参见 第 5.7 
Ў, 


912 ”对 应 定理 


对 于 边界 与 时 间 无 关 的 线性 粘 弹性 固体 的 所 有 边 值 问题 的 解 
都 可 由 对 应 的 弹性 理论 间 题 的 解 来 求 得 。 这 就 是 对 应 定理 ， 这 个 
ERAREMA. 我 们 对 非 热 传导 固体 给 出 这 个 定理 ， 它 可 以 很 
容 艺 地 推广 到 热 粘 弹性 理论 中 去 。 

我 们 假定 ， 在 时 刻 = 0 之 前 固体 是 未 被 扰动 的 ， 对 满足 
《9.11.13》 和 《9.11.14) 的 《9.11.10) 进行 Laplace 变换 。 于 是 
(9121) МС + 2a DIW9 ü — (¿VXV Xü 

+ of F* — ü + te t+ wv) = 0 


式 中 
(9122) UCC) =. + АС) PCE) = x рар) 
(9.12.3) eF* = pf — [2.(5) + 2a. (DIVV: ш 

+ п‚(}ухухч 
字母 上 的 一 横 表 示 Laplace 变换 ,例如 


(9.124) a(x, 0) = Fat, егей 


假定 S ЖЕТЕН, AETA (9.11.5) 给 出 的 tw， 则 边界 
gi (9.11.41) Fil (9.1.12) 的 Laplace 变换 为 
+3946 


(9.12.5) TACO dab (t) Gb, + ñ.) == Tr ЖЕ S, L. 
(9.12.6) а = Da EE 
式 中 
(9.127) THES + [A CG) 8r + тС) (ul, + tla 
JE (9.12.1) Я] (9.12.6) 与 弹性 理论 的 对 应 方程 的 Laplace 变换 
进行 比较 就 可 得 到 

对 应 定理 ? ”线性 各 向 同性 粘 弹 性 理论 的 任 一 湿 盒 边 值 间 
шй ДЕНЕ 与 时 间 无 关 Жш ЕШ) Laplace SES 
在 其 中 把 lo ЕЖ В 分 别 用 200), ule), FP 和 Thee 
Ж PITAL АУА A. 

АА, 为 了 求 得 在 时 间 定义 域 上 的 解 ， 我 们 还 须要 对 所 求 得 的 
解 作 逆 变 换 . 现 在 已 经 清楚 了 利用 弹性 理论 的 各 种 问题 的 已 知 钥 ， 
我 们 就 可 以 构造 粘 弹性 理论 中 的 对 应 问题 的 解 。 一 些 说 明 性 的 例 
子 将 在 下 面 的 各 节 中 给 出 ， 

重要 前 是 要 注意 到 ， 对 应 定理 不 适用 于 具有 时 间 相 关 的 边 表 
的 面体 。 这 是 因为 在 这 种 情况 下 ,不 可 能 求 得 边界 条 件 的 Laplace 
变换 ，。 例 如 ,在 一 个 刚 球 压 紧 粘 弹性 周 体 的 压 痕 问 题 中 ,接触 表面 
的 边 异 线 是 随时 和 韶 而 变化 的 。 在 这 种 情况 下 ， 载 荷 和 或 变形 的 历 
REE Z, Leh, Z, 却 是 随时 间 而 变化 的 ， 对 应 定理 
不 能 应 用 于 这 样 的 问题 ,但 却 可 以 应 用 于 所 有 其 它 的 边 值 问题 中 ， 
尽管 如 此 ,一 般 说 来 ,要 实现 上 述 蔡 换 后 所 得 到 的 弹性 理论 问题 解 
的 逆 变 换 还 是 非常 困难 的 。 积 分 的 反 演 要 求 在 复 平面 5 上 作 围 道 
积分 ,并 且 常 常 包含 一 些 复杂 的 奇 点 。 因 此 ,不论 对 应 定理 提供 的 
工具 如 何 , 解 的 逆 仍 是 一 个 很 难以 计算 的 问题 。 

必须 指出 ,为 了 构造 对 应 定理 ,也 可 以 用 Fourier 变换 来 代替 
Laplace 变换 ,例如 
(9.12.8) BCR, 四 一 人 а, еде 


O AMHR HAI Alirey [1944] 给 出 的 -这 个 结果 和 其 它 一 上 不 考 天 初 
凤 条 件 的 改进 可 以 盆 看 Lee [1955] 和 Sternberg T1964]. 后 一 参考 文献 
授 述 了 类 似 定 理 的 演变 过 程 ， 也 可 以 其 外 Biot [1965 p. 349]. 
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在 这 种 情况 下 ,不 能 考虑 初始 条 件 ,我 们 只 能 处 理 所 谓 稳定 态 
问题 。 除 此 以 外 ,上 述 定 理 仍然 成 立 , 当 然 ， 这 时 我 们 要 在 所 有 函 
数 中 把 Laplace 变换 的 变量 5 都 必须 换 成 一 各， 例如 ， 我 们 写成 


C9.12.9) ө) аан te VT 
Fourier 变换 的 道 变换 为 
(9.12.10) Ко - 4 7 releda 


通过 对 (9.11.6) 和 (9.11.7) 的 Laplace 变换， 我 们 得 到 
下 列 Kelvin-Voigt 和 Maxwell HHJ IC) 和 иб) 的 特殊 形 
式 : 

М =» + 02,5 


(91211) (Cz) ы CKelvin- Voigt) 
[д = x, 十 x, 
иу = йел H + н, _ t 
(9:12:12) EH 28, За, T+ 28, 
и) == Сез. (Maxwell) 


这 里 的 des Hes Фу no Oms Sms V, 和 nm 都 是 常数 。 


9.13 £T Jf 


为 了 说 明 间 题 ， 在 本 节 中 我 们 给 出 两 个 简单 的 解 。 这 些 间 题 
涉及 不 计 惯 性 效应 的 粘 弹 性 固体 的 变形 .这 样 的 解 称 为 氢 静 力 解 . 
在 粘 弹性 束 论 中 ,没有 纯粹 的 静 力 问题 ,因为 在 本 构 方程 以 及 平衡 
方程 中 都 是 与 时 间 租 关 的 .然而 ,对 于 变化 缓慢 的 固体 ,惯性 项 可 
以 不 计 ， 主 是 问题 可 大 为 简化 。 这 些 解 还 可 应 用 于 里 变 试 验 和 松 
弛 试验 中 。 

С) 承受 均匀 压力 作用 的 学 空间 。 我 们 假定 在 “一 0 时 ， 
均匀 压力 eG) 作用 在 半空 间 * > 0 的 平面 边界 x 一 0 上 . RNA 
望 确定 在 时 刻 *， 企 一 位 置 x 处 的 应 力 场 和 位 移 场 ， 由 于 问题 的 
对 称 性 ,在 任 一 * == 常数 的 平面 上 各 点 的 变形 都 是 一 样 的 ， 于是、 
对 于 位 移 分 基 .我 们 有 ws = ur), u, 一 ws 一 0， 而 且 问 题 是 
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一 维 的 ， MATER SA, WEE 一 0 以 前 无 应 力 和 无 变形 
的 固体 ,方程 《9.11.9) 简化 为 


(9.13.1) (he +20) = + f {ae ғ) 
Ox J 
— 1 Oa 8) у, 一 
Ta 0) аә T 
并 满足 边界 条 件 
(9.13.2) tes = Q, + 2) 


ди. 
Әх 


+ f IG) 


at 
+ 2,G ~s)] Pu) Das 


一 =p 在 * 一 0 上 
我 们 对 * = co 处 的 条 件 不 作 规 定 .〈9.13.1》 和 《9.13.2》 的 
Laplace 变换 分 别 为 
(9.133) PA Ding 

dst 


база) (2G) + tale] HO) = EO) 


式 中 加 在 基 上 的 一 横 表示 Laplace 变换 ,是 变换 变量 ,而 且 
(9.13.5) ACE) =, + Дф), и) = + ДАС 
在 《9.13.4) 的 条 件 下 ，(9.13.3) 的 解 是 


9.13.6 a, = E a 
өзө Taye у “ФО 


式 中 G (O 是 二 的 一 个 任意 函数 ， 应 力 场 的 变换 由 《9.11.5)， 
(9.11.8) 和 《9.13.5) 求 得 , 即 


i. Bi 2) 
бл) bes P(E)» Pyy = š, ур + 2a) РС) 


s 
结果 (9.13.6) BI (9.13.7) 在 形式 上 分 别 与 弹性 理论 中 的 对 应 问 
RE (6.7.3) ЯП (6.7.4) AL, AA, RBM RE RRB, ЖН 
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(9.13.6) 和 《9.13.7) 的 Laplace MARK, 即 可 求 得 位 移 场 和 应 力 
场 。 形 式 上 ,通过 卷 积 定理 ,我 们 可 以 写 出 


a(x, у= — (ue — Өр) + СМ) 


(9.13.8) yy = ty = — | TG — pC)ads 


ha = PG), tay 一 pe 一 ta 一 人 
式 中 
UG) = {те 


(9.133) UE) + 2300) 


TO = ray til 

这 里 LH } 表 示 在 { } 中 的 量 的 Laplace Wie. 问题 在 形式 上 
是 完整 的 ， 但 是 ，〈9.13.9)》 的 反 演 所 湿 出 的 工作 在 不 知道 4.) 
ЖС аг) 的 特殊 形式 时 是 不 能 实现 的 ， 作 为 说 明 , 我 们 给 出 下 列 
Kelvin-Voigt 模 青 的 特殊 解 。 

Kelvin-Voigt 模型 ”在 这 种 情况 下 ,由 《9.12.11), 我 们 有 
(91310) AC) St 6, PCE) = pt E u, 
AP ce Al р, MEEMI. H (9.13.9) 


Кайа F Zee ~ жо; жш! 


(9.13.11) oF 2, 


=L 4+, __ 
r= k + 2, + GQ, + n! 


— Fete — Ана) ыл ode 


Ge + te? i iu? 
这 里 7 是 时 间 常 数 , 定 义 为 
= t 2а, 
(8.13.12) тесу" oe 


而 20) Ж Dirac delta 函数 , 它 其 有 性 质 
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wo = 
a = { 0 weed 
(91343) Ë 
[7 воо = FCO) 


BH FO EMEREK. МАЯ), АИЫЗ а 
HAREM BM” Е атава “GR, з 
函数 算 子 应 用 的 合理 性 ,请 参看 Schwartz [1950]. 

把 (9.13,11) 代入 (9.13.8), 并 注意 到 这 些 积 分 的 下 限 是 07, 
则 可 导出 


та (обет =C ~ Dela 


а, 
— ple) 
ЫЫ” 


w(x, t) = — 


(91314) rw tee 一 


= Gete tend CORD 


REM T ORB. 

Gi) 承受 内 压 作 用 的 柱 形 管 对 应 的 弹性 问题 的 解 已 
(68.6) 给 出 .这 里 ,没有 外 压力 Cp 一 0), 并 且 我 们 记 p = мә, 
н (6.8.6) 和 对 应 定理 ,我 们 就 可 得 到 粘 弹性 问题 的 位 移 场 的 变换 
为 

alr, р = BD OY: 5) 
(9.13.15) 200 — а?) АС) + н) н 
но = и, = 0 
H (6.8.7) 所 给 出 的 应 力 分 量 te 和 too 对 于 这 个 粘 弹 性 问题 仍 
然 成 立 , 因 为 在 这 些 分 量 的 表达 式 中 不 出 现 物质 模 量 。 但 是 ,对 于 
Тал 粘 弹 性 问题 的 相应 变换 为 
a apg) 
(9.13.16) ¿= wow’ 5 £ W, 
AT RARE (r, Р) 和 tales D, АЖ 
(9.13 15) Яп (9.13.16) 的 道 。 对 于 Kelvin-Voigt 模型 可 用 与 问 
#й (0) ЗАА К. ARA 


s 399 < 


ur, t= G os 5h | [二 一 РЕА 


lot а, 


+ әз] мой 


(9.13.17) THe 


tary 一 РО) 


ка | F н, 


w Ж] _ 
+ + [төен] 


Ah 和 z, 是 由 下 式 定义 的 两 个 时 间 常 数 ; 


(9.13.18) n= Lt z n= 
Жш He 
жЩ, RABBIT Ae EL HAG Rihu ЕЕ Ж ЖИЕН 
Bic hit АУ Н есе А 
9.14” 波 的 传播 


用 和 第 6.10 节 中 相同 的 方法 , 我 们 可 以 把 位 移 场 和 体力 场 分 
为 标量 势 和 矢量 势 两 个 部 分 ; 
(9.141) a vot XG, f = —Vz — Vxh: 

Vibav-h=o 

WRON ó 满足 方程 
(9.142) (WS — G = pp — gola, 0) — d(x, 0) 
(9143) cK OW XV Xd — Br rh, 0)—A(x, 0) 
则 矢量 形式 的 场 方程 〔9.12.1) RWE. 
式 中 «К = UE) + 280) 
c(t) = ACE о 
G) = ax, t) + o LCE) + 28,00) Фк, 0) 
AWD = hx, 0) — оза,(руухухф(х, 0) 
如 果 我 们 分 别 用 AC), Cc), G m A RE a, d, z Fh, 
则 方程 (9.14.2) 和 《9.14.3) 与 对 应 方程 《6.10.5) A (6.10.6) 的 
Laplace 变换 是 相同 的 ， 这 也 是 对 应 定理 的 一 个 简单 的 证 明 。 

但 是 ,我 们 要 指出 ， 除 非 初 始 条 件 Ф(х, 9) 和 ф(х, OB 


400, 


(9.14.4) 


知 ,否则 G(r) 和 НС) 仍然 是 来 知 的 ,因为 已 知 щх, 0) 并 不 
Be CCH AIS ада 
对 于 稳定 家 的 问题 ,初始 条 件 是 无 关 紧 要 的 ,而 且 使 用 Fouri- 
er 变换 更 为 方便 。 此 时 ,只 须 用 一 jw RE 5， 并 令 a(x, 0)= 
0, p(x, 0) 一 0 即 可 得 到 与 《9.14.2) 到 (9.14.4) 对 应 的 方程 。 
另 一 方面 ,对 于 体力 为 零 的 周期 解 RNE 
(9.14.5) b= paei, $ — pa) 
因此 ,在 这 种 特殊 情况 下 ,要 使 (9.11:10) 得 到 满足 ,必须 有 
(9.14.6) hlo) h + wh, == 0 
(9.14.7) оуу XY Xó, + ath = бу, ф — 0 


式 中 
сКо) = [2Go) + 2ulw) Ve 


lo) = и(о)/о 


(9.14.8) о) = 1, + io ена 


кб) = wat io |, „(Юеш 
下 面 我 们 来 给 出 几 个 特殊 解 。 
G) 无 旋 平面 波 ”在 这 种 情况 下 ,只 一 0 我 们 要 决定 
(9.14.6) 的 解 。 这 个 方程 的 基本 解 可 以 写成 
(9143) 和 一 ezp[ 一 ipt(o)zt， i = МТ 
AH go ЖЕК, Ра) EARE. H (9.14.9) 代入 (9.14.6), 
我 们 得 出 Раба) 必须 满足 的 方程 
(9.14.10) о) аура) + ot = 0 
ЖП ИЖЭ AMIE Pho), 100) 和 plw) 表示 成 
Ри) 一 Pi(o) — iP) 
(9.14.11) о) = Мб) + й (о) 
woo) = або) + іа) 
AH Pilo), Palo), 1Co), 4:00), (e) 和 або) BES. 
Jn (9.1411) RA (9.14.10), Я) (9.14.8), SPE (9.14.10) 
PUSAN рчс ЕЕ. RIEA 
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Гао) + 2а Сю) 10Р — у + 20400) 

+ Ta) IP, + P, — ра? = 0 
Сао) + 2ш(в)1 (Bi — Р?) — 210.0) 

+ 2m(o)jP > P, = 0 
ШЖ P, 和 P, #0 ЖИ ё 已 知 ， 则 上 述 方程 对 于 确定 P, 和 
P; 的 大 小 是 充分 的 ， 假定 е 和 e; 分 别 是 P, 和 P, 的 方向 上 
的 单位 矢量 ,并 县 РЕ 


(9.14.12) 


(9.14.13) е:е 一 cosg 
我 们 还 可 以 定义 无 旋 波 的 相 速 度 с, MERRY о, 为 
(9.14.14) Р, = [w] calo) le, P, = aloe: 


由 《9.14.12)， 我 们 可 解 得 ce 和 a, 为 
(9.14.15) calo) = (21260) + 2ибо)| соз возів As} BCA, В) 
обо) = Гај c Ga) J BCAs, В) 
式 中 
‹9.14.16) BA, В) = (1 + саАшсоз?8)!? — CotAi соз 
A, 称 为 损失 角 
(9.14.17) tan [A.(e)] 一 [lz(o) + 2(e))]/[2,Go) + 2ra(o)] 
对 十 名 能 负 值 ,可 以 证 明 
сабо) = cala) > 0, aala) maw) > 0 
因为 co 是 实 的 ,所 以 8 必须 满足 
[81 <=/2 
ЖЛ (9.14.15) 所 给 出 的 clo) 和 ao), RAM a 可 以 
写成 
ёа А 
(9.14.18) а= 一 (= e, + ое, Jaep [ic (: 


= s ) ae. x] 
Ca 


这 里 和 ТЕВНО, е Me 是 单位 矢量 ,它们 满足 约 东 
е,+ e; = созӣ > 0 


在 特殊 的 情况 下 ,8 = 0, e = е, (9.14.18) BL 


-Ae 


йо 5 x 
人 КС - 3- sa] 
u, =u, = 0 збы эы 

' 这 里 的 e, 沿 * 方 向 ,对 于 6 一 0 的 请 况 ， “ ‚ж a 也 大 为 简化 
e = ДАК) + 230) | fp} secda 2) 
©, = Gof ca) ian (А„/2) 
8 一 0 的 波 有 时 称 为 "简单 无 旋 波 "。 显然 ,在 这 种 情况 下 , 波 的 传 
摇 方 向 和 衰减 方向 是 相同 的 .但 在 8 去 ORE, RAY 
HABA, 

GD FRE 。 对 十 这 些 波 ,$ = 0, 而且 内 (9.14.7), 
基本 解 的 形式 为 
(9-14.21) фу = doexpl —20боўх‹1 
式 中 的 ф 和 Qo) BEAM, CIRE 
(9.1422) ~22(@) O1() Oil) + w= 0; $r: Q = 0 
如 果 我 们 令 
(9.14.23) Q = 0,00) — (0) 
并 利用 (9.14.11), WE Q, 和 Q, 两 个 矢量 之 癌 的 夹 角 已 知 
的 情况 下 , 我 们 就 可 得 到 两 个 与 《9.14-12》 类 似 的 求解 |О 和 
ІО 的 方程 。 应 用 在 无 旋 玻 中 所 使 用 的 同样 方法 , 即 可 得 出 方程 
的 解 。 这 里 我 们 只 给 出 最 后 的 结果 


(9.14.24) u= – k “+ ободе) хф, 


(9.14.20) 


АО) 


ei xy . 
. el 人 (一 2-3) ве, *] 
式 中 的 ф 是 满足 (9.14.22) 的 一 个 任意 的 矢量 , 而 e, 和 e, 满 
Е 
(9.14.25) e+e. = созӣ > 0 
eco) 和 або) 由 类 似 于 (9.14.15) 的 方程 给 出 ， 这 时 在 方程 


1) Hee Lockett [1962] 所 给 出 ， 他 还 研究 了 由 平面 边界 的 散射 问题 ,其 
a ASE Ei MAG TERT, e = е, 


өз. 


(9.14.15) 中 要 分 别 用 або) 代替 o) + 260), A A 和 
В(д.,8) RE A, 和 BCA, В), 这 里 
tan Alw) = ш бо)/ або) 
B(A,, В) = (1 + cot’, cosi#)"”? — cotA, cosg 

当 8 二 0 时， 我们 再 一 次 得 到 “简单 等 容 波 "的 特 殊 情 况 。 在 
这 种 情况 下 ，e =e, M (9.14.24) 简化 为 
(91427) (и., пу, н.) = (0, dors Ф) 


х Ë = + 69] 


x exp [io (1 = ЗЕС7 
这 里 我 们 已 假定 e 是 沿 * 轴 正 向 的 在 这 种 情况 下 ,< Mo, 简 
化 为 


(9.14.28) 


(91426) 


с, == | ибю)/о|весСА,/2) 
ot, 一 (of сусап (A,/2) 
此 时 ; 波 的 传播 方向 和 衰减 方向 又 一 次 重合 . (B: #5 0 bh 80; 
就 不 是 这 样 的 了 . 

这 两 个 问题 的 解 表 明 ， 在 粘 弹性 介质 中 的 平面 波 的 传播 是 以 
存在 与 传播 方向 不 同 的 赛 减 方 向 为 特征 和 的。 除了 所 谓 “ 简 单 小 "的 
情况 (е = е) 以 外 ,这 是 个 一 般 的 结论 。 


9.15 Kelvin-Voigt 固体 和 Maxwell 轩 体 中 一 维 波 的 传播 


诸如 Kelvin-Voigt 固体 和 Maxwell 固体 这 样 特殊 的 粘 弹 性 
模型 ,在 实用 上 受到 一 定 的 限制 。 但 是 ， 它 们 在 数学 上 比较 简单 ， 
而 且 在 求解 波 的 传播 问题 中 ， 对 这 些 男 体 中 波 的 讨论 具有 定性 的 
和 直观 的 价值 .六 里 我 们 给 出 在 Kevin-Veigt 固体 和 Maxwell Hl 
体 中 的 波 的 论述 。 

对 于 一 维 波 , 我 们 只 有 一 个 不 为 零 的 位 移 分 量 , 即 ， 

(9.15.19 u m= ulz, D, = a = 0 
G) Kelvin-Voigt 国体 = 在 这 种 情况 下 , 场 方程 C112), 


* 104， 


(9.11.6) # (9.11.8) 简化 为 


On дщ дш 
9.15.2 fF + 2k —— — = т 
9152) Фоа t адр Әә 
式 中 
(9.15.3) = (ey, k= 2, t 2, 
р 2p 


4, 和 m 是 常数 。 此 时 应 力 分 量 为 


iu = [++ а, + 2nd д | 89 
£ 


Ox 


a 
(9.15.4) Iy = rt = (a +1, 2) ra 


fry bye tee 0 
ФПИ НЕКЕ НЕ, BAS ty 一 fs 一 0， 并 用 对 应 
定理 来 修改 〈9.15.3) 和 《9.15.4), 在 这 种 情况 下 , tss 的 Laplace 
变换 ,的 形式 为 
和 Ег, 
式 中 E h (9.10.12) 给 出 ， 在 4./ м 一 4。/ н, 这 样 一 类 特殊 的 
物 压 (通常 用 于 解析 工作 ) 中 ， 互 取 简 单 的 形式 ,于 是 z, 的 表达 式 
与 分 别 用 
— GL + 2 ш G2, + 2 
(9155) E= Š + 20) m Е, = Š £ = Р 
代替 1. 二 2pe 和 А, t+ 2р, Ч (9.15.4) 相同 。 
(9.15.2) 的 平面 谐 波 解 具有 下 列 形 式 : 
(9.15.6) и = Uexp[i(wt — Ах)1 
式 中 的 U, o ЯПА 都 是 常数 。 把 《9.15.6) КА (9.15.2) BHR 
于 ww 和 1 的 二 次 方程 , 即 
(9.15.7) ай — Lika — 1161 = 0 
我 们 讨论 两 类 不 同 的 问题 : (1) 波长 工 一 ?z/1， 从 而 ! 也 是 实 
Ж; (2) 频率 中 是 实数 。 
с) 波 发 是 实数 。 ”在 这 种 情况 下 , 闫 率 方程 的 解 是 
#4956 


w= iki’ +O, 
Q, = Wei — К) 
AM — FS 
(9.15.9) и = ехр(—Җ Ан — i2)[U exp (GQ, 
+ U,exp(—iQ,n1 

式 中 U, 和 U, 是 常数 。 我 们 来 观察 这 个 解 的 几 个 特点 ; 

(а) ще = 0 时， 我 们 得 出 无 阻尼 弹性 波 的 平面 谐 波 解 ， 亦 
RI, o/a = су 的 方程 (9.15.6)。 纯 弹性 波 以 无 旋 波 的 不 变相 速度 
с, (HR CBM Sc = Rew/Re4)， 而 且 对 于 所 有 的 波长 L = 2а 
1 和 频率 ,波幅 在 时 间 和 空间 中 保持 不 变 。 

《b》 由 于 《9.15.9) 中 存在 exp (一 A21) 项 ,其 中 > 0, 故 知 
粘 弹 性 波 将 随时 间 而 衰减 . 

(с) 烙 弹 福 波 的 频率 以 非 线性 形式 依赖 于 波长 (见方 程 
(9.15.8))。 这 表示 ， 不 局 的 波长 以 不 同 的 相 速 度 传播 。 这 个 现象 
称 为 弥散 ， 所 以 粘 弹性 波 是 弥散 的 。 

(ау 每 当 固体 的 内 部 粘性 大 到 足以 使 得 
(9.15.10) ГРАТА 
时 , 波 的 振动 特征 就 要 破坏 。 因 此 , SAR S/d, RMR 
个 值 时 , 波 将 不 是 随时 间 而 谐 和 的 了 。 

(e) 当 波 长 很 大 时 , 即 /et < 1 时 ,我 们 可 把 0, 近似 地 
表示 为 


(915.8) 


‘al 


Q, = he, + ОСА ef) 
于 是 (9.15.9) 可 近似 地 写成 
(9.15.11) и = exp(—Ats){Uexp[il(e — x)] 
+ U,exp[ ide + x) ]} 
所 以 ， 波 长 很 大 的 波 以 无 旋 波 的 相 速度 向 前 和 向 后 传播 。 这 些 波 
的 波幅 随时 间 以 指数 正比 于 波长 平方 的 指数 形式 衰减 。 
(2) 频率 wm 是 实 教 ”在 这 种 情况 站,(9.15.8) 关 于 4 的 解 为 


GCL + ike) 


(9.15.12) a 


*4062 


1, + 2, E, 
ЕЕЕ 


现在 记 
(9.15.13) = +00, ie) 
式 中 
оа [<= Нагуи + ц” 
”VE 1 + Bot 
(9.15.14) И 
а = r ja + L ул 一 ц" 
М? а 1 + Ret 


ele, = оја, = (VE [оу + Baby 
ta + Kea?) _ 112 
这 里 。 是 相 速 度 ， 显 然 ,对 于 很 小 的 ho, 由 这 些 表达 式 我 们 可 得 


9-2 |i- £ во Olia] 


(9.1515) ш - t [1 + OG) 
с 


cle = 1+ £ Ro? + O (Met) 


因此 ,对 于 小 的 Lo, ЖЕ с 一 of Q, 几乎 与 在 纯 弹性 固体 中 的 
с Жн]. 但 是 , 波 却 以 正比 于 07/20, 的 衰减 因子 成 指数 规律 地 
衰减 。 另 一 方面 , UP RRO, ko >1, m (915.14) 给 出 
Q, = m = (0/2607) 

{су = Ою)" 

ARBER E o 的 非 线性 函数 ,所 以 波 是 丈 散 的 。 对 于 弥散 波 , 定 
MRE ¿, 为 


(9.15.16) 


Ж ЕЛЫЙ, ALA LAG НЕНЕН EE. ТА e= ол, 


1) 关于 群 速度 概念 的 评论 和 发 展 * 清 参见 Whitham [1961], 


++ 


所 以 我 们 也 有 
(9.15.17) cell -egy 


对 于 这 种 情况 ,利用 〈9.15.14),， 我 们 可 得 
(9.15.18) e fe, = (efe) (1 + 0?) (3 + Bo? 
L G + быу" 

相 速 度 “,， 群 速度 c 和 衰减 因 于 a 作为 ko 的 函数 绘 于 图 
9.15.1 中 。 对 于 很 小 的 《mo， 我 们 得 到 es 一 ct， 对 很 大 的 uo， 
c 一 2c 一 20 V2hw .显然 ,这 在 物理 上 是 落 雇 的 ， 因 为 这 意味 
着 ,由 无 限 短 的 波长 的 波 所 构成 的 波束 将 以 无 限 大 的 速度 传播 .我 
们 注意 到 , 当 ko RAR, a 也 很 大 ,这 表示 高 频 波 很 快 地 衰减 . 
于 是 , 随 着 ko 而 趋 于 无 限 的 ce 在 物理 上 是 没有 意义 的 。 

Gi) Maxwell 固体 这 类 固体 的 本 构 方程 由 (9.11.7) 中 给 


7 T A 
Н | m 
0726 
6 2.2 
| 
5 _. egio 
Z 
РА 
4 7 
gl А ee 
/ 一 
/ fer 
Й 一 


һе 


图 9.15.1 Kelvin-Voigt 固体 的 相 迪 度 co MRE 
с, 和 误 减 因 于 а, (318 Davies [1956]), 
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Ш. 对 于 om 一 0 ИННИИ ARAL ХОВО. EER 
动 中 ,除了 tu =з. 外 ,其 它 的 m 0, T t 的 本 构 方程 为 


， | Za 
(9.15.19) dee 十 28м, = Gmt pm) 929; 
ETA 
(9.15.20) tar = Техр[ (ои — 1х)1 


и = Оехр[ Конг iz)] 


RA 69.15.19), 3 SUR) TU К, ДИФ 


(9.1521) т = бе + Pedi 
io + 28m 

把 (9.15.20) 代 人 一 维 运动 方程 

Biss ou o 

Өх Ө? 
我 们 得 到 
(9.15.22) та + pwU — 0 
把 (9.15.21) 代 人 上 式 , 得 到 频率 方程 
(9.15.23) lat — 28,0 — СА?) = 0 
AH! 
/tnt шү? 

(9.15.24) n= (2 ) 
是 与 无 旋 弹 性 波 波 速 对 应 的 速度 ， 


下 而 我 们 对 实数 4 和 实数 两 种 情况 分 别 研究 (9.15.23) 的 
їй, 
1 波长 是 实数 。 ”在 这 种 情况 下 ，(9.15.23) 的 根 是 


(9.15.25) = 0, o= йы оь 
式 中 

(9.15.26) bg = (ORR 一 pt 
三 是 位 移 场 由 下 式 给 出 : 


1) 应 变 状态 由 《9.10.13》 给 出 ,这 相当 于 通常 的 束 理论 的 近 个 。 


„шю, 


(9.15.27) w= exp(—8_t — іж) exp (йот) 
十 Usexp(—itwnt)] 十 Usexp( its) 
除去 驻 波 解 (系数 U3)， 这 个 解 的 特点 是 : 


Са) 平面 谐 波 随时 从而 衰减 , 当 波 长 很 小 《ch4 > 4%) н.ш! 


尼 系 数 依赖 于 波长 。 

(D) HEK ¿< lw 时 , 波 的 振动 特性 消失 ,这 里 
(9.15.28) Jer = Bl Om 

(e) 当 波 长 很 大 , 即 4 Dte Bf, o, 及 “可 近似 表示 为 
(9.15.29) Фа == cml 十 0042,7 42) 
(9.15.30) и = exp(—BR,t — i¿z)[U,exp(e c, 1r) 


+ Usexp(—icmtt)] + Шехр(—4їйх) 
(d) 当 0, = 0, сь = а A Us = OF, АЕ AE, 这 
后 -- 条 件 是 由 于 在 这 种 情况 下 ,本 构 方 程 〈9.15.19) 是 Нооке 定 


律 的 安 率 而 得 到 的 . 
2. 频率 o 是 实数 由 方程 《9.15.23)， 我 们 解 出 
(9.15.31) 2 = £(O,— io) 
式 中 
Q: = {+ 48077) + три 
49.15.32) ДЕ 
= = oe [G + bie) — 18 
2с, 
WARE сн FAH H: 
с а 


эл5) £= = Мз га + pho)? + улг 


Cm Cn? 
由 这 些 结果 我 们 看 到 , os 28, IRAN, BRI ace 
Balm 与 频率 无 关 。 对 于 高 频 的 情况 , 相 速 度 c, TE Ч Даа 
4 十 2p 时 与 弹性 回 体 中 的 相 速 度 相同 ,在 低频 的 情况 (28, / 
о 1) 下 ,由 (9.15.32) 和 《9.15.33)， 我 们 得 到 

(9.15.34) в = М о] en, Clem = МТВ 

这 与 Kelvin-Voigt ЖАЛИЙ ЫЙ РЕ ҖИ, Yooh, 我 们 有 


ТСЕ 


a 一 0，c 一 0， 它 表示 虽然 这 些 波 不 衰减 , 但 它们 也 不 移动 这 一 
事实 。 

由 (9.15.17) 算得 群 速度 с, 
(9.15.35) mr [1 + (I apo 

сь om 

WET, fen 一 2W aloo, ХД, ce, 1. 

相 速度 “， 群 速度 с, MERAT а 与 0/28, ЗЕЯ 
9.15.2 中 。 群 速度 在 о/28 ~ 0.57 处 有 最 大 信 (сае) 
1.08， 这 表明 波 阵 而 以 超过 cm 8% 的 速度 移动 。 


12 T _ 
parh clem 
1044 == 一 一 
| 
vel 


Ф{28л, 


9.15.2 Maxwell 固体 的 相 速 度 <， 群 速度 c, 和 
RMAF а, ( 引 自 Davies [19561) 


在 这 里 必须 指出 ，Kelvin-Voigt 模型 和 Maxwell 模型 在 所 
有 的 频率 范围 内 都 不 能 近似 为 线性 粘 弹 性 物质 。 为 了 得 到 一 个 与 
实验 更 好 符合 的 关系 ,对 其 它 的 模型 也 作 了 研究 。Hillier [1949] 
和 Kolsky [1953] 讨论 了 在 一 个 标准 线性 固体 中 波 的 传播 . 这 个 


模型 由 下 列 形式 的 本 构 方程 来 描述 ; 
8 > [7 
(9.15.36) (=+ 2) mbu tie tn) n 


и, 


i 8 ya ( 8 y: 
= L + 1, SJE By + 2 + z, z ) °. 
( а; “ Т А, a: / “t 


它 把 Kelvin-Voige 模型 和 Maxwell ЖЖЖИ ЕК Sr ER. 

尽管 在 适当 的 频率 范围 内 ， 这 些 模型 也 只 给 出 很 少 的 定量 结 
果 , 但 是 这 些 努 力 在 揭示 粘 弹性 波 的 行为 上 还 是 富有 成 效 的 . Ко- 
Isky 的 实验 结果 已 未 于 图 9.10.3 中 (参见 第 9.10 节 ), 该 图 给 出 聚 
乙烯 的 情况 。 企 图 根据 前 面 讨 论 的 简单 洽 型 招 理论 结果 和 实验 结 
果 联 系 起 来 是 不 成 功 的 ， 所 以 , 左 这 个 领域 中 ,近代 的 工作 是 转向 
利用 由 《〈9.11.9) 表示 的 一 般 粘 弹性 模型 ， 并 用 电子 计算 机 进行 计 
算 , 或 者 在 实验 工作 的 基础 上 近似 衰减 因子 和 相 速 度 ， 关 于 这 方 
面 的 讨论 请 参见 第 9.16 r, 


9.16 受 冲击 压力 的 半空 间 


在 这 一 节 中 ， 我 们 讨论 在 半空 间 * > 0 的 边界 * 一 0 上 受 冲 
击 夺 力作 用 的 边 值 问题 。 这 个 问题 的 解 只 须 作 极 小 的 修正 也 就 可 
RAPIRE x — 0 上 受 冲击 荷 裁 作用 问题 的 解 。 

在 一 维 空 间 方 向 上 的 粘 弹性 波 的 传播 的 控制 方程 可 以 由 
(ALD) Ф m= a= 0 和 нба, D = aCe, D 而 得 到 ,这 里 的 
“ 与 n 和 z 天 关 ,而 只 依赖 于 z = z. 于 是 有 
бле) +2) FH + „е -9 


Әй 

aC) Oy 

+2 
ДЕИС: 


SERMEREKN HS. 在 这 种 情况 下 ， 关 于 应 力 分 量 我 们 有 


fer = (Ae + 2н.) Еа + í. ЕАО) 
az to 


_ уу Ges), 
+ 2,G — 1 9:97 ds 


; РЯ 
(9.16.2) by Stee = 26 + („о s) o ds 


жя 


当 讨 论 在 杆 中 的 波 的 传播 时 ,我 们 需要 修正 (9.16.1) Яп (9.16.2), 
就 象 在 第 9.15 节 中 所 解释 的 那样 ,把 А. 十 ?we 和 д, 十 2, 分 别 
HR 

(9.16.3) E= (Ba, + 2 pe) te Е, = (32, + 2p) ae 


Ae + р а, + в. 

并 令 „—„ = 0. 半空 间 * > 0 在 初始 时 是 静止 的 。 

在 边界 x 一 0 上 加 上 下 列 任 意 一 个 边界 条 件 都 可 以 产生 波 : 

(а) 均匀 位 移 场 aC, г) 一 we) 

(b) 均匀 速度 #0, D = ww?) 

(с) 均匀 压力 talt, 2) = —polt) 

这 些 问 题 的 解 可 以 用 Laplace 变换 和 Fourier 变换 求 得 .我 
们 给 出 使 用 这 两 种 变换 的 例子 . 设 (z, 2) 是 ule, r) 的 Laplace 
变换 , 则 在 xx， 0у=а(х, 0) 一 0 的 条 件 下 ，(9.16.1》 Я (9.16.2), 
的 Laplace 变换 给 出 


(9.16.4) (ty E yamo 
ах? 
(9.16.5) Tas = pe) A 
式 中 
(9.16.6) (2) = «11 + (1 
(9.16.7) д = 26 ¿GQ = te 
n he 十 2 


因而 ,在 满足 问题 (a) 8] Сс) 的 边界 条 件 下 ，《9.16.4) 的 解 为 


(9.168) Hey 0-20 |- 25] 问题 (2) 


(9.16.9) Ce, D = HOT [= ZS] DERO) 

ху, O = EO „| t 
(9.16.10) ах, D Bp еч | z] уй (с) 
这 些 结果 的 Laplace 逆 变 换 给 出 在 时 间 区 域 上 的 解 。 但 是 ,除了 
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BERRETU ЖШ kusi RUAN. Ти 
两 个 特殊 情况 。 


G) Kelvin-Voigt 物质 ”在 这 种 情况 下 、a(Z) 是 个 常数 


¿(D = а = eh 22 
(9.16.11) az) L T lp 
所 以 

(9.16.12) С) = 1 + ak] 


对 于 这 种 情况 ,我 们 来 求 回 题 〈b) 的 道 。m(z ОЗЕ G), i 
以 根据 卷 积 定理 ，《9.16.9) 的 逆 具 有 下 列 形式 : 


(9.16.13) xzy 0) =a (ос, 1—o)de 


Ath G(x, г) 是 个 函数 , 它 的 Laplace 变换 为 


a 1 xt 
Флем) Ge, = Дет É - ЕР 
为 了 求 得 它 的 逆 , 我 们 引用 
(9.16.15) BO, 0) = G(z, 0) = sexp(—ys/V 1 + s) 

з= ар, у= хјас 

BRAT SPHERE (Morrison [19561). 根据 Laplace Æ 
痪 理论 中 的 一 般 结论 (Carslaw 和 Jaeger [1948，p，259])， 如 
Ж FCs) 和 G(s, n) SHE JG) 和 OG, л) 的 Laplace Bh, 
FE 
(9.16.16) ехр{ —nhs) es) = @G, m) 
a 


(9.16.17) LOLFLAGS) 1/2} = (Poe, Dida 
现在 令 
O= j ер —у/ #1, avs 


ÀG) = G — 19s 


Ж 


фб n) = 


_ k 


1_ exp | 
7] n 


Р 
бато 
s 


= е 


于 是 显然 有 
(9.16.18) FA) = Lew |- D] 


了 一 上 


= Bly, í — 1) 
J, m RA BE SP SB х 
(9.16.19) L BO, s— 1)} = е*В(у, т) = аС(х, De 
r= ja ` 
我 们 就 可 得 到 所 希望 的 解 . 由 变换 表 (Churchill [ 1958, р, 3281), 
我 们 有 


ко = Gerp (— È) 


17 = exp (- 1} = (т) cos (Vr ) 
因此 由 移 位 定理 


совл/4(т — 9) enHG — n) 


(r, з) = = 
өл fale = а) 
这 里 HG) 是 Heaviside 单位 函数 , 它 定义 为 
_T1 щас» 0h 
но) = Ñ 4 0 < 0 时 


把 1G) 和 ф(т, a) RA 09.16.17), H £ > 0 时 ,我 们 得 到 


因此 ,根据 《9.16.16)， 我 们 有 


+4156 


(9.16.20) — aG(x, ғ) = V(y, r) 


E cosa/ tnlr — 0) 


=le 
= k Маб = а) 


p 
x exp (a _ 2) dn 
4 


r= aija, y = хјас, 

BATE. VO, r) 刚好 就 是 由 时 刻 = 0: 时 ,在 平面 > = 
0 处 突 加 一 个 单位 速度 《Heaviside 单位 函数 ) 作用 所 产生 的 在 
(z, D 上 的 粒子 速度 。 为 了 求 得 在 任意 的 时 间 相 关 的 速度 作用 下 
的 同样 问题 的 解 ,我 们 把 (9.16.20) 代 人 到 卷 积 定理 (9.16.13) H, 
对 该 式微 分 可 得 到 粒子 的 速度 _ vx，?) 一 alr, 1), TN, 
(9.16.21) (хуз) = an(0)G(z, 1) + a се, t> s)ay(a)de 
根据 上 面 已 经 得 到 的 w(x，!) 和 Kelvin-Voigt 四 体 的 本 构 方程 ， 
我 们 就 可 计算 应 力 t. 或 者 ,我 们 也 可 以 对 下 式 求 逆 : 
(9.16.22) Bale, 0) ө а 0) С) exp ~rt eV Tree) 
ИПИЕ И ЕЭБ ОЧА ЕЕ НЦ s 一 0, 时 ,在 x = 0 处 一 个 
突 加 的 常 值 速度 vo OVE FBT ED 82 21, EKAT, P= 
volt, THA (9.16.22) 简化 为 


(9.16.23) tele, 0) W145 oo (- ye ) 
А priayo s Між 


saat, у= хав 


为 了 求 得 上 式 的 逆 , 我 们 利用 


besa) = om | (+ E 2)} = er 
; 


Ks = ехр(—у ғ) 


于 是 ,形式 上 
L ера) = ae) Маје nV nhar = Ча 
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式 中 alr) 是 Dirac 8 函数 ,而 J, 是 一 阶 的 第 一 类 Bessel 函数 ， 
移 位 定理 给 
plr, ч) = eae — 9) — Val — л) 
x nV tnlr =n) HC — n) 
4s > Ott RIL (9.1617), 我 们 得 到 


бє ena |- 2G О ]р— 1 ep (2r = È) 


sol Js Мет ar 
‘hiv =O] oy у 
f Sa «р (а z) a 


以 :一 1 代替 *， 则 移 位 定理 给 出 
(9.16.24) — 22 D 2 уу, т) et I exp (- z) 


PEW Var ат 
"V(r — 一 2 >= la 
\ Мез [ r A 1 "} 
在 原点 x 一 0 处 ,上 式 化 为 
(9.16.25) at oort(V r) 
А Cito at 


式 中 erf z 是 误差 函数 ， 


T 7 т т T тт 


Ll 


二 9.16.1 田 于 在 ?一 9 处 突 加 一 单位 速度 的 作用 ,在 半 无 
限 Voigt 村 中 产生 的 粒子 速度 ( 引 自 Morrison [1956]) 
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由 于 在 * = 6 上 突 加 一 个 单位 速度 而 产生 的 ,由 《9.16.20) 所 
给 出 的 粒子 速度 Убу, т) Яй (9.16.24) 所 给 出 的 无 量 岗 应 力 
ZG, т) 分 别 示 于 图 9.16.1 和 图 9.16.2 dh. 


TTTTTTTITT 


° 


9.16.2 由 于 在 y 一 0 处 突 加 一 常 速度 的 机 用 ， 在 半 无 限 
Voigt 杆 中 产生 的 无 量 纺 应 力 ( 引 自 Morrison [1936]) 


Gi) Maxwell 固体 。 对 于 这 种 模型 ， 在 一 维 应 变 的 情况 
F, tee 的 应 力 本 构 方 程 的 Laplace 变换 是 
(9.16.26) fee = GD +200) SE 
式 中 O 和 д) 由 《〈9.12.12》 所 给 出 。 由 于 冲击 而 在 村 中 引 
起 的 波 的 传播 已 经 作 了 研究 。 对 于 东 理 沦 ， 当 把 弹性 模 量 和 粘性 
模 量 进行 适当 组 合 ?时 ,我 们 即 可 写 出 
(9.16.27) fen = оё) E 

. Ox 


式 中 

(9.16.28) elt) = clt + 2n) l”, ch = Enjo 

шщ (9.16.10) Яп 09.16.27) SHR (b) 的 应 力 为 

(9.16.29) ECE, E) ocn = ФС + 28a) 1" 
Xexpl—yv iŒ + 282) [Ж (b) 


3) 在 这 里 取 a= D, HA E, R A+ 2p. 
„+18, 


ын, 


12 14 16 18 20 


图 9.16.3 在 Maxwell 固体 ( 杆 ) 中 ， 在 不 同位 置 二 处 应 力 随 无 
量 纲 时 间 的 变化 ， 样 在 一 端 所 一 0 处 ， ERA т = 0 时 受到 一 常 什 
速度 的 作用 而 并 始 运 动 


式 中 
(9.16.30) у == zj em 
(9.16.29) 右边 CaCl) 的 系数 的 逆 可 由 表 查 得 (I Churchill 
[1958, p. 3291). 从 而 ;利用 卷 积 定理 ,我 们 得 到 ” 
(9.16.31) —ы(х, Гос = (900) e-Pm! (8, — F) 
+ оос оета, М Pda} HG — у) 


在 没有 耗 散 的 情况 下 , 纯 弹 性 应 力 * 由 下 式 给 出 : 
(9.16.32) a(x, 1) = —pe, (t — y)HG — у) 


A) Lee 和 Kanter [1953], Glauz 和 Lee [1954] 论述 了 关于 四 参数 摸 型 的 
粘 弹 性 物质 的 同样 的 问题 。 Morrison [1956] 求 得 了 关于 各 种 类 型 楼 型 的 这 
个 问题 的 解 .也 可 参见 Lee 和 Morrison [1956]. Berry 和 Hunter [1956] 
研究 了 其 它 类 型 的 端 部 条 件 ， FROME А, НЛБ УНЕ. 对 于 有 限 
长 的 杆 突然 产生 送 动 的 问题 ,请 参见 Eringen 和 Dunkin [1959], 
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IË B тле 


(9.16.33) TE Baty £ = pny = Bat] c, 
当 б) 一 vo 一 常数 时 FER SHER Zh tale 为 
(9.16.34) аам B) 


根据 Davies [1956] 的 工作 , ЕЮ АНН т а £ 
的 函数 的 上 列 比值 绘 于 图 9.16.3 rh. 在 冲击 的 前 端 ， 我们 有 
r= Е, 因此 波 阵 面 就 象 没有 耗 散 那样 用 与 群 速度 不 同 的 速度 c, 
传播 。 

正如 我 们 所 看 到 的 ， 除 了 需要 计算 一 些 比 较 繁 杂 的 积分 反 演 
外 ， 在 处 理 这 些 问题 中 没有 根本 的 困难 。 下面 我 们 给 出 利用 一 些 
实验 来 求 得 逆 变 换 的 第 三 个 例子 。 

(їй) Fourier 变换 方法 用 Fourier 变换 代替 Laplace Ж 
换 可 以 给 出 和 在 《9.16.8) 到 《9.16.10) 中 用 一 io 代替 的 同样 结 
果 。 这 种 反 演 可 以 用 通常 的 形式 表示 ， 例 如 , 对 于 问题 (c) 的 解 ， 
(9.16.10) 成 为 


(9.16.35) als, 0) — Ё P ехр [ier +i 45 da 


mf 2 ]>% x> 0 


ela) 

AFR LARA Fourier 变换 ,例如 
(9.16.36) pila) = | рде" 
而 

си) = ñL ао) 
(9.16.37) ау = А690 + SAO) 

1 + 2p 
我 们 把 v/c) 分 成 实 部 和 虚 部 
о o. 

баен) Ey -EF + би), C0) > 0 


Ath alo) 和 rlo) 是 实 的 ,并 有 


+40, 


(9.16.39) alco) — або) > 0, y(e) = Y(—o) > 0, 
0 < о < ç 
由 (9.16.39) Жп (9.16.38) 我们 得 到 


Tlo) = (elo) [вве А 


(9.16.40) 
a A 
ala) = 7 tan 7 
式 中 
(9.16.41) tan А = 02(0) 


把 (9.16.38) КА (9.15.35) 算得 的 速度 vx, D = ate, г) 
的 表达 式 中 , 则 我 们 有 


(9.16.42) vle, n = ;| Pla ius”) exp[ —aGo)z 
xp |-> 


— feolt — х} (a) de 

由 此 易 见 ,对 于 以 频率 w 沿 正 x 轴 方 向 传播 的 谐 波 elo) RAR 
减 因 子 的 作用 ,而 Y(o) 出 起 着 相 速 度 的 作用 ， 

根据 Billier 和 Kolsky [1949] 以 及 Hillier [19491 关于 
在 100 时 聚 乙烯 的 实验 ， 在 1 千 周 / 秒 < wo/2r < 16 FAD 
闫 率 区 域内 ， 关 于 衰减 是 线性 的 ， 对 应 的 相 速 度 则 由 低频 时 的 
3.5 x 10° 厘米 / 秒 急剧 增加 到 2 千 周 / 秒 时 的 10 厦 米 / 秒 ,然后 从 
2 千 阁 / 秘 到 16 干 网 ! 秒 之 间 , 相 速度 保持 常 值 ， 因 此 ,在 超过 一 个 
较 大 的 频率 区 域 时 ，7Y(w) = oo 一 常数 , 当 ао 是 常数 时 ,，c(o) 一 
®|о|. HER 
(9.16.43) убо) 25 a> 0, ale) = alal > 0 
这 里 ,按照 (9.16.40) 


(9.16.44) 四 一 estan 全 


则 对 于 冲击 压力 PO PAC) 或 Polo) = Р 的 情况 ,可 以 实现 
反 演 (9.16.42)， 这 里 2 是: = 0 时 作用 在 * 一 0 处 的 常 值 压力 ， 


-Ale 


v(x, = 


йт» 


(9.16.46) 


F Kolsky 的 实验 
T 


(9.16.45) 
AHH r 是 无 量 织 的 时 间 变 时 
T 


这 个 结果 与 Kolsky #ЕЖ С.И 

脉冲 符合 得 较 好 (图 9.16.4). 

大 信 匹 配 以 后 所 得 的 efe. 关于 的 

厘米 / 秒 ，tan Sm 0.081, 以 及 (9.16.43) 和 (9.16.44) 都 来 自 
T 


Р _ lta 
KPC l+ 


— Gr} oo) 
ах 
РЕ 50 厘米 以 后 所 测 得 的 实验 
的 是 理论 最 大 值 与 实验 最 
线 . KE c = 9.5 x 10° 


中 绘制 


图 


Т T T 
— _ *4&®й% 


Л 


JMR (Кон 11956), 
---- ВЮ „юе EE 


95 x 10. ж/ж 


© нж 


1 


10) 


1 П J 
o 1 
Ba (omar) 
对 9.16.4 {ЕСЕР {ЕЕ 60 厘米 以 后 


-1 


3 -2 

ARABACIA Hunter [19673) 
这 样 求 得 的 结果 和 关于 聚 乙 焕 的 实验 结果 比较 符合 .但 是 对 
于 有 机 玻璃 ,我 们 有 过 小 的 值 tan 全 = 0.02， 而 且 理 论 也 无 法 预 


1) 请 参见 Hunter [1960], (19671. 
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示 由 Kolsky 得 到 的 实验 脉冲 的 不 对 称 性 .在 假定 ranA = 常数 
的 基础 上 ,并 利用 30 个 Fourier 谐 波 的 计算 已 由 Kolsky [19561 
和 Hunter [19601 完成 ,而 且 结 果 与 实验 相当 一 致 . 

由 上 面 的 讨论 可 知 ,一 般 的 Boltzmann-Volterra 理论 要 求 有 
完 长 的 计算 。 因 此 ,尽管 理论 是 完美 的 ,但 是 它 的 实际 应 用 却 需要 
大 量 的 数值 计算 工作 。 


917 ” 粘 弹 性 固体 球 腕 中 的 冲击 波 


在 第 6.12 节 中 ， 我 们 曾 给 出 关于 纯 弹 性 介质 的 这 个 问题 的 
解 。 利 用 对 应 定理 ， 我 们 可 以 求 得 关于 粘 弹性 固体 的 这 个 问题 的 
WE. HH (6.12.4) 和 《6.12.9) 所 给 出 的 位 移 场 的 Laplace 变换 可 以 
写成 


ө ат М 
(9.17.1) а= ё. = (= о] 
式 中 
Fe) = — 2 PO 
FO = P (++ 
2 He 


ae G. + тау" 


mjg 


(9.17.2) 


OT RE ATM Е Laplace 变换 ,很 据 对 应 定理 ， 
RDB АС) 和 ol) Re 和 pg. 于是, 我们 有 


(917.3) ię = > j+ exp [ez] KOJI 


式 中 ， 
“ED _ 
P [+ «СОТ + б) 
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(9.17.4) 


w(t) 
«о = we Gre GY 


кой = —2 Ша + н(е) 
ave ТИЮ +2)" 


G= ГАС) + 2n(2)1" 
i VP 


ACE) = he + GUCE), в) = pt be) 


如 果 波 是 向 + > 0 的 方向 传播 的 ， 并 在 + 一 吕 处 消失 则 当 《 
是 在 й, 的 收 伊 半 空间 时 ,我 们 必须 有 |arg[5/c(2)]] <5 


显然 ,对 于 任意 的 粘 福 2.0) 和 e, KERER (9.17.3) 
的 逆 。 所 以 我 们 只 讨论 对 于 脱 胀 和 剪 切 都 具有 相同 的 松弛 时 间 
1/28a 的 Maxwell 固体 ， 这 时 


UCD) = һа +?) 
иб) = „Иб + 20) 


把 它们 代 和 大 (9.17.3) Яр (9.17.4), DAH 


(9.17.5) 
式 中 


(9.17.6) 


eae 


а, D -POEG 0) 
Gr, = au + fe) acs VEGF 28„)) 


ёт, = ( + 2.) [G + e)? + pT екр (ав) 


s= — „(Аһ pn) 


= 


jess 


эл _ 
„= (БЕ) ‚в=!— 


ФС, ғ) 的 逆 变 换 ФО, г) 可 利用 Laplace FRERE 
(Churchill [1958, р. 2347). 
(9.17.7) фт, D) = Blr, DHG — t) 
式 中 H(e) E Heaviside 单位 函数 ,而 


(9.17.8) oC, p = {2 соз 80 — а) + + ( 一 z) 


` sin [8G — 01] -exp[ 一 ed — 10)1 
为 了 求 得 Gr, 0) 的 Laplace 逆 变 换 , 我 们 抬 它 写成 


G(r, D - 0 + =) VE ay ob) 


并 应 用 移 位 定理 和 结论 〈《12) (Erdélyi 119541, р. 228), FÆ 
(9.17.9) GU, ) = — HG t) СА D 
pr 


An 


tenem (У ае, JPA Car ae 
, 


+ Л emt lr, r)dr 
+ ph f Wax Ме —г®)ма„а)доат } 
这 表明 ， 由 单位 冲击 荷载 所 产生 位 移 场 是 Gren 函数 ，(9.17.5) 
HOW FAA: 

(A710) и, оС грат 


对 于 了 脉冲 Р, КВП, pO) = Pats), ХШ 200) 是 Dirac ó 函数 ， 
我 们 得 到 
(91710) ar, D = PGC, D 

Ф Bo 一 0， 我 们 重新 得 到 在 弹性 介质 中 球 腔 外 部 的 位 移 场 


(9.17.12) в = Ра Ф, DH (: 一 了 =) 
ег om 


ЖҮ 


在 作 少 量 运算 并 令 波 阵 面 速度 с„ 一 a 以 后 , 则 上 式 可 能 与 第 6.2 
节 中 关于 脉冲 荷载 的 结果 相 一 致 。 关 于 Kelvin-Voigt 固体 的 上 
述 问 题 已 由 Mattice 和 Lieber [1954] 作 了 论述 , 他们 计算 了 由 
各 种 形式 的 冲击 波 所 引起 的 位 移 。 关于 这 个 课题 的 其 它 工作 ， 请 
参见 Bland [1957], Berry [1958], Lockett [1961] 以 及 Chao 
和 Achenbach [19641. 


习 是 


9.1 AES ABR PE Kelvin-Voigt BR, 耗 散 应 力 oT 用 ё 的 二 阶 多 项 
式 近 做。 如 果 固体 是 热力 学 相 容 的 , 则 oT 必须 取 什么 最 终 形式 ? 
9.2 试 确定 各 铅 同性 Kelvin-Veigt 固体 的 应 力 * 关于 С 和 Ç 是 二 次 的 
本 构 方程 的 最 余 形 式 . 
9.3 ”如 果 问 题 9.2 HOOPER ATER, UR ВИР Д0 
式 ? 
9.4 各 向 同性 Kelvin-Voigt 国体 承受 定常 简单 剪 切 作用 ， 试 确定 应 力 张 
E, 
9.5 Ж} ШЕЕ Kelvin-Voigt Ип aE A AWA: 

G) 持久 的 均匀 应 力 tos 

(b) 振荡 的 均匀 应 力 场 ， 
RAG RE PEA ON BN ULF EI, 
9.6 ВАЯТ ТАЈА ВЕНОК АГЕ ЯН Kelvie-Voigt AK RAE 
ИН. ТРЛН АНОН A AE 
"7 一 个 具有 同形 截面 的 线性 各 向 同性 的 Kelvin-Voig 杆 经受 自由 扭转 振 
动 , 试 净 定 位 移 场 ， 
эв 具有 贺 形 截面 的 线性 各 向 同性 Keivin-Vaige 柱 体 藉 受 均匀 外 压力 作 
个 。 试 确定 其 位 移 场 和 应 力 场 . 
9.9 死 限 延伸 的 线性 各 向 同性 〖&elyin-Veigt 物体 承受 常 值 的 集中 力作 用 。 
ERB H, 
9.10 ”线性 各 向 同性 的 《elyin-Voigt 半空 间 ， 在 它 边 界 的 一 个 圆 形 区 域 上 
承受 到 均匀 扭转 。 试 确定 其 位 移 场 。 
9-11 GPRS MIRE Kelvin-voigt 尘 空间 的 平坦 自由 边界 而 传播 的 
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ZTE 


9.12 试 求 在 无 撒 的 各 向 同性 线性 Kelvin-Voign 固体 中 传播 的 球面 波 的 振 
йй. 
9.13 ЯШЕ Maxwell 固体 在 + = 0 时 承受 均匀 应 力 场 作 用 。 试 确定 在 以 后 
时 刻 中 的 应 力 场 . 
9.14 对 于 Maxwell 固体 试 求 习题 9.4 到 习题 9.11 的 任 一 问题 的 解 . 
9.15 ” 试 确定 应 力 透 量 为 零 的 应 力 场 。 
9.16 线性 Maxwell 固 休 具 有 下 述 类 型 的 均匀 应 变 场 : 

G) 持久 的 常 应 变 б; 

O 振荡 的 均匀 应 变 。 
试 崩 定 坟 两 种 情况 下 的 应 力 场 ， 
变 率 相关 的 线性 各 向 同性 粘 党 性 物质 具有 均匀 的 定常 振 范 的 应 变 场 。 
定 其 应 力 场 ， 
9.18 如果 应 力 本 构 方程 只 包含 一 阶 的 应 力 率 与 应 变 率 , 则 这 种 变 率 相关 的 
线 忻 各 向 同 性 粘 弹 性 物质 称 为 标准 固体 . 当 这 样 男 体 受到 下 述 任 一 应 本 场 作 
AN А ЖУ ЛИЙ: 

(а) НТА MEG to; 

(b) 振 水 的 均匀 应 变 场 . 
9.19 抑 标 准 国体 (习题 9.18) 制造 的 半 无 限 国 形 杆 , 当 其 一 端 受 冲击 荷 工 
作用 时 , 试 确定 杆 中 的 轴 向 位 移 . 
9.20 线性 各 向 同性 的 Bokzmaon-Volterra 固体 有 承受 振荡 的 均匀 应 力 场 . 试 
确定 其 应 变 场 . 
9.2) ”线性 各 向 同性 的 Bokzmana-Volerra 固体 具有 指数 现 的 核 

А00) = Ает, pot) ше" 

这 里 的 А, ш да> 0 均 为 常数 。 用 此 材料 制 成 的 无 限 长 贺 形 村 在 其 一 端 
受 冲击 谷 载 作用 ， 试 确定 其 轴 疝 应 力 场 。 
9.22 在 习题 《9,21)》 中 所 描述 的 Bottzmanm-Voterra 杆 的 一 端 似 常 值 频 
E o 振动 时 , 试 求 位 移 场 . 
9.23 ”以 线性 各 向 同性 Bokzmann-Volierra 男人 体制 成 的 厚 圆柱 火箭 ,以 角 速 
BE о, 转动 . 试 求 此 圆柱 外 表面 的 位 移 . 
9.24 ”线性 各 向 同性 Boltzmann-Volterra 柱 体 在 时 刻 : = 0 时 承受 常 值 压 
力 的 作用 。 TREN EAB. BRN AMMA, 
9.25 习题 (9.24) 中 所 描述 的 固体 承受 铀 对 称 外 载荷 作用 * 试 求 位 移 场 的 
ленив, 
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9.26 (930) 试 建 立 在 其 中 变形 和 温度 历史 是 重要 的 这 樟 一 种 热 兰 性 物质 
的 本 构 方程 。 

9.27 《短文 》 研究 文献 并 对 有 关 粘 弹性 物质 的 试验 工作 加 以 讨论 ， 可 只 限 
于 讨论 线性 情况 或 非 线性 情况 。 


юз, 


第 十 章 ”连续 统 电动 力学 


101 本 章 范围 


本 章 对 可 变形 物体 和 流动 性 物体 的 电磁 理论 进行 系统 的 和 再 
性 的 阐述 以 及 为 了 说 明 这 个 理论 而 例 举 出 若干 问题 的 解 。 这 个 课 
题 不 仅 对 理解 和 预示 一 大 类 物理 现象 有 重要 意见 ， 而 且 在 技术 上 
还 有 大 量 的 实际 应 用 ， 例 如 , 压 电 晶体 ,才子 工业 ,磁性 记忆 元 件 ， 
昌 子 计算 桃 ， 利 用 可 控 等 离子 体 产生 能 量 以 及 在 诸如 地 磁 学 和 天 
体 动力 学 中 很 多 自然 现象 都 是 建立 在 复杂 而 又 耐人寻味 的 电磁 场 
与 可 变形 物体 和 流动 性 物体 的 相互 作用 基础 上 的 ， 本 章 从 连续 统 
观点 来 研究 这 一 课题 ， 但 是 为 了 给 出 以 电磁 理论 为 基础 的 基本 概 
念 ， 还 介绍 与 推导 了 有 关 的 微观 概念 

在 第 10.2 节 中 ,我 们 介绍 电荷 和 电 矩 的 基本 概念 。 由 电荷 的 
运动 而 产生 的 电流 和 磁 抵 在 第 10.3 节 中 讨论 。 在 第 10.4 节 中 ,我 
OP BEM SH Reem SORA Maxwell 方程 。 电 磁 
平衡 定律 在 第 10.5 节 中 前 述 。 Бр Seth Je BBS ЖШ 变 条 
件 。 

为 了 建立 电力 (electromechanical) 的 相互 影响 ,必须 推导 有 
质 动 力 和 有 质 动力 偶 的 表达 式 。 在 第 10.6 节 中 根据 Lorentz H 
子 理论 得 到 这 些 表达 式 ， 第 10.7 节 的 研究 课题 是 电磁 能 。 

为 了 讨论 这 界 条 件 ,我 们 在 可 以 运动 的 交接 面 上 建立 电磁 力 、 
电磁 力 偶 和 电磁 能 的 忠 变 间断 的 表达 式 ， 这 些 内 容 在 第 14.8 池 
中 讨论 ， 接 着 即 可 建立 平衡 定律 (第 10.9 节 )。 

为 了 处 理 这 个 领域 中 的 问题 , 仅 有 平衡 定律 是 不 够 的 。 为 了 
使 理论 完备 ,还 必须 讨论 与 物质 特性 有 关 的 本 构 方程 。 在 第 10.10 
节 ， 我 们 介绍 构造 记忆 相关 物质 的 本 构 方 程 所 需要 的 一 般 更 论 和 
基本 概念 。 然 后 由 此 得 到 变 率 相关 物质 、 弹 性 固体 和 姜 性 流体 的 
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本 构 方 程 ， 电 磁 弹 性 同体 的 热力 学 在 第 10.11 节 中 介绍 ， 

` 在 处 理 压 电 物质 , 压 磁 物 质 , 铁 磁 物 质 和 有 反 铁 磁 物 质 的 性 状 以 
及 其 它 的 物理 现象 时 ,物质 对 称 性 的 限制 具有 特别 重要 的 作用 .为 
此 ,需要 详尽 讨论 有 关 晶 体 的 和 磁性 的 对 称 群 .遗憾 的 是 ,由 于 篇 
幅 的 限制 ,关于 这 个 问题 只 能 在 第 10.12 节 中 给 出 简短 的 论述 。 在 
第 10.13 闻 中 得 到 非 线性 各 向 同性 电磁 弹性 固体 的 本 构 方程 而 
二 次 的 和 线性 的 本 构 方程 则 分 别 在 第 10.14 闻 和 第 10.15 节 中 给 
出 ， 对 唯 象 上 重要 的 “交叉 效应 ”， 如 电 致 伸缩 效应 、 磁 致 伸缩 效 
RZ, Peltier 效应 ，Seebech 效应 ，Hall 效应 ，Ertingshausen #& ` 
应 ，Righi-Leduc 效应 和 Nernst 效应 都 作 了 充分 的 申述 . 

在 第 10.15 节 中 ， 我 们 给 出 各 商 异 性 的 导 热 和 导电 弹性 固体 
的 本 构 方程 ， 诸 如 压 电 ， 压 磁 等 出 自 各 向 异性 的 各 种 有 意义 的 电 
DRA ,也 都 在 本 节 中 作 了 明确 的 说 明 。 在 第 10.16 节 中 , 我 们 讨 
论 了 物质 模 量 的 性 质 ， 并 给 出 由 实验 确定 的 几 种 压 电 最 体 的 物质 
KEERAS. ATETZ, ER 10.17 节 中 我 们 汇集 了 电磁 
' 弹 性 固体 的 基本 方程 . 

从 第 10.18 节 开 始 ,我 们 专门 研究 弹性 电介质 的 理论 , 并 给 出 
.若干 线性 和 非 线性 问题 的 解 ,其 中 包括 极 化 电介质 的 篇 单 剪 切 (第 
10.18 P) FEA BEC 10.19 节 ) 以 及 压 电 激发 平板 (第 10.20 PS 
问题 ， 在 第 10.21 节 中 ,我 们 转向 讨论 磁 强 性 问题 。 在 第 10.22 节 
中 研究 无 限 长 的 导电 柱 体 ， 而 磁 热 弹性 波 在 第 10.23 HHR it. 

在 第 10.24 节 中 阐述 电磁 流体 理论 。 得 出 线性 和 非 线性 本 构 
方程 以 及 由 热力 学 第 二 定律 所 给 予 的 限制 ， 在 第 10.25 НӘ 
了 基本 方程 。 在 第 10.26 节 中 ,我 们 讨论 了 磁 流 体力 学 (MHD) 的 
近似 并 得 到 场 方程 。 在 第 10.27 节 和 第 10.28 节 中 分 别 给 出 这 个 
理论 在 MIID 的 渠道 流动 (第 10.27 节 ) 和 Alfvén 波 (第 10.28 节 ) 
中 的 应 用 ， 


10.2 FB Ay AOE IE 
在 大 量 的 实验 根据 的 目 础 上 ， 电 荷 的 存在 性 是 作为 物理 学 的 
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一 个 基本 概念 而 被 公设 的 。 电流 的 存在 是 由 电荷 的 运动 而 引 起 

的 。 银 据 近代 物理 学 的 观点 ， 物 质 是 由 基本 粒子 的 集合 所 构成 
的 ,而 基本 粒子 中 的 一 些 粒 子 带 有 电子 电荷 。 电子 电荷 是 大 小 为 
e = 1.6021917 X 107” 库仑 并 带 有 “十 "号 或 “一 ”号 的 电 在 的 最 
小 可 能 分 割 。 一 个 稳定 粒子 《例如 原子 ) 包含 很 多 这 样 的 量子 电 ， 
薪 ， 使 得 在 一 个 粒子 中 的 总 电荷 是 电子 电荷 的 某 个 整数 倍 2>， A 
而 ,如 占有 小 体积 元 A 的 第 = 个 稳定 粒子 是 由 ”个 位 置 在 x 
的 量子 电荷 e= 1,2,… ,#)》 所 组 成 的 ， 则 在 ar hiji 
BA 


(10.2.1) ` ag = erar = 2) e” 
= 


此 式 用 电荷 密度 e 定义 在 Ar 中 的 总 电荷 

59” 的 运动 和 与 物质 的 相互 作用 产生 电磁 现象 ， 这样 的 宏观 
物理 现象 可 在 任何 所 希望 的 精度 下 用 Og? 的 某 些 重要 的 统计 甜 来 
描述 。 

在 本 章 中 ,我 们 要 讨论 的 是 电磁 现象 的 连续 统 理论 。 ван 
理论 是 建立 在 对 原子 尺度 上 表现 的 间断 性 加 以 光滑 化 的 统计 平均 
强度 的 基础 上 的 。 在 大 多 数 的 宏观 应 用 中 ， 电 荷 的 离散 性 可 以 忽 
略 不 计 ， 这 是 因为 ， 除 非 我 们 关心 的 物理 现象 是 在 原子 和 亚 原子 
的 尺度 内 ,否则 在 一 个 微观 体 元 内 电荷 数目 如 此 之 大 ,以 致 即 使 在 
非常 高 的 精度 下 也 可 以 忽略 电子 的 个 别 的 运动 ”。 

物质 含有 两 种 闫 型 的 电荷 : 正 电荷 和 负电 荷 。 实 验 结 暴 对 一 
个 孤立 系统 中 总 电荷 守恒 的 公设 给 予 强 有 力 的 支持 。 因 此 ， 如 时 
在 系统 中 出 现 ( 或 消失 ) 一 定量 的 正 电 荷 ， 则 必 在 系统 中 同时 出 现 
(或 消失 ) 等 量 的 负电 荷 ,使 得 总 电荷 的 代数 和 保持 为 常数 。 电荷 


1) 在 质子 中 和 所 有 已 知 的 粒子 中 的 电荷 邵 是 e 的 整数 个。 为 验证 这 种 倍数 是 严 
格 整 数 而 进行 的 实验 的 粳 误 已 高 于 10 一 ， 

2) 在 150 伏特 电位 下 的 1 微 法 拉 电 容器 的 每 个 电 役 上 就 有 总 数 达 10" 个 基本 电 
ж. 多 几 千 个 电子 或 少 几 千 个 电子 并 不 会 引起 注意 ， 一 个 微 安 的 电流 是 由 每 
W 6.2%10'* 个 基本 电 区 的 运动 所 产生 的 《Jackson[19751,p.5)， 
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Ый а das php АШ. RARE АЛ 
束缚 电荷 的 鲍 子 ,而 自由 电子 所 带 的 则 是 自由 电荷 的 例子。 
基于 这 些 考 虑 ,我 们 公设 电荷 的 存在 性 如 下 : 
对 于 县 有 边界 曲面 68- 的 空间 区 域 N, RIRS TARA 


айша, Ай» M,L, 了 无 关 的 量 岗 0( 称 为 库仑 )， 使 得 该 


ИН 中 和 在 OV 上 是 绝对 连续 的 , 则 存在 体 电荷 
密度 4 和 面 电 区 密度 w， 使 得 在 27U897 上 的 总 电荷 为 


(10.2.2) Q= |, 445 + j, wda 


BE ”最 简单 的 复 形 是 由 单一 电荷 og ВПО. 
另 一 神 复 形 是 由 彼此 相距 离 2 的 两 组 稳定 电荷 所 构成 的 。 考 虑 分 
别 位 于 x 和 x: 的 两 个 类 点 粒 于 ,它们 具有 有 反 号 的 相同 电荷 59， 
ШШ ag 一 一 88 一 б> 0 这 个 和 揽 形 的 电 矩 定义 为 
(10.2.3) p = gx + Sgr g(x — x) = 69d 

[р = 844 

当 450, X — PB 8 T ORE, BCE 
极 子 是 同时 令 8g o 和 2 一 0 并 通过 |p| 保持 常数 来 得 到 
的 。 这 样 构 成 的 电 偶 极 子 是 电 中 性 的 , 它 的 总 电 区 为 零 。 

我 们 可 以 构成 电 短 为 零 的 高 阶 复 形 , 它 可 由 四 个 电荷 所 构成 . 
这 就 是 通常 所 说 的 四 极 短 .事实 上 ,一 般 的 # 阶 电 拢 可 构成 如 下 ; 
令 54 Mdm" 分 别 表示 Galileo 标 架 Re (固定 的 实验 室 标 架 ) 
中 位 于 х° 处 的 单个 粒子 P 的 电荷 和 质量 .包含 这 些 粒 子 的 体 元 
As 的 质量 中 心 C 的 位 置 矢量 x 由 下 式 给 出 ; 


(10.2.4) x= У) ame xt У) онт 
令 £ 表示 对 于 Ao 的 质量 中 心 的 相对 位 置 矢量 , 即 ， 
(10.2.5) х= х 20, >) ome == 0 


在 x 处 的 电荷 密度 q 定义 为 


3 


(10.2.6) вл» = >) ор 


如 吴 复 形 是 电 中 性 的 , 则 4— 0. 复 形 关于 C вн PRS 
出 : 


(10.2.7) pAv— >) gë 

更 一 般 地 , тИ Y 

(10.2.8) quae = 2 зең сн 或 
«®д»— 1 У) age 


п 


式 中 фи. 对 所 有 的 指标 都 是 对 称 的 ,这 可 以 用 图 括号 来 表示 ， 例 
如 


1 
gan = = Ca + а) 


1 
qar = у, (ана Ё Gari 十 dink 十 ая + Guik + фы) 


于 是 ,四 极 矩 定义 为 

‹10.2.9) quae = 3 У 54 EET = que 
单位 体积 的 有 效 极 化 定义 为 

{10.2.10) Фа = Ра — Фын 


WR BL ER КОН, (102.10) ЕГИ Ra 
од. AEH, ВИП р 8. 
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在 Av 中 的 电荷 59% 相对 于 形 心 C 的 对 流 电 流 定义 为 
(10.3.1) j= 84°, & = 0/04 
对 应 于 Av 中 的 内 部 运动 , 9 的 线 动量 为 6m" ,而 对 于 C 的 角 
动量 Sic, WBE mi) 定义 为 


«433. 


(10.3.2) Sey = ХО) 
(10.3.3) mx — 1 和 Xp 
2с 
式 中 的 常数 c 一 (299,792 ,456 土 1.1 米 / 秒 ) 是 真空 中 的 光速 。 把 


光束 引入 C10,3.3) 中 ,是 为 了 使 m” 的 项 纲 为 电荷 X 距 离 。 复 形 电 
TIF c 的 单位 体积 总 角 动 量 和 总 磁 矩 (或 磁 偶 极 子 ) 分 别 为 


(10.3.4) Sa = 4 Swe xe 

(10.3.5) me = — 1 У) og xe 
2cAv “ҮТ 

Ë =* 根 矩 定义 为 


D= n 2 
(10.3.6) mB GIDA 5м е x 


式 中 
сены = (BED: DE Jare = EFT EF 
— — 
RA n ЕК. 


传导 电流 ”第 a MAT Ao 中 的 电子 电荷 =l, 
2，…)》 相对 于 它们 自身 的 位 置 会 发 生 波 动 .e"? 的 速度 可 表示 为 
(10.3.7) v = ¿+ P + Ë 
Жир £ 是 ese AS Am 的 质量 中 心 C 的 相对 速度 ,参见 图 
10.3.1。 须 要 着 重 指出 的 是 


(10.3.8) [BF] «121 

在 Az 中 的 总 电流 密度 了 定义 为 

(10.3.9) Farm Бу + P + ЕРУ 
a 


НТД, ot = я + P 只 能 计算 总 电流 唔 的 一 部 份 (对 流 部 份 ). 
Шш ë 产生 的 部 份 导出 传导 电流 的 定义 。 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 
注意 到 А» 是 中 性 的 ,所 以 
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图 10.3.1 宏观 体 元 ar MAAR с 的 微观 体 元 aot 


Dera Dears Dogme 
式 中 


‹10.3.10) ag = eA = У) е" 
s 


是 在 ar 中 的 总 电荷 。 因为 ¿2 的 位 置 Ре Akan. 所 以 在 
ди 中 的 电荷 中 心 € 一 般 并 不 与 C* 重合 我 们 可 定义 Ë 为 


(10.3.11) D m = ehar = дф 
> 
利用 这 些 式 子 ,(10.3.9) 可 写成 
(10.3.12) #ле— У) зр + & Ё) G+ Das 
式 中 是 传导 电流 , 它 定义 为 
(10.3.13) јли Doge У) min 
ç on 
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104 电场 ,磁感应 ，Maxwell 方程 


ARE E 是 个 每 单位 电荷 受 力 大 小 的 力 场 ， 最 初 ， 它 是 在 
Coulomb 的 实验 中 作为 作用 在 单位 电荷 上 的 力 而 被 观测 到 的 ， 类 
似 地 ,磁感应 矢量 В 与 作用 在 电流 上 的 力 相等 ， 它 是 在 Ampér 
实验 中 作为 载 流 环 的 相互 作用 力 而 被 设想 Ы Ж ВО, fe A L 
В fs 等 于 作用 于 单位 电流 上 的 力 。 根据 Lorentz HIGH 


(10.4.1) Foq(E+~ xB) 


这 些 概念 都 显然 地 取 自 上 述 实 验 的 结论 。 在 (10.4.1) 中 ， 对 单位 
Е 一 已 ， 因 为 gv j 是 对 流 电流 ,所 以 当 力 已 
知 时 第 二 项 就 具有 上 述 的 物理 意义 ， 反 之 ,一 日 场 ЯВ й 
定 ， 我 们 也 可 必 把 它们 看 成 是 属于 作用 在 运动 电荷 上 的 力 那样 独 
立 的 概念 。 
尽管 电磁 场 可 自 各 种 各 样 原因 产生 ， 但 它们 却 可 以 在 真空 中 
存在 ,并 与 产生 原因 无 关 好 传播 能 量 。 因 此 所 和 也 具有 与 原因 学 
关 的 内 在 意义 ， 在 电场 忆 MERY B 的 作用 下 ,物质 体 可 以 被 要 
化 和 被 磁化 。 这 意味 着 , 驳 体 的 稳定 粒子 相互 排斥 ( 极 化 ), 而 电 奏 
则 处 于 产生 磁 声 和 电流 的 运动 中 。 宏 观 的 极 化 和 磁化 分 别 用 户 和 
M 表示 ,而 总 电流 密度 则 用 了 表示 , PM {ЕЗ E ЖП В 
场 与 物质 的 相互 作用 而 起 作用 的 ， 在 真空 中 P 和 M 为 零 , 但 是 
J 作为 自由 电荷 的 运动 的 结果 依然 存在 。 在 Maxwell 电磁 理论 
中 ,为 了 方便 ,引入 下 面 两 个 矢量 D 和 Но, 
(10.4.2) D=E+P,B=H+M 
ха D 称 为 电位 移 矢量 ,而 H 称 为 磅 场 。 
连续 体 的 电磁 现象 是 由 Maxwell 方程 所 控制 的 。 在 时 刀 : 


1) REIA DRAMRARSA D = 6E + P, B = ph t M, Ap в, 是 真 
Sa WR, ро BASES. 在 无 线 电工 程 师 协 会 的 标准 中 《参见 IRE 
119401), въ = 8.854107? ЖЕЖ ро = ал107 FAK. 在 本 章 中 ， 
只 在 某 些 问题 中 才 搞 而 涉及 a, 和 uo -RARAHI 2R, 
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时 ,在 固定 的 Galileo Ан Re H, 应 用 Lorentz-Heaviside 单 
位 , 则 这 些 方程 可 表示 为 : 


(10.4.3) У.В- 0 


这 里 g ARBRE, ЈН, а — ОЕ 
度 ,并 利用 第 一 式 ,我 们 得 到 电荷 守恒 方程 


(10.4.4) аа р.у 0 
д: 
Maxwell 方程 (10.4.3) 对 于 惯性 参考 架 Re 的 Galileo 变换 


ABW), Galileo 变换 构成 一 个 群 , 它 由 与 时 间 无 关 的 转动 和 纯 
Galileo 变换 所 组 成 ,后 者 可 表示 为 


(10.4.5) x=xt V, r=: 
At V 是 个 常 信 速 度 ， 因 为 (10.4.3) 是 以 矢量 形式 写 出 的 , 所 以 


转动 不 变性 是 显然 的 ， 在 (10.4.5) 变 换 下 的 不 变性 不 很 明显 ,因而 
需要 讨论 . 为 此 ,我 们 提出 下 列 关 系 : 


8 8 
10.4.6 vey, 2 = Vy 
‹ ) * Әр On 


式 中 带 一 撒 的 算 子 是 关于 Galileo 标 架 Roe, r) 的 ,注意 到 
在 第 2 节 和 第 3 节 中 给 出 的 gj, P, M 和 J 的 定义 ,我 们 有 
(10.4.7) g= аР = Pa I+ 4У, 


м-м—- VxP 


利用 上 列 各 式 和 (10.4.6)， 我 们 就 可 得 到 (10.4.3) 是 形式 不 变量 的 
(#4 的 范围 内 】 充分 必要 条 件 为 
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E(x) = E(x) — 1 ухВ(х,) 
(10.4.8) 
B(x’ r) = B(x r) + + VXE(x,) 


在 每 个 时 刻 ,我 们 都 可 以 把 速度 为 v 的 连续 统 运动 看 成 是 一 个 由 
型 如 (10.4.5) 所 给 出 的 局 部 的 ， 骨 时 Galileo 变换 。 因此 ， 我 们 
WR Ко 一 Re， 这 里 的 Re BOA ALAR, ПМ == 
一 9。 利 用 这 些 ,我 们 可 以 写 出 

Z£Z=J- av = j, < M+ L vxP 
(10.4.9) 

#—Е+ L vxB, #=В— 1 vxE 


这 里 和 以 后 ,大 写 的 和 手写体 字母 部 表示 在 随 动 标 架 Re 中 的 场 . 我 
们 还 定义 


(10.4.10) = &—.#=Н—- xD 
P 


方程 (10.4.9) 和 (10.4.10) 定 义 了 用 Re 中 的 场 表 示 的 Re( 随 动 标 
PR BARE) HARRA ER. 因此 ,例如 ,传导 电流 £ Æ 
在 Rc 中 的 电流 ， 显 然 , 一 个 运动 的 磁场 在 Re 中 产生 电场 《在 
(10.4.9). ¥ xB 项 ), 而 一 个 运动 的 电场 则 在 Re 中 产生 磁场 。 
电场 2 通常 称 为 电动 强度 。 

Maxwell 方程 (10.4.3) 可 以 利用 (10.4.9) 和 (10.4.10) 变换 到 
标 架 Re 上 

Vx + LB ~oy. B= 0 
(10.4.11) . 
ух -b-i 7, уреа 


оар EB SA ER, GEXA 
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(10.4.12) he AA. yt Ау.) 
《10.4.11) 汪 (10.4.11)s 的 男 一 种 形式 为 


(40.4.13) уха LE— L J, Е үн 


式 中 gt! 和 Ze 分 别 是 在 ;Re 中 的 有 效 电荷 和 有 效 电 流 ， 它 
们 分 别 定义 为 А 
(40.4.14) = g— V Р, JE = £ + P+ сух. 
必须 指出 ,上 述 的 变换 公式 在 关于 8 = o/c 的 一 阶 范围 内 成 立 的 ， 
也 就 是 说 ,高 二 一 阶 的 的 高 次 守 项 已 被 略 去 。 

实际 上 ，Maxwell 方程 在 Lorentz 变换 下 是 不 变 的 。 作为 
Galileo 近似 的 结果 ， 在 这 些 方程 中 出 现 一 些 非 相对 论 性 的 特征 。 
按照 Galileo 相对 性 , 航 化 了 的 运动 物体 将 产生 磁化 。 这 可 由 下 
述 事 实 明显 看 出 ,运动 着 的 电 葵 分 看 将 产生 电流 ,但 是 运动 着 的 磁 
化 物体 却 不 出 现 极 化 。 除 了 在 很 高 的 速度 以 外 ， 这 样 的 效应 是 不 
能 被 发 现 的 ， 然 而 ， 这 种 对 称 性 的 不 足 却 在 本 世纪 初 刺激 了 相对 
论 电动 力学 的 研究 ， 这 里 , 我 们 顺便 给 出 代替 P 和 M 的 完全 
的 相对 论 性 公式 


?x 


x-8- 
(10.4.15) nan 
M =(1-4) {M+=xP 
ita rien 
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DEE MERE, ERS) TENA MRE RRA 
BRB PERE APR BAER. IX RAR BR, 
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Eta 09728, ПН. RADER БЕЛЕ RPP A я А 
件 的 系统 推导 。 根 据 前 面 的 物理 的 和 引导 性 的 准备 ,我 们 现在 来 
公设 有 限 范 围 的 宏观 物体 的 电动 力学 平衡 定律 2， 

我 们 关 忠 一 个 嵌 人 在 欧 氏 空间 E: 中 的 具有 正则 /边界 曲面 
8% 的 区 域 ”的 单 连通 物质 休 . 该 物体 被 一 个 在 其 单位 法 线 
n 方向 上 具有 相对 于 R。 的 速度 ,的 间断 曲面 "所 掠 过 。 我 
们 用 yw 表示 一 条 奇异 线 (固定 在 6 上”, 图 10.5.1 中 的 SZ 是 在 
E 中 被 一 个 闭 曲线 € 所 围 成 的 开 物 质 曲 而, 而 T EERTE 
Ж > 的 9" 上 的 一 个 间断 线 。 我 们 用 . da — n de RRA AH, 


图 10.5.1 FARRS 和 并 物质 曲面 Z, oC) ADORE vR УШШ 
ШШ; Y, 是 0(1) 和 S 的 交 线 ; в 是 о(ту 的 单位 法 线 矢 县; k 是 v, 
的 单位 切 向 矢量 yz 是 付 法 向 单位 矢量 ， 乡 的 单位 法 向 矢量 是 nz. 


1) 根据 Dixon 各 Eringen{ 1965}, Maugia 和 Eriogen[1977]。 
2) 间断 曲面 (曲线 ) 是 一 个 场 不 连续 的 间断 面 ( 线 )， 
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dx 一 kdl 表示 线 元 ,这 里 k 是 间断 线 的 单位 切 向 矢量 。 该 间断 线 
WAAR И т = Ех п 表示 。 
非 相对 论 电磁 平衡 定律 可 表述 为 ; 
Gauss 定律 
Qu {еа айо | wda 


+ |, te lat 


Faraday 定律 
(10.5.2) Sere gasti t | В +4а=0 
磁 通 量 守恒 
(10.5.3) f. B. da — 0 
Ampere 定律 
l d 
(10.5.4) |. :一 |... D- da 


1 1 
工人 Fda 1), жэй 
电荷 守恒 
4 
(изу 40 quot] Fae 
è 
а ома |, ае ex 


这 里 的 9 和 or ПЕ Ë ЕН tapas КЕЛТЕГЕ ЕН И Р, + E: 
面 极 化 *, 当 包括 四 电极 时 , 它 的 存在 性 已 被 验证 。 和 OC 分 别 
是 体 传导 电流 和 面 传导 电流 。 和 ЭС 与 它们 所 在 的 曲面 相 切 ”， 


1) 如 果 Y, Во 的 一 条 边 在 此 边 上 改变 方向 , 则 在 《19.5.1》 中 的 ER - т] 
应 该 用 【如 - ri] + [#, ° z] 来 代替 * 在 (10,5.5) 中 亦 应 有 类 似 的 改变 。 

2) 我 们 对 不 同 曲面 的 单位 法 线 都 记 为 a, MARKED ae* ay 等 等 ;因为 根据 场 
的 定义 域 * 这 些 曲 画 都 可 以 认为 是 相同 的 。 


н, 


ЖЫП, 
(10.5.6) #+п= 0, О.п 0 


在 这 些 方程 中 ， + 表示 物质 时 间 率 , 而 8/8; 是 由 于 间断 面 
“的 运动 而 产生 的 全 时 间 导 数 ( 参 见方 程 (2.5.9))， 我 们 还 引 人 


ға 8 yn Den, 
(10.5.7) Лы ap АЛ 
利用 定理 (2.5.17),(2.5.18) 和 《A2.4) ,并 引入 在 Re HAUR H E BR 
(10.5.8) K = r + X 


则 方程 (10.5.1) 到 (10.5.5) 可 写成 
(10.5.9) |, (y+ D — 045 + L... ([DJ.n — w; 


r-r," 


+v- Фв-— | è erdi = 0 


/ 1 + 
(0.5.10) {тх et +B) da 
十 „|е + Ë Bx(v— 9] ‚х= 0 


(10.5.11) |, V- Biv + | СВ]. da= 0 
(10.5.12) [тха 62 ШЕН 


+ hl -40e 


-4 9х п). ах0 


с 


(10.5.13) 1 (22 +y- 3w- | X radl 


ðr вате 
Bw 
+ | (器 一 oo n + 2 
+ v, ` к) da= 0 
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式 中 的 до 一 7。 Жо 的 边界 де 去 掉 它 与 Y。 的 交点 。 BE 
Ё 表示 由 于 沿 它 的 法 向 运动 而 产生 的 时 间 导 数 ,而 V, 是 "的 


曲面 梯度 [参见 方程 (2.3.9)] 。 
如 果 假 定 这 些 整体 平衡 定律 对 各 种 流 形 的 任意 小 的 单元 都 成 
立 , 则 它们 就 可 给 出 局 部 平衡 定律 (局 部 化 公设 ): 


Gauss 定律 : 
vi D=4 Ж 9-е 中 
(10.5.14) [D]: n= z, — W, + £ Ж оү, 上 
+5т= 0 沿 до — v; 
Faraday 定律 : 
(10.5.15) vxe+i Bao Ey оф 


nx[s + КВх(у—ю]=0 Ж ст, k 
< 


磁 通 量 守恒 ; 

‹10.5.16) v-B=0 在 一 og 中 
[B].n=0 Æ or 上 

Ampére 定律 : 


(10.5.17) ух — + b- 


1 
ax[g рхо 0] L ər # e — v 上 


电荷 守恒 : 
‹10.5.18) дву. 3-0 # 97 — c rh 
t 


ГЈ alent КАДЫ: 0 Жат Е 


HX ете 0 沿 ac 一 mm 
把 各 组 的 第 一 个 平衡 方程 放 在 一 起 使 构成 不 包括 间断 曲面 的 物体 


内 部 的 Maxwell 方程 。 各 组 的 第 二 个 方程 构成 不 包括 间断 曲线 
Yo 的 越过 = 的 跳 变 条 件 , 疝 (10.5.14) 和 (10.5.18) 中 的 第 三 个 方程 
则 是 关于 由 (10.5.6) 给 出 的 面 极 化 和 面 电 流 的 条 件 。 跳 变 条 件 的 
另 一 种 形式 可 利用 (10.4.27,(10.4.9) 和 (10.4.10) 来 求 得 , 即 

CE]: n= o 


nx 5E] 一 二 Cn)[B] 一 0 


(10.519) [s+ ух Е].п—0 


nxX[&#] + п: L(y — ›)®Е]—-1- oe 


式 中 有 效 面 电荷 密度 和 有 效 面 电流 密度 定义 为 (假定 v 经 过 s 是 
连续 的 ); 
w“ = w — [P]: n — Va 
(10.5.20) HES H — (шу — Ve iY- >) 
+ n[(v — >) ӘР + ¿nx t. Z] 

距 变 条 件 (10.5.19)i4 与 《10.4.13》 相 关 。 当 使 用 关于 固定 标 架 的 
Maxwell 方程 (10.4.3) 时 ， 则 跳 变 条 件 (10.5.19》 可 能 更 为 方便 . 

跳 变 条 件 亦 可 用 来 写 出 边界 条 件 。 为 此 我们 认为 5 与 物体 
的 表面 重合 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 有 >= v 并 得 出 边界 条 件 


iD]: n — x, — V # 


nx[Z]= 0 
(10.5.21) 
[B]. п= 0 
axle = 1 = 


LZ]: n+ ry Ko 
+ 


在 这 里 
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(10.5.22) K =. + шт, = 0 + (у п) -0. 

ae o On 
Ф 一 2， 则 易 由 (10.5.19) 求 得 与 它 对 应 的 另 一 种 形式 的 边界 条 
#. 
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这 里 我 们 寻求 电磁 场 与 有 质 物质 相互 作用 所 产生 的 力 和 力 偶 
AY RIA. PATHE Dixon 和 Eringen [1965] IM”, IFA 
用 Lorentz 的 电子 理论 来 构造 这 些 表 达 式 ， 为 此 , 我 们 对 包含 在 
体 元 А» 中 的 非 相 对 论 性 的 有 界 点 电荷 的 集合 应 用 平均 方法 。 在 
“微观 体 元 ”AV“CAV 中 的 个 别 电 葡 8g 所 受到 的 Lorentz JJ 
是 


(10.6.1) Bf = 5° je + ух b(xƏ| 


式 中 的 e(x°) 和 Ьб") 分 别 是 在 же AV“ 处 的 微观 电场 和 Ж 
ЖЫЛУ Tü x° 的 速度 为 
(10.6.2) жу Е Ё v= + 


这 里 的 |Ë| ТЕ Boog 的 具有 非 零 平均 值 的 涨 落 速度 ,是 产 
生 传 导电 流 的 根源 (参见 第 10.397), 52“ 的 平 铅 位 置 遂 常 用 一 
x+ ë AR, RW x 是 Ar 的 质量 中 心 ,向 如 是 0° 的 内 部 
Si. 7) wf 和 关于 xw" 的 力 偶 м 由 下 式 给 出 ; 


(10.6.3) wfAs 一 > 3g°elx + Ё) 
+ +L У) egw + Ë + Ë) X b(x + Р) 


(18.6.0) wl Ae У) öga + &)Xe(x + &) 


©) 也 可 参见 Maugin 和 Eringen (19771, XT RANGA ANT WTE 
Brown [19661. 


‚м5, 


+1 Bag + Ë) 


X [(v + {+ Ё) x ых + EI 
我 们 假定 е 和 b 关于 在 x 处 的 Taylor 级 数 展开 是 充分 正则 
Но, HEH WR LAT DLT KE MEM ARR, A 


(1065) + (el, тё = 008), Z IÈI = oG 


At в 是 个 无 量 岗 的 小 量 。 引 人 宏观 电磁 场 

(10.6.6) E(x) = e(x), B(x) = b(x) 

我 们 就 可 把 e(x + E) ЯП b(x + š) 在 x 处 展 成 Taylor RH, 
HARE t, Hh, ORR {ПИЕ ANRE 


(10.6.7) Ондо = + Dorai 


这 里 Qa 的 阶 与 磁 个 极 子 和 传导 电流 的 阶 ( 即 67) AAA, 根 
据 物理 的 原因 , 它 一 般 认为 是 可 以 不 计 的 ". 


(10.6.8) fiav 一 s (> aq" )+ Eka (> в) 
раен) 
+s. (вв) 
+в, (D arës) + Bo (00) 
+ 


(10.6.9) uliAv = ных мА 


+ eun {Em (оет) 


1) Dizon Ж: Eringen [1965], Maugin 和 Eringen [1977] 给 出 了 包含 四 家 
ЗВАЛИ ЦО, 


клав. 


+ E enturBs (Ss ге) 
+ B, (22 вее) 
要 注意 的 是 ,在 (10.6.8) 和 (10.6.9) 右 边 的 最 后 一 项 是 У) 54111 


的 斜 称 部 份 ,它们 对 你 部 份 >) riais 是 Oude 的 时 间 率 , 因 
TRAR. REIA MZ 

дА» = > 84°", PiAv— > ogre, 
(10.6.10) и 
Ао z выл > ВФЕ, Ло = > а 
如 同 在 第 10.2 节 和 第 10.3 节 中 所 讨论 过 的 那样 ，g 是 自由 电荷 


Е, РАНЕ, A 是 有 效 磁化 ， 是 传导 电流 ,它们 
都 是 对 单位 体积 而 言 的 。 我 们 还 要 注意 到 下 列表 达 式 ; 


(10.6.11) (+ РьдАә= (Ë, + PDA 
一 > 84% 

在 (10.6.8) 和 (10.6.9) 中 利用 (10.6.10) 和 (10.6.11), 并 

(10.6.12) #=E+ LvxB 


а 


= 


我 们 得 到 
(10.613) wf— qi + LY +P)xB + (Р. у) 


+ (VB): 4 
(10.6.14) we = мі — xXuf = PXS + .A XB 
PIAS FI SIRE (Ro) Пон З ОК ГЕД 
(10615) sf 一 4Е+ L 35хВ-+ (УЕ), P + (УВ): M 


.447. 


1 la | 
+ 7 [CP х B>e,],, + oe (Px В) 
(20.616) w= PXE + MXB + = x(PXB) 


电磁 张 量 和 电磁 动量 的 概念 用 下 面 的 定理 引 A2. 


使 得 
G 
(10.617) мма к = мй, NEAT билин. 


一 个 解 是 
(10.618) мы = Р, 一 By + ЕЕ, + ByBr 


- (E: + B — 2. - Bev 
(10.6.19) G=+ ExB 
с 


事实 上 ,只 要 表达 式 (10.6.17) 与 局 部 动量 平衡 定律 相似 , 则 根据 电 
磁力 和 电磁 力 偶 的 表达 式 , 它 们 是 恒等式 ， 
为 了 方便 , 引 人 单 位 质量 的 电磁 动量 я 


(10.6.20) g= Gip 
于 是 等 式 (10.6.17),, 可 以 写成 
(10.6.21) мй = Cuty + рд рй 


引信 一 个 称 为 Maxwell 应 力 张 量 的 st 后 ， 可 将 电磁 应 力 张 量 
ut 分 解 为 一 个 对 称 张 量 和 另 一 个 张 量 之 和 , 即 

(10.6.22) Mty = ptu + йы 

式 中 


(40.623) sta ЕЕ, + ВВ; — 1 (E+ BIg 
(10.624) Mig = Рай — Bud + M - Boy 


2) Collet 和 Maugin [1974], 


48+ 


利用 мїн, 我们 有 力 和 力 偶 的 表达 式 
: (10.6.25) mfa = sfa + міцы 
MOR = Exinttltn = (PXE + AXB) 
式 中 f 是 有 效 的 Lorentz 力 ,在 磁化 电介质 中 , 它 定 义 为 


(10.6.26) fa gee) "XB 
因为 
(10.6.27) mfi — мцы = jh — Phas 
所 以 得 出 
аб 
10.6.28 = нца — СА 
‹ ) y= riya ó: 


在 真空 中 ，xf 一 Lf 一， 所 以 在 这 种 情况 下 , 可 用 对 真空 的 
Maxwell 方程 得 到 (10.6.28)。 

最 后 我 们 指出 ,由 (10.6.19) 所 定义 的 电磁 动量 G 是 在 固定 : 
的 Galileo 标 架 Re 中 发 示 的 。 在 随 动 标 架 Re 中 表示 的 电磁 ， 
动量 的 表达 式 
(10.6.29) gel £ х4 


是 同样 重要 和 有 用 的 。 我 们 有 多 和 G 的 关系 式 
(106.30) AGa — Go = [etu + nG CE + вова и 


上 式 也 可 用 (10.4.9),(10.6.23) 和 (C10.6.29) 来 求 得 、 
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电磁 力 和 和 时 磁力 偶 的 能 量 可 用 电荷 在 运动 中 每 单位 时 间 内 所 
做 的 功 的 和 来 求 到 ， 于 是 ,我 们 有 


(1071) модо УХ ogl t ё Ё) ea Ё) 


把 е(х + &) RR Taylor 级 数 , ЕАМ NA Ж 
项 , 则 我 们 有 


2449+ 


{10.7.2) медре ә. E(S 864° ) +E. (>; ace) 
+E: (D гё) + v (Уге) 


+ Ea (D әби) 


利用 定义 (10.6.10) 和 表达 式 (10.6.11), 上 式 给 出 

(10.73) к= qE.v +E. (P+PV-v)+E: f 
+v. ЕР, +M. (УХЕ) 

#JBC10.4.2280(10.4.9),,.,, БЖ 


00.7.4) wo J.E+E. SP wy. Bye. Pra 
д: д: 


мо 在 随 动 参考 标 架 Re 中 另 一 种 有 用 的 形式 ,可 利用 (10.4.2), 并 
把 (10.7.3) 中 的 E 用 由 4 表示 的 《10.4.9)， 来 代替 而 得 到 ， 注 
意 到 (10.6.13) 并 利用 对 任 一 矢量 А 都 成 立 的 等 式 

(10.7.5) А-А + (у ЮА (A. vy 

则 导出 

(10.76) yw == df. v+ fin M BAFE 

AF = 是 单位 质量 的 极 化 , 它 定 义 为 

(10.7.7) a= Pip 


如 果 在 (10.7.6) 中 ,通过 (10.7.5) 用 “和 生来 代替 + M В, HE 
意 到 (10.6.14) 和 (10.6.24), 我 们 得 到 


(10.7.8) wo = uË ` v + о + pyh 
式 中 
(10.7.9) v= А ух» 


(10.7.10) оде FEE É — -B мыйы 
现在 可 以 清楚 地 看 出 , 电 做 能 ww 是 由 有 质 动力 和 有 质 力 偶 所 做 
的 功 以 及 体 源 м} ERR 
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最 后 ， 类 似 于 公式 (10.6.17) 把 力 分 解 为 一 个 张 量 的 散 度 和 - 
个 矢 基 的 时 间 率 那样 ,我 们 也 可 把 ww 进行 分 解 ， 为 此 ,我 们 需要 
称 为 Poynting 定理 的 线 量 恒等式 。 这 一 点 可 以 由 《10.4.3) 对 
E 作 标 积 ,并 利用 下 列 矢 量 恒等式 得 到 : 

(10.7.11) H.(VXE)—E: (ухХН) ~ ұу. (E x H) 
BD, 


солу н. В.Е. 20. _у.кЕ_у.5 
д: or 


式 中 
(10.7.13) S=cEXH 
是 在 Re 中 表示 的 Poynting 矢量 ， 存 (10.7.12) 中 利用 (10.4.3)， 
我 们 有 
ð [1 (р 
авто £ Ë (+ вэ) 


-м.В_Е. Р у. Еу. 
м 3 E > J-E-v-S 
现在 ,我 们 可 以 利用 此 式 将 (10.7.4) 表 成 下 列 形式 : 
= —-8 |! (к: 
(10.7.15) uw Эг [1 (E: 十 a] 


— yv- [S — v(E : P)] 
在 随 动 参考 架 Re 中 ，Poynting 矢量 定义 为 
(10.7.16) S= .# x # 
ЖС 10.4.9), „,(10.6.18)#1010.6.19), 我 们 得 到 


(10717) grim S+ [м + Gi 


-4 (E + В+ 2Е. Ру] и 


利用 这 个 表达 式 ,在 (10.7.15) 中 消去 S， 则 得 


(10.7.18) uw = — p |1 (E+ в 
d 120 
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十 [Cut + Суйун — Hila 


108 аттат, аала ШЕ 


如 果 物 体 被 一 个 在 其 自身 的 单位 法 线 n 的 正 向 上 以 速度 > 
运动 的 闻 断 曾 o 所 掠 过 , 则 越过 这 个 曲面 时 ,与 重力 不 同 ,电磁 力 、 
电磁 态 偶 和 电磁 能 都 要 发 生 跳 变 。 为 了 确定 这 些 跳 变 ， 我 们 利用 
《10.6.17) 和 (10.6.18)。 例 如, 在 97 — o 上 时 (10.6.17》 积 分 ,我 
们 有 
(10.8.1) { uid = і, майе -f 5. do 
对 上 式 右边 的 第 一 项 利用 广义 的 Green-Gauss 定理 (A2.3), if 
对 右边 的 第 二 项 则 利用 迁移 定理 (2.5.13), 则 得 


al 


(10.8.2) | wide = £ j бй» + Г, Gt vaG mde 


一 |, [utu + жб] йа 
由 这 个 表达 式 易 见 ,电磁 力 越过 o 得 到 的 跳 变 为 


(10.8.3) бы = Lufi J 
式 中 | 
(10.8.4) мЁ == (ыты + Gh 


类 似 地 ， 在 2 —c 上 积分 力 偶 表 达 式 wl 一 xX f + uc ffl 
能 量 表达 式 (10.7.18)， 我 们 即 可 得 到 关于 力 偶 和 米 世 的 跳 变 麟 断 


(10.8.5) te 一 [éz], — xX Lafl 
(10.8.6) мш, = {Фп 
式 中 


(10.8.7) мёр = (utu + об) — S, 
_+ (E: + BC, — w) 


这 些 表 达 式 在 表述 平衡 定律 时 是 重 此 的 。 
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109 平衡 定律 


连 红 统 电动 力学 的 亚 衡 定律 由 第 10.5 节 中 给 出 的 Maxwell Эу 
程 以 及 力学 定律 , 即 质量 守恒 ,动量 平衡 ， 能 量 守重 入 不 等 式 所 
组 成 。 不 管 物质 的 性 质 和 几何 形状 如 何 ,这 些 定律 部 成 立 ,并 且 构 
上 成 力学 和 热力 学 的 基本 公理 ， 全 局 平衡 定律 具有 与 第 2.5 节 中 所 
讨论 过 的 相同 的 形式 ， 不 过 现在 还 必须 补充 电磁 场 通 过 6 ВОВКА 
间断 ， 所 以 ,方程 (2.5.16) 应 修改 为 


D 
(10.9.1) Z| э» ШЕ? + |, (а + ug)dv 


+ |, Cugslagda 


式 中 的 8 是 中 的 源 ,是 纯 力 学 的 源 ,而 ме 是 电磁 源 。 正 如 第 10.8 
ала ТЯБРЬ, Сър 是 电磁 源 wg 通过 a БОШКЕ, (10.9.1) 
的 局 部 化 给 出 控制 平衡 定律 ; 


(10.9.2) Be + (onda hh 一 8 一 8 一 0 在 9 一 o 中 


[2 
我 们 现在 对 每 平衡 定律 来 基体 化 这 些 场 : 
G) 质量 守恒 : 
在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
$= o, r = ab 0, == £= б 


和 
(10.9.3) 2e ъл. (от) 0 97-0 


[(у—>)]-пһ=0 ok 
G) 动量 平 得 
我 们 有 
ф == ру, =~ th, £= pf, ug = uf, ub == ade 


式 中 的 uf 和 j, 分别 由 (10.6.13) 和 (10.8.4? 给 出 。 局 帮 动 量 平 
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8515 (10.9.2) 3) 
(10.94) teat об д) taf Aoa 
Lovor — ra) — tu — uty Gag 0 9 Е 
(ій) 动量 矩 平 衡 : 
在 这 种 情况 下 ,我 们 有 
P= кХрч, та ХХА, g= KX oF 
мё = EX uÍ + ме, ngi = ё, 
由 (10.9.2), 我 们 得 到 
(10.9.5) susta ue = 0 ES oah 
式 中 的 weg 由 (10.6.14) 给 出 ，。 
Gv) 能 量 守恒 : 
我 们 取 


bo = +Y oe, та ti V+ qk £= PF v + oh 
i ME = иш, ubr 一 ub 
得 出 局 部 平衡 方程 
(10.9.6) pŠ — ta — V 9 oh — e ' 
tA- B- Z: #é=0 在 YY 一 ro 中 


[fot tort Y G + вра ою) 
= Gu + utu + буи — 4 + S, | m = 0 


在 "上 
(v) ARER: 
ARB (10.9.2) DS SWS ЖАВ, A 
b= en, t= 9410, Е = ph/O, ug = 0, uke 0 
根据 热力 学 第 二 定律 ,我 们 有 


(10.9.7) m=: ao Er — 中 
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[ac —»›—-#]. а> 在 上 


这 些 方程 完备 了 局 部 平衡 定律 ， 方 程 (10.9.3) 到 (10.9.7) 的 各 组 中 
的 第 一 个 方程 《在 %° — z 中 成 立 ) 构成 了 除 间断 曲面 以 外 的 物 
体 所 有 部 分 上 的 平衡 定律 ， 而 各 组 中 的 第 二 个 方程 (在 “上 成 立 ) 
构成 越过 o MRA, BS y 一 "， 则 这 些 莱 变 条 件 可 用 来 求 
每 在 物体 表面 上 的 边界 条 件 . 

由 (10.9.5) 和 C10.6.14) 得 出 
(10.9.8) tan = ФР + Вип 
因此 ,一 般 地 说 ,应 力 张 量 是 非 对 称 的 。 如 果 恰 好 @ RT PER 
性 的 ,而 В 关于 À 是 线性 的 , 则 (10.9.8) 的 右边 为 零 ， 而 应 力 
张 量 就 成 为 对 称 张 量 。 这 个 条 件 主要 是 在 磁 流 体力 学 和 电流 体力 
学 中 的 各 疝 同 性 流体 的 情况 下 成 立 的 。 在 Voigt 压 电 学 中 ,有 质 
力 偶 被 忽略 。 在 这 种 情况 下 ,应 力 张 量 也 是 对 称 的 。 但 是 这 个 理 
论 是 不 相 容 的 .我 们 指出 , 若 在 理论 包括 某 些 其 它 的 物理 效应 时 ， 
则 应 力 张 量 就 将 是 非 对 称 的， 在 这 样 的 效应 中 ， 我 们 可 举 出 诸如 
内 丫 自 旋 效 应 ,四 电极 效应 , 亚 铁 电 效应 和 铁 磁 效 应 等 。 


10.10 本 构 方程 


由 第 5.3 节 中 讨论 过 的 因果 公理 可 知 ， 可 观测 的 景 是 物体 的 
物质 点 的 运动 和 温度 。 在 处 理 宏观 现象 时 ， 相 对 于 宏观 体 元 质心 
的 "微观 运动 "并 不 明显 地 出 现 ， 在 第 10.2 节 到 第 10.6 节 中 ,我 们 
已 经 知道 ,由 于 电荷 的 微观 运动 就 会 有 极 化 ,磁化 和 电流 ， 因而 ， 
对 于 电磁 物体 ， 一 组 自然 的 独立 变量 似乎 应 由 这 些 场 的 并 集 所 组 
成 。 对 于 非 导 电 物 质 (Z 一 四， 选取 极 化 PP 和 磁化 A 作为 
独立 变量 是 和 因果 公理 完全 一 致 的 。 事 实 上 可 以 证 明 ， 其 它 的 一 
些 配对 ,如 (Р,В), (2,0) R (2,8) 也 可 选 为 合适 的 独立 变 
Ж. 但 是 ,对 于 导电 物质 ,选取 配对 《〈 弛 ,B) 作为 独立 变量 比较 合 
适 . 实际 上 非 导 电 物 质 的 情况 可 以 令 导电 物质 的 传导 电流 为 零 的 
办 法 得 出 ， 所 以 ,关于 独立 变量 ,我 们 取 
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(10101) # = {x(X', r), OCR), EX), ВОХ, г) 
AR х(Х',г), OX), (0,0) 和 BX) 分 别 是 物体 所 
有 点 K 在 所 有 过 去 时 刻 r < + 的 送 动 , 温 度 ,电场 和 磁 惑 应 . 根 
据 因 果 公 理 , 相 关 变 量 为 
‘(10.10.2) «= {bn tq PA ZY 
AH $ = s — n 是 Helmhotz AWM. 确定 性 公理 和 等 存在 
公理 要 求 2 是 函数 组 V Wee. OTRO AR 5:4 节 中 
讨论 过 的 相同 的 方法 ,我 们 发 现 (10.10.1) 可 用 下 式 代替 : 
(10.10.3) (т) {Crt т"), 8a r), 

8, G — r), Frar), Be — 0’), X) 


这 里 
10.10.4) Ск, == хакка» On == балк 
r= Фук Вк== Вук 
对 于 简单 记忆 相关 电 粥 物质 ， 本 构 方 程 可 以 写成 下 列 符号 形式 : 
(10.10.5) = F Ea YG г) 
' 这 意 际 着 ,( 10.10.27 的 每 一 个 元 都 是 (10.10.3) 的 所 有 元 的 泛 函 (等 
:存在 )。 这 些 泛 郑 对 于 由 和 ?是 标量 值 的 ;对 于 qP, 和 Z E 
矢量 值 的 ,对 于 EKERN. MAXIR TLAME 5.4 1), 
《10.10.5) 导 出 变 率 租 关 物 质 的 本 构 方 程 为 
(10.10.6) 2 = Е(С,С,::.;0,0-.:;50 к, Og; 2,0605 
B,B,- 9.9) 
上 式 的 两 个 重要 的 特殊 情况 为 : 
(а) 弹性 物质 
(10.10.7) B= Е(Ск.,0,0,@к,Вк,Х) 
(b) 帖 性 流体 
(10.10.8) «== Fe, d, Ө, Өк, Фк, Вк) 
在 (10.10.7) 中 ,根据 客观 性 公理 ,我 们 有 
(10.10.98) Z = {bone Тк, Ок, Пк, Мк, Рк} 
式 中 
(10.10.10) Те, = 1Хк4Х.шты, Ок 一 1ХкаАф 
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Пк = }ХкдРа, Мк Хк Ht 

i Fam Xx Раз l = Чек = о/о 
在 (10.10.8) 的 自 变 量 中 加 进 密度 po， 这 是 由 于 流体 钓 定义 ( 见 第 
5.7 节 ), 而 不 依赖 于 X 是 由 于 客观 性 公理 所 决定 的 。 

本 构 方程 将 进一步 受到 物质 对 称 狂 和 相 容 性 公理 的 限制 。 后 
者 要 求 本 构 方程 必须 不 违背 

G) 热力 学 第 二 定律 

Gi) HAR Ae 
EUMSEPRERET LANE SER. MARAE 
于 电磁 现象 是 重要 的 。 它 可 以 表述 为 : 


TER. 

正如 我 们 将 要 看 到 的 ,这 个 公理 的 推论 是 :” 某 些 “ 隐 含 的 > 效 
应 不 会 从 本 构 方程 中 消失 。 六 谓 隐 含 的 效应 是 指 那 些 对 于 米 生 成 
没有 影响 的 效应 。 


10.11 电磁 弹性 固体 热力 学 


由 (10.10.7) 表 示 的 导热 和 导电 弹性 物质 的 本 构 方程 具有 下 列 

特殊 形式 : 

p= pCrrs Ө,8,к, Fr, Ber,X) 

n= (Ска, 9,0.x, Фк, Вк,Х) 

eT ny = Тк Ски» 8, 9к, Ex, Вк, X) 
(10111) Qe = Ок(С,9,8,к,4к,Вк,К) 

Hx — Ox Cer, 9,0.x, Фк,Вк,Х) 

Мк= Мк(Скі,9,9 к,@к,Вк, ХЭ 

#к=— Я к(Ск, 9,0.x, Фк, Вк,Х) 
这 里 ,为 了 方便 ,我 们 等 价 地 用 由 下 式 定义 的 对 称 张 量 Te 代替 
Trot 
(10.11.2) кТк„ = Xx aX caters sin = ty + Рк + eB, 
为 了 确定 由 热力 学 第 二 定律 加 在 (10.11.1) 上 的 限制 ,我们 首先 在 
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(10.9.6), Яп (10.9.7), 之 间 消 去 得 到 所 谓 广义 Clausius-Duhem 
(C-D) 不 等 式 


(10.11.3) —*/6(ф + д) + + tuna Жор Or 
P 1 ñ 
+ = Syn — — AB 
ө БЫЗ 8 ae 
+ FSi 20 


我 们 现在 用 C10.10.4), (10.10.10) 和 《10.11.2) 抬 空间 量 换 成 物质 
BE. 计算 时 间 率 š, = (Pajo) 和 дь, 并 利用 (10.9.3),(2.4.1)， 
(2.4.2) 和 (2.4.7) 我 们 得 出 


(1001.4) = ot + a6) + + Tre 
+ 1 фек Mahe Miha + Рак 0 


这 里 ,因为 6 > 0， 所 以 我 们 已 把 因子 H 去 掉 ， 另 外 ,在 上 式 中 
还 引进 

(10.21.5) Y = ф — pied, — = — On — Sg 

C-D 不 等 式 的 形式 (10.11.4) 对 于 弹性 固体 是 最 方便 的 。 我 们 计 
筑 下 的 时 间 率 ,这 里 由 是 和 由 同样 的 一 组 变量 的 函数 ,然后 把 由 代 
和 人 (10.11.4), 则 得 


(20.11.6) (2 + т) +2 aC та — 2m 3 ) ба 


1 АФ 
+= -(a +в 2) fi 
6 Orð, к m a) к 


л.) 
Mat m- ) Bet Zx 
—{(мк P OB, S rêr 
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这 个 不 等 式 对 于 变 率 6,6,0, Àk 和 дк BRER. WKH 
式 对 这 些 基 的 所 有 独立 变化 都 成 立 的 必要 充分 条 件 是 


Әү 
98 к 
一 一 81 
ЕЯ 
on 
10.11.7 oT pp = 2р 
¢ ) #Тк == Loe 
ow 
R= — # _ 
к А 
ap 
Мк= 一 P 一 一 
к ШЕЕ 
和 
(10.11.8) 1 09+ #кёк:>% 


由 (10.11.7) 的 第 一 式 易 知 , 开 与 温度 梯度 无 关 , 这 是 理应 如 此 。 其 
余 的 四 个 表达 式 利用 自由 能 匡 数 确定 9， 应 力 张 Ж eT en, Ж 
化 矢量 пк 和 磁化 矢量 Mx， 不 等 式 (10.11.8) 表 示 热 传导 和 电 传 ， 
Fi RUS NS ee Э 

如 果 认 为 Qk 和 Fx 关于 变量 On 和 Sx 是 连续 的 , 则 由 
《10.11.8) 可 得 
(10.11.9) Qr= #к= 0,4 Өк = Фк = 0 
BJ, DU, RATER T FA 


在 (10.9.6), 中 令 
《10.11.10) s= P+ On + ods 
并 利用 C10.11.7), 则 C10.9.6), 将 简化 为 
(10.11.11) Por— Vrq— FE rph 
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这 就 是 热传导 方程 。 


1012 物质 对 称 性 


一 般 地 ,响应 函数 的 形式 依赖 于 参考 构 形 X, 如 参考 构 形变 
成 R, CRET AA T, Q 和 的 形式 也 要 随 之 发 生变 
化 ,注意 到 a, sT, H 和 M 是 可 以 由 和 导出 的 。 因 此 ,我 们 需 
жй т, Q 和 Z. 设 两 个 不 同 的 参考 构 形 彼此 之 问 有 
(1012.1) X= ACK) 
FEM MH ФАЗЕ 
(10122) ©, Q,7} =, SQ, SZ}; Se = Ane 
式 中 的 P, Qn Z E X Ени. 如 果 在 两 点 R 
和 X 的 邻 域 中 ,(10.12.2) 成 立 , 并 且 质 量 密度 和 р 相同 , 则 物 
体 在 X 和 X 詹 的 物质 性 质 是 没有 区 别 的 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 
说 X 和 X 是 力学 上 同 构 的 。 如 果 一 个 物体 的 所 有 点 都 是 彼此 
物质 上 同 构 的 , 则 称 该 物体 是 物质 上 同一 的 。 这 样 的 物体 是 由 同 
类 物质 点 所 组 成 的 但是， 对 物体 的 所 有 点 的 参考 构 形 可 能 是 不 
周 的 。 如 果 对 于 满足 (10.12.2) 的 物体 的 所 有 点 可 以 找到 一 个 单一 
的 参考 构 形 ,日 p 一 5， 则 该 物 你 称 作 是 力学 上 均匀 的 。 一 个 力 
学 上 均匀 的 物体 是 物质 上 同一 的 ,但 反 过 来 可 能 不 成 立 。 

可 能 发 生 这 样 的 情况 , 即 , 只 存在 一 个 对 (10.12.2) 成 立 的 变换 
群 {XX)}。 在 这 种 情况 下 ,物质 的 性 质 受 到 该 群 的 等 一 个 元 素 的 
限制 。 在 保持 密度 不 变 的 条 件 下 ， 这 些 变 换 中 最 简单 的 一 种 变换 
具有 下 列 形式 : 


(10.12.3) R=SX+B ` 
Ap BERKE, S AHEM HARE 
(10.12.4) SST = STS = 1, det S= +1 


жЕр (5) 构成 一 个 群 , 它 称 为 各 向 同性 群 。 显 然 , R 
有 这 种 对 称 性 的 物质 构成 洋 性 物质 类 中 的 一 种 特殊 情况 。 然而 ， 
所 有 的 晶体 类 都 属于 这 个 梯 。 均 匀 物 质 与 B 无 关 ， 因为 {S} 的 所 
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ЖЖ 可 用 一 个 绕 轴 的 转动 和 一 个 在 平面 中 的 反 演 来 表示 ，。 所 以 
总 有 一 个 物体 点 是 不 动 的 ， 因 此 这 个 群 称 为 点 群 。 一 般 说 来 ， 这 
个 群 是 穷 举 所 有 这 样 变换 的 完全 正 交 群 0 的 子 群 。 当 (S) 是 完 
全 群 时 , 则 物质 称 为 各 向 同性 的 否则 , 它 就 次 为 各 向 异性 的 ， 当 
它 是 真正 交 群 (detS 一 1) 时 , 则 物质 称 为 学 各 向 同性 的 .完全 群 
具有 12 个 元 陛 , 即 11 个 转动 和 一 个 反 演 ,它们 对 于 描述 所 有 32 类 
结晶 固体 的 力学 性 质 是 足够 的 。 

点 和 群 对 于 描述 所 有 物质 的 宏观 性 质 可 能 是 不 够 的 ， 例 如 ， 在 
使 (10.12.2) 成 立 的 物体 所 有 点 处 可 能 不 存在 形式 为 (10.12.3) 的 线 
性 变换 。 然 而 ,在 引信 曲 线 组 X 后 , 则 有 可 能 存在 形 如 (10.12.3) 
的 变换 群 . 在 这 种 情况 下 ,如 果 (10.12.2) 成 立 , 则 物质 的 对 称 性 是 
曲线 的 这 种 情况 的 产生 是 由 于 物质 内 部 各 种 缺陷 和 非 直 线 生 长 

对 于 电磁 固体 ,还 有 附加 的 对 称 性 规则 。 事 实 上 ,在 一 般 情 况 
下 , 园 体 的 磁 对 称 狂 不 能 只 用 三 维 点 群 来 描述 。 磁性 是 电子 的 轨 
道 运动 和 自 旋 的 结果 。 用 Planck 常数 庆 的 一 半 为 测 景 单位 测 得 
的 自 旋 特 征 值 是 十 1 和 一 1， 例如 ,转动 群 {8} 可 以 使 晶体 具有 
相同 的 原子 取向 。 但 每 个 原子 的 自 旋 却 可 以 是 反 向 的 .因此 , 除 几 
何 构 形 外 ,还 必须 芳 囊 量 体 各 部 份 原子 运动 的 时 间 平均 值 。 这 种 
铺 况 在 铁 磁 性 品 体 , 亚 铁 磁性 晶体 和 反 铁 磁性 晶体 中 特别 显 芝 .这 
些 晶体 是 用 它们 的 自 旋 磁 甜 的 有 序 分布 来 志 征 的 。 另 一 方面 ， 抗 
磁 晶 体 和 顺 磁 晶 体 并 不 呈现 自 旋 磁 夭 的 有 序 分布 。 所 以 这 些 史 
称 为 "时间 对 称 的 "， 对 于 铁 磁性 物质 、 亚 铁 磁性 物质 和 反 铁 磁 懂 
物质 需要 一 个 附加 的 对 称 算 子 尽 。， 这 个 算 子 与 时 间 反 向 有 关 。 就 
其 自身 而 言 R 可 能 不 是 一 个 对 称 算 子 ,但 当 它 与 {S} 点 群 的 元 素 
联合 时 就 可 能 是 一 个 对 称 算 子 。 RRR MA. 《十 ) 和 
C). BURN, R 不 能 改变 电荷 的 正 负 号 ,但 可 以 改变 磁化 和 电流 矢 
量 的 正 负 号 ， 利 用 这 个 算 子 和 点 群 , 可 以 构成 90 个 磁 对 称 群 ,其 
中 的 58 个 具有 磁 原 点 。 

在 诛 了 尺度 的 平移 中 ，{B} 和 {S} 的 组 合 产生 附加 的 对 称 


+++» 


ж. Piim, ПП pi OB OD ЖОН ЕК Ж S k iL 
ZAE. AE, 根据 平移 算 子 (В) 的 包含 ,我 们 具有 一 个 比较 大 
的 群 , 称 为 空间 人 群 、 对 于 非 磁 晶体 ,空间 群 有 230 个 元 素 , 而 对 于 磁 
性 物质 ,空间 群 有 1421 个 元 素 。 后 一 个 群 称 为 Shubnikov 群 ,用 
以 表示 对 在 1951 年 建立 这 个 群 的 创始 人 Shubnikov 的 敬意 ?3。 空 
间 群 左 六 射线 的 衍射 中 是 很 重要 的 。 在 宏观 尺度 上 ， 除 了 复合 材 
料 外 ,空间 群 可 以 不 予 考 起 。 根 据 以 上 的 论述 ,我 们 有 

物质 不 变性 公理 ， 本 构 响 应 攀 数 对 于 表示 在 时 刻 5 Бнр 


ае ЖОРО ИИИ ж Яз 
围 .对 于 这 个 问题 的 论述 建议 读者 参看 Kiral 和 Eringen[19761, 
Eringen 和 Maugin 11981]. 在 本 书 中 ,我 们 主要 关心 的 是 各 向 
同性 物质 和 线性 各 向 异性 电磁 弹性 物质 . 


10.13 各 向 同性 电磁 弹性 同体 


对 于 各 向 同性 辐 体 ， 自 由 能 在 物质 参考 标 架 的 正 交 变 换 完 
全 群 下 必须 是 不 变量 ， 于 是 有 
C10.13.1) оу = >(С,#г,В,9,Х) 

== BE(SCST, SE, SBdetS,0,X) 
这 里 (S) 是 X 的 正 交 变 换 完全 群 。 
(10.13.2) SST = SS= 1, daS = +1 
WEE 是 关于 张 最 C, вели B 的 标量 函数 , 则 (10.13.1) 
相当 于 三 只 能 通过 这 些 张 基 的 联合 不 变量 ,与 C, 4 В 相关 .总 
共有 18 个 联合 不 变量 ,其 中 四 个 与 其 它 的 是 函数 相关 的 。C, 2 和 
B 的 “函数 基 "由 附录 3 ШЖ В.1 所 构成 ,它们 是 : 
ас, = иб, = С, = e Z 
= В.В, = #Сё,„= BCB,L = ФС 


1) RF MANO, WAH Shubnikov 和 Belov |1964], 也 可 参阅 
Cracknell [1975], 
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1913.3) ъ= BCB, Ip = (2. ВУ, = £ - (BXCE), 
= 2 + (ВХС), = В. (CBXCB), 
= (Z - B)# - (BxCB) 
这 里 我 们 使 用 了 关于 矢量 а MKA C 的 记号 

a: а= акак, аС — agCx,, Ca = Ска 
МХ AME FAIA ВА: 
(10.13.4) рар = Х(1,,0,Х) 


将 些 式 代 人 (10.11.77, 我 们 就 得 到 除 Q 和 Z 外 的 非 线性 各 向 同 
性 E-M 固体 的 本 构 方 程 ?。 


Әх 
(10.13.5) n= – 1 9 
PEJ 
П Әх Bl, _ Әх ax aE 
10.13.6) + sT = 22 Ses 221 4228430 
‹ ) y ° ai, ӨС ƏL ah ols 


as ӘХ 
+ on гё + a BOB 
Әх Әх 
< [F@QCH]; +2 — [B 
+ Ел {#@Сё]; а, ЇВ®СВ]; 


+ 2 [(exB@els 
Əla 


+ oe [CE XB)@(C#) 


+C(E XB)QE 1, 
+ 9. {[(C'B)XBI®B + [Bx(CB)] 
А 


@(CB) + CLBX (CB)1@B}5 


+22 а. BY ХВ)ӘВІ, 
Oly 


D 关于 弹 些 电介质 的 特殊 形式 由 Eringen [19611 给 出 ， 
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өх ðI Әх ӘХ 
10137) П le, 2 BF 2 
‹ 2 aL, af aL ө, С“ 
as ax 
—28® ag — . 
5, C8 —2 92. GZ В)В 
一 2 IBx(C#) + C(P хВ)1 
" 
Әх , , 
一 证 IBx(C:#> + C(@XB)] 
M 
一 g [BZ - (BxCB) + (Z . B)Bx(CB)1, 
" 
(10138) M= — 82 Ole 7 92 в 252 CB 


oi, 6B ”al， L 


os ox 
一 2 一 CB 一 2 °° (L£: BE 
ôk al, ‹ ) 


10 


ЭЁ (Ce)xz 一 a (Ca)xe 


u n 


— 82 {‹свух (CB) + C(CB) 


Shs 


xB + CLBX (CB)}} 
— 2% _ (ge. (Bx(CB)] +2. BI(CB) 


Oly 


XZ + C(#x B>1y 


这 里 ,括号 外 的 下 标 S 表示 对 称 化 。 由 附录 B 的 表 B. 2， 我 们 得 
到 矢量 值 各 向 同性 函数 Q 和 Z 的 生成 元 。 这 些 矢量 依 束 于 一 个 
ЧИЕ С, REYRE уот ДА ЗАКЕ Вр, E 


定义 为 


Boru = ЄкмВм 


所 以 有 12 个 生成 元 ,利用 它们 可 写 出 本 构 方程 
(10.13.9) Q= 190 + uF + хуб + CE + у 
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XB + xx В + CV + „С 


+ x1 (B+ 99)В — (В. ВуўуӨ] 

+ m1 (B+ &B— (В. B)#) 

+ x [C(98x B) — (Сув) xB] 

+ СЕ xB) — (C&) XB] 
(10.13.10) Z = с + олуӨ + z/C# + o CVO + z rx B 

+ суөхВ + «С + a, C90 

+ (В. #5B — (В. В)4) 

+ ont(B. v0)B — (В. B)ç06] 

+ o,[C(&xB) — (C#) XB} 

+ о [C(90x B) — (Сед) XB] 
式 中 的 x, 到 х,о, 2] с. BCBS 和 VO 的 联合 不 变量 的 函 
数 。 这 些 不 变量 可 由 附录 3 的 表 B1 给 出 。 

关于 т,О 和 Z 的 本 构 方 程 还 要 服从 时 间 反 向 公理 ,根据 

这 个 公理 ,在 时 间 反 向 时 ,名 必须 不 改变 它 的 符号 ,而 Q MF X 
须 使 燃 不 等 式 (10.11.8) 保 持 不 变 。 这 意味 着 ,名 必须 只 含有 B 的 
偶 次 积 ,因为 В 在 时 间 反 向 时 要 改变 符号 .同样 ,在 时 间 反 向 时 ， 
F 改变 它 的 符号 ,但 2,0 Яп 却 不 改变 符号 。 因 此 , (10.13.9) 
和 (10.13.10) 必 须 予 以 修正 ,使 得 焙 不 等 式 《10.11.8)》 在 时 间 反 向 
下 具有 相同 的 形式 ， 这 些 限制 在 上 面 给 出 的 最 一 般 形 式 的 本 构 方 
程 中 不 能 用 明显 地 表示 出 来 "。 事实 上 ，(10.11.8) 对 本 构 方 程 
《10.13.9) 和 《10.13.10) 的 限制 对 于 С,2,В 和 yo 的 任意 变化 也 
都 成 立 。 但 对 这 些 一 般 形式 也 不 能 把 它们 明显 的 表示 出 来 。 在 二 
次 理论 的 特殊 情况 下 ,这 些 将 在 第 10:14 节 中 讨论 。 


1014 各 向 同性 固体 的 二 次 本 构 方程 ЕС 


由 第 10.13 节 中 给 出 的 一 般 本 构 方程 ， 我 们 可 以 导出 在 应 用 
中 很 有 用 的 各 种 各 样 的 近似 方程 。 这 里 我 们 将 给 型 二 次 理论 ， 在 
这 个 理论 中 ,只 保留 独立 变量 的 二 次 项 和 它们 的 乘积 项 ， 这 意味 


1) 电磁 热 阐 性 固体 【不 包括 热力 学 限制 ) 的 一 般 非 线 狂 本 构 方程 由 Jordan 和 
Eringeu [1964] 给 出 。 
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着 ,于 将 是 含有 直到 三 阶 的 所 有 独立 不 变量 的 函数 ， 因 此 ,只 需 保 
留 前 七 个 不 变量 ， 为 了 用 Lagrange MEKE Ex 来 表示 这 一 结 
果 , 我 们 在 1 到 1 的 公式 中 用 E 来 代替 С, BB, 
(10.141) = пЕ = 6,6 = nE, 

k= £. 0,6 В. В, = ФЕ, 

p= BEB 
现在 我 们 写 出 2 的 三 次 多 项 式 
(10.142) х= оъ + a+ tan+ + ath 

2 3 2 


1 
+ + adil + E ashi + Jok + L wls 


+ 1 al + + ml, + T “k + 1 “nb 


Ah m 只 是 6 和 X HEAR. 


z A, _ Os 
把 上 式 代入 (011.7), 并 注意 到 2 8С, ава? 我 们 得 


出: Сеше Шу ; 
G10.14.3) £ T= [= + mtrE + (Е) + 1 ант Е 


+той +21 овоа 


士 (mtr + aE 十 ов 
+ т Cy POE + au B@B 


(10.14.4) П == —CatrE + а) — a EZ 

(10145) = —(CastrE + as)B — an EB 

A» ASA BIKE, MUM RAR ИЙЕ. whee 
方程 的 研究 表明 , 带 有 系数 esasa 和 eu 的 项 表示 由 电场 和 磁场 


1) 这 里 的 E 是 Lagrange 应 变 张 攻 * 不 是 电 矢 景 E, ване 
式 上 的 区 列 。 译 者 
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所 产生 的 电 致 伸缩 应 力 和 磁 致 昼 编 应力。 反之 , 当 应 变 场 与 & 和 
В 耦合 时 , 则 应 变 将 引起 极 化 和 磁化 ， 

对 于 二 次 理论 ,(10.13.97 和 (10.13.10) 简 化 为 
Q = x,V8 + ng + Eye + EF + yO XB 

+x#xB 
£ — =£ + z:N0 + „ЕФ + «Eve 

+ z XB + o9 xB 
式 中 的 жя 和 e, 是 8 和 其 的 函数 。 现 在 我 们 来 研究 时 间 反 向 门 
题 。 当 时 间 的 符号 反 向 时 , О, FMB 也 改变 符号 ,但 Еу 和 
E 的 符号 却 保持 不 变 。， 因 此 ,如果 炳 不 等 式 要 具有 同一 形式 和 阿 
一 符号 , 则 需 有 
(10.14.7) ш == lI, == xsj8 
利用 这 些 , 则 (10.14.6) 具 有 形式 
《10.14.8) Q = x V0 + mo + EVE + EZ + x;ç0 

XB + ХВ 


(10.149) J Say + олуб + a EZ 一 * Eve 


(10.14.6) 


+a,8XB +8 v 6xB 


ERFARER 
(10.14.10) xe Ia + Graf ү + 2тк18 кёр 22 0 
式 中 


жк: = (aðra + Ёк) 
(10.14.11) Фк. = сда + озЁкь 


i= + (ж + x0 -ere 


不 等 式 (10.14.10) 可 以 写成 更 为 紧凑 的 形式 
(10.54 12) laya, = 9,0,5 == 1,2,6 
җир 


6467. 


ж == Gast = Ony == Өзу, = Eny — Ф y = @, 


wee екі 
(10.14.13) > laal = [= | “| 


TKL I OKL 
根据 代数 学 的 定理 ,不 等 式 〈10.14.12) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 由 
xn 开始 的 6 X56 的 矩阵 hos 的 主 对 角 线 的 子 行列 式 的 所 有 序 A 


都 是 非 负 的 , 亦 即 ， 
(10.14.14) detaa 220 ab—l 
a, b= 1,2 


a,b == 1,2,3,4,5,6 
相对 于 Ex. 的 主 方向 ,C10.14.11) 具 有 简单 的 形式 


хк 一 3 Ga + wE geen 
(10.14.15) акі = (а + Eg oan 


Tar = + (G + Wen 


式 中 Ек 是 Ек, WTA. 利用 《10.14.15) HEFTAR 
(10.14.14), #1891 

(10.14.16) хұқ > б,хккокк — Tig > 0,К == 1,2,3 

和 白 上 列 的 第 二 式 还 可 得 出 

(10.14.17) акк 20 

利用 (10.14.15), 我 们 看 到 ,C10.14.16),, 和 (10.14.47》 

对 所 有 的 Ex 值 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


(10.14.18) x, 2 0,3 22 0,z, 20,0; > 0 
利用 (10.14.15) 后 ,不 等 式 (10.14. 和 2) 的 形式 为 
(10.14.19) аЕ + BE +y 2: 0 


Ah E EREA Er 中 的 任 一 个 ,并 且 


u 


_ 1 
оа == 2303 


6 
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(10.1420) p= + Caos + жул) 


7 一 A хө + (а. + 87) 

不 等 式 (10.14.19) 对 所 有 的 E 伪 成 立 , 当 且 仅 当 
(10.14.21) а > 0, 4уа — P 22 0 
把 (10.14.20) 代 入 这 些 不 等 式 ,就 得 到 在 迁移 系数 xr 和 ox 间 应 成 
立 的 不 等 式 ， 

到 此 为 止 ,我 们 完成 了 对 Q 和 A 的 热力 学 限制 的 讨论 。 

对 (10.14.8) 和 (10.14.9) 的 研究 可 以 夏 出 、 热 量 可 以 在 没有 温 
度 梯 度 和 磁感应 下 由 电场 所 产生 。 这 些 是 由 具有 系数 xx 和 x 的 
项 来 表示 的 。 这 就 是 Peltier 效应 . 《10.14.9) 中 包含 系数 o 和 
x, 的 项 表明 ,由 于 温度 梯度 将 引起 电流 的 流动 。 这 就 是 热 知 的 
Seebeck 效应 。 具 有 系数 os 的 项 代表 Hall 效应 , 它 表示 电流 
HEAT B 场 和 用 场 而 流动 、 与 (10.14.8)? 中 系数 x 对 应 的 项 
就 是 熟知 的 Ettingshausen 效应 。 最 后 ,在 (10.14.8) 中 共有 系数 
x, 的 项 和 在 (10.14.9) 中 具有 系数 x 的 项 分 别 代 表 Righi-Ledue 
效应 和 Nernst 效应 ,它们 分 别 表示 热 古 和 电流 垂直 于 温度 梯度 
和 磁场 而 流动 ， 我 们 指出 ,包含 系数 x, 到 x Mos 的 项 对 篇 不 等 
式 没有 贡献 ,所 以 它们 被 称 为 “ 隐 合 效应 ”。 

最 后 ,物质 稳定 性 要 求 (参见 第 6.3 ЧҮ) 自由 能 必须 是 非 负 的 ， 
这 一 点 要 对 物质 模 量 о, 产生 限制 ， 


1015 各 向 异性 固 体 的 线性 本 和 构 方 程 


各 向 同性 固体 的 线性 本 构 方 程 可 由 上 一 节 中 所 求 得 的 结果 直 
接 写 出 ， 忽 略 2 中 的 三 阶 项 和 (10.14.6) 中 的 二 阶 项 见 可 得 到 


(10.1510) X = ash + тей + L ah + + ash + ер 


(10.15.2) £T — (о + atrE)1 + aE 
C10.15.3) 再 一 一 ct 
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(10.15.4) A = — “В 

(10.15.5) Q = 290 + uF 

(10.15.6) Z = s,# + оуб 

我 们 注意 到 ,在 这 种 情况 下 ,应 力 、 磁 化 和 极 化 部 是非 契合 的 , 它 
是 由 于 各 向 同性 固体 的 特殊 性 质 所 造成 的 。 热量 和 电流 仍 有 
Peltier 效应 和 Seebeck 效应 。 

本 节 的 主要 目的 是 建立 在 固体 的 电磁 理论 中 特别 重要 的 各 向 
异性 固体 的 线性 本 构 方 程 ， 很 多 物理 现象 ,例如 于 电 性 ， 于 磁性 ， 
磁 电 效应 等 等 的 出 现 都 是 由 于 各 向 异性 所 造成 的 。 不 象 非 线性 理 
论 那 样 ,这 里 幸运 的 是 ,只 要 把 2 取 为 独立 变量 的 二 次 多 项 式 ， 并 
取 Q 和 为 独立 变量 的 线性 多 项 式 ,我 们 就 可 直接 写 出 线性 本 
构 方程 。 于 是 ,对 我 们 可 写 为 


(10.157) E= B+ хай + Zee 


一 Eruul rĚru 一 Нк„иВкЁи 
ек ~ ке, — Ва 
- т XELB Bi — Акце кВ, 


式 中 Eo, Ук, Хкимн, Exem, Нкм, ХК, ХВ, Жы, Ake ЯП Arr 
只 是 9 和 X 的 函数 。 此 外 ,对 于 线性 热传导 ,我 们 有 


(10.15.8) 0=T,+T,|T| «т.т 0 
E= oy oT — L T, Err = Ак„— ВкьТ 
27。 


Xk = Hy + rT, ZË = М ТЕТ 
HEIA fose, Axr Beer, Gey МХ, 和 Tx 对 非 均匀 物质 只 
是 X 的 函数 ， 而 对 于 均匀 物质 它们 都 是 常数 ， 把 (10.15.7) 和 
《10.15.8) 代 入 《10.11.7), 我 们 得 到 


(10.15.9) 一 加 十 本 
To 


ame 


+L (BË + бк к + ГкВк) 
po 


(10.15.10) eT gp = Axu — BirT + YxrusËun 


一 Buxi®u~ Нык„Вы 


(10.15.11) Hz = П + eT + XË, + ЕкьмЁрм + Axe By 
(10.15.12) Mx = MË + ГЕТ + ХВЫ + Hx. ËLu + Auch 
各 个 物质 檬 量 的 物理 意义 为 : 


m ARRA FRA 

7 热 容 量 

Аа. 自然 状态 下 的 应 力 
Br, ЋЕ 
®к„мн 弹性 模 量 

Eu EER 

Нык ERRE 

Th 在 自然 状态 下 的 极 化 
Фк 热电 极 化 率 

xk. 电 介 磁 化 率 

Ax. 磁极 化 率 

Mk 自然 状态 下 的 磁化 
Ty 热 磁 模 量 

Xk. 磁化 率 


ERRI most, Axes Bre #1 Errun 在 第 6.2 节 已 作 过 介绍 。 对 于 非 
FH Eu 电场 将 引起 应 力 , 而 应 变 则 将 引起 极 化 。 这 就 是 压 电 
性 .类似 地 ,对 于 非 零 的 fuxz， 磁 感应 将 引起 应 力 , 而 应 变 则 将 
引起 磁化 ,这 就 是 压 磁 效应 .由 非 零 的 Ал, 所 引起 的 耦合 效应 就 
是 磁 - 电 效应 。 因 为 在 让 由 能 的 表达 式 中 包含 4xz 的 项 不 是 时 间 
对 称 的 ,也 不 是 轴 向 的 ,所 以 乍 看 起 来 ， 可 能 认为 磁 电 效应 是 不 可 
能 存在 的 .但 是 ,这 一 项 的 存在 性 取决 于 “时 间 对 称 ” 和 物质 对 称 
的 组 合 。 磁 电 效 应 首先 由 Curie [1908] 所 提出 ,但 它 的 实验 验证 
直到 很 迟 才 由 Astrov [1960, 1961], Folen 等 人 【1961]，Rado 
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等 人 [i962] 所 给 出 。 

类 似 邮 ,在 错误 地 假设 所 有 晶体 都 是 时 间 对 称 的 基础 上 ,可 以 
AUREA Нкм 的 需 所 代表 的 压 磁 性 是 不 存在 的 结 6 (参见 
Zocher 与 Török [1950])。 因 为 磁性 物质 不 是 时 间 对 称 的 ,所 以 
上 述 的 结论 对 某 些 物质 是 错误 的 ， 其 中 ， 反 铁 磁 性 物质 CoF, 和 
MoF, 就 是 这 种 物质 的 例子 。 因 此 ,对 于 这 些 物 质 , 磁感应 引起 应 
力 ,而 应 变 则 引起 磁化 。 实 验 观 测 已 由 Borovik-Romanov [1959] 
给 出 。 

系数 xE. 和 XL 有 在 电场 下 极 化 和 在 磁感应 下 磁化 的 作用 。 
Hk 和 МЕ 分 别 是 在 自然 状态 下 的 极 化 和 磁化 。 对 非 零 的 ок, їп 
度 将 引起 极 化 , 它 是 造成 热电 性 的 原因 ， 对 于 非 零 的 Tk， 热量 变 
化 将 引起 磁化 ,这 就 是 热 磁 效应 . 

由 三 阶 张 量 模 量 所 决定 的 讨 电 性 和 压 磁 性 的 存在 性 与 各 问 蜡 
性 的 性 质 有 关 、 虽 然 ， 对 于 压 电 效 应 我 们 无 需 对 于 时 间 对 称 性 担 
忧 , 伍 是 容 气 看 出 ,对 于 具有 反 演 中 心 的 物质 ，、 压 电 效应 是 不 可 能 
存在 的 。 

在 各 向 同性 群 和 时 间 反 向 下 ,对 于 各 向 同性 群 {8} 的 所 有 元 
素 , 各 种 物质 撞 量 必须 服从 下 述 的 限制 : 

{Dk dx} 一 《DGz}Sxe 
(Ir, Mk} = Гь, MY}SkrdetS 
{Ак Вк, XEL} = (Aso, Beo, Xios Xho}SkeSro 

(10,15.13) Лк. = — /poSxpSrodet S 

Exum == EporSxeSioSur 

Нум = —HporSxeSroSundet S 

EkLMN = ZporsSxpSroSuaSus 
由 这 些 表 达 式 易 知 , Гк, Аа, Mk 和 Нкм 是 轴 张 量 ,而 且 为 了 保 
全 这 些 效应 ， 与 空间 对 称 性 相 组 合 的 时 间 对 称 性 必须 用 符号 (一 ) 
来 表示 。 

ERARO (Ma Xx 一 一 Хк) HAAR 
中 , 压 电 效 庶 不 能 发 生 。 对 各 种 晶体 的 对 称 群 的 研究 表明 ,刚好 有 
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20 SBR SRE AVR HEN. J 对 于 压 电 福来 说 ,物质 的 位 性 性 质 是 于 
FRB. eb -Hm ERR (Нкм), He (Ag) 和 
热 磁 效 应 CO (КТЕ ТЕҢИНЕ ИЕ I MAA. BILL 
证 明 , 在 99 个 磁 点 群 中 ,有 66 EEY A E RE 58 个 群 允 
许 有 磁 电 效应 ,有 31 个 点 群 允许 有 热 磁 效应 。 必 须 指 出 , 当 铁 磁 ， 
性 与 压 磁 姓 同时 出 现时 , 压 磁性 往往 被 掩盖 起 来 。 

确定 各 种 蜡 体 群 的 独立 物质 模 量 的 数目 ,需要 对 群 {S} 的 所 
有 元 素 写 出 关于 所 有 独立 的 物质 模 量 的 分 量 《 考 虑 到 对 称 性 ， 如 
В, 一 Вик, Нам = Нем) 的 完整 的 方程 组 (10.15.13)、 对 二 每 
一 个 物质 张 量 , 这 样 做 法 都 给 出 一 组 线性 方程 。 这 些 方程 导致 某 
вше, Жии Аш (KOM нщ КИЕ 见 第 6.2 
$). 这 个 进程 是 很 元 长 的 。 有 一 种 群 论 的 方法 可 以 避免 这 些 宛 
长 的 过 程 ,并 系统 地 得 到 本 构 方 程 的 最 终 形 式 ， 实 际 上 ,这 个 方法 
对 非 线性 理论 也 成 立 。 但 是 由 于 篇 幅 的 关系 ,我 们 不 再 进行 讨论 . 
对 这 个 问题 ， 有 兴趣 的 读者 请 参看 Меп 和 Kiral [1977] 以 及 
Kiral 和 Eringen [1976] 的 文献 。 

对 于 一 般 的 各 向 异性 弹性 固体 的 非 均 衡 的 线性 本 构 方程 由 下 
式 给 出 : 
(10.15.14) Ок = хид. 十 xe. Ë uu 十 Ха, 十 х Be 
(10.15.15) к = ок. + gxr Ë rn + oid + ай. B, 
把 上 列表 达 式 代入 C-D 不 等 式 ,考虑 到 线性 性 ,我 们 得 出 xrzv， 
x&ryazrzi 和 oie 必须 为 零 。 
(10.15.16) Qr = zerb + xÉrd r. 
(10.15.17) Z x= оки, + ofp, 
另外 ,利用 时 间 反 调 《 或 由 Onsager 定理 )， 可 以 证 实 zer» хк, 
ок, 和 тї. FEM REM, FHA SR 


(10, 15.18) + хаб 9 а + оки, 


Н + (ей. + Ok) к, 2 0 
这 些 方程 再 一 次 显示 出 关于 各 向 异性 物质 的 Peltrier 效应 和 
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Seebeck 效应 。 
利用 ` 
ојо == 1— Ir, wx = (Sux + Ёик + urur 
Ёк, = бды 
来 线性 化 (10.10.4),C10.10.10) 和 (10.11. Daa Ha 
WER. 当 把 这 些 结果 代 人 《10.15.7)， (10.15.9) #8] (10.15.12), 
《10.15:16) 和 (10.15.17) 中 时 ,我们 得 出 


(10.15.19) = o, — ponT— 4 Т + (au 一 BuT ey 
a 


1 z oz ~ 
a — спа ён — hua Ваё 


1 


= (=) + G T), ~ Юа, 


ө” 


— (mi + AT YB, MELB Bi BB, 


(10.15.20) n= w + H T + L Chun + аб + YB O) 
о ро 


(10.15.21) st = all — čr) — BuT + ohm(Eim + Fim) 
十 еы + Fam) F сынбан Cmte 
一 hat Bn 
(10.15.22) Py = [C1 — ¿,)8x + Gu + Fu] + iT 
+ ХФ: + енды + hBi 
(10.15.23) = S Z, )8u + šu + Fuln 
+ ҮҮТ + ХВ, + huso, + Ац, 
(10.15.24) Ф = кита + LEA: 
(10.15.25) Z, = сы, + Т 
式 中 新 的 物理 模 量 给 定 为 
Хатта) == {Mk Mk ðr T ebony 
{rs Bate Хы», Ан} — {Anns Вк, Ха. Акі \8 адил 
(10.15.26) Íeusshus] = {Errn Heem} kið Lð ue 
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аын "= BkLMNOKASLIO MmO Ns 
Ah da 是 移 位 于 ， 当 空间 坐标 哥 与 物质 坐标 保重 合 时 ， 它 由 
Kronecker 符号 代替 。 

为 了 得 到 绝热 的 物质 常数 ， 我 们 令 3 一 m， 然 后 把 由 
(10.15.19) 求 得 的 了 的 表达 式 代 人 (C10.15.20) 到 (10.15.25)。 这 样 
Жакия бать 和 m 保持 不 变 , 但 其 余 的 物质 常数 要 修正 
成 为 ; 


Cute ad == Grima + (Beran! о I Th 
《etbm)ad = ешь бы f PT 0 
(Аав) ва. 一 heim Оњ ода 
(10.15.27) ад), = X Cores/ pT 
(bas. 一 Хи — От ост) Та 
Сдала. = Ay — Саду por )To 
显然 , 若 把 互 看 成 是 ? 的 而 不 是 9 的 函数 也 可 得 到 同样 的 结果 .等 
温 常 数 与 绝热 常数 之 间 的 差别 一 般 是 很 小 的 。 
对 于 各 向 同性 物质 ,考虑 到 时 间 反 向 , 则 瘟 数 阶 张 量 为 零 , 并 
Big 一 0， 对 于 偶数 阶 张 若 ,我们 写成 
(10.15.28) {ows ён, = {ое Pos XE XS} 
Фил, 一 Адиби, 十 наб киді, + быб) 


本 构 方 程 简化 为 
(10.15.29) E= s — pT ат T+ (o BTUs 


+ RY + arë 


1 
2 
— 1 ze. e — В.В 
2 2 
(10.15.30) з= ъъ Z T+ Ë rë 
Ta Po 


(10.15.31) в = ба, ~ BT By + OA, — ө,),8ы 
+ Way + eens 


"475. 


(10.13.32) P, — Оё, 


(10.15.33) A = ХВА 
(10.15.34) gt = sT + ey 
(10.15.35) Z =o + PTa 


БУБИ ТЕЗ, LR C10. 15.1) B)C10.15.6) 4B. WE 
不 等 式 将 对 є, о, кё 和 o® 加 以 限制 。 这 些 限制 由 (10.14.17) 令 
Ек= 0 得 出 , 即 ， 

(10.15.36) s 0,0 2 б,4коӨ 7% — (FO + oY BO 


10.16 жж 


在 本 节 中 ， 我 们 简短 地 讨论 -' 下 物质 模 量 的 性 质 并 给 出 一 些 
例子 ， 出 现在 (10.13.52 到 (10.13.10? 中 的 非 线性 本 梅 函数 >, Ж 
Kom 和 о, 至 今 仍 不 能 用 实验 确定 。 对 于 二 次 和 高 次 的 压 电 系 
数 也 只 有 几 个 零星 的 例子 (参见 Gagnepain 和 Besson[1975]). 实 
际 上 ,还 没有 对 列 出 的 这 组 90 个 磁性 点 群 的 不 变量 作 过 完整 的 研 
究 ， 但 是 ,关于 磁性 物质 的 对 称 群 却 已 有 广泛 的 讨论 ?2， 最 大 量 的 
实验 工作 是 确定 线性 本 构 方程 的 系数 ， 分 类 和 实验 工作 以 及 压 电 
常数 值 已 由 Mason [1950], Bechmann 在 Landolt-Bérnstein Ж 
11959], 美国 物理 学 协会 手册 [1955]、 以 及 Berlincour 等 人 
[1964] 给 出 。 这 些 文献 使 用 无 线 电工 程 师 协会 所 建议 的 记号 ,并 
给 出 用 应 力 , 电 场 、 磁 场 和 温度 来 表示 应 变 、 电 介质 位 移 、 磁 感应 和 
燃 时 所 需要 的 物质 模 基 的 数值 。 这 些 俩 只 适用 于 固定 参考 架 Re 
《实验 室 标 架 ) 中 的 场 、 因 此 ,在 炳 不 等 式 (10.11.4) 中 要 用 Gibbs 
ЮС ЖЕ p, WG 与 于 的 关系 为 


(10.16.1) mG = pt „Тек — 1 (E: — B 
2 


+2H.B) 


1) £B Вітае [1964], Cracknell [1965], Bhagavantan [1966], Kiri 和 
Eringen 计划 出 版 一 部 关于 电磁 弹性 物 反 90 个 磁性 点 群 的 所 有 独立 不 变量 的 
Жаре. 
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这 里 G 是 Tkr Ex, Hx 和 9 的 函数 ， 在 无 偏 压 的 自然 决 态 下 ,这 
就 导出 下 列 形式 的 表示 式 : 
Črt 一 Suan Elan t бым E, + dhuha + аб — T.) 
D, = dire sm + Og Er 十 mati + pO — To) 
(10.16.2) By diim stimt ma Ë) аын + ilO — Tr) 


n = wu etu + peg 十 H, + SO — Ту) 


显然 ,物质 常数 shines 人 ++ 与 出 现在 (10.15.20) 到 (10.15.23) 
中 的 常数 ошно» Cims шш. 事实 上 ,只 要 对 sus P, = 
Di 一 Ey, Mi= В, — H, 求解 线性 方程 组 (10.16.2)， 并 比较 所 
得 的 表达 或， 我 们 就 可 用 surdim 来 表示 物质 常数 оца,» 
Cras …， 而 它们 的 实验 数据 常 编 人 各 种 手册 中 "。 在 这 些 表 中 ， 
对 应 力 张 量 和 应 变 张 量 使 用 下 列 缩写 : 


tn = Sen™ S, ez = Sy 


бз = Seu == буер = 5 


(10.16.3) вц 一 Ту, sta = Таз = T, 
в == Та, вы = Ts, кір = Те 
于 是 C19.16.2) 可 表示 为 


Se = „Т, + di,E, + dË H, а — Ту) 
D, = disT yt euBrt mali + рб — To) 
(10.164) By = dBT,-- mË: 十 нын + 400 — To) 


т aT, + pEi t iH, + a (9 一 To) 


绝热 物质 常数 与 等 温 物 质 常 数 之 间 彼 此 具有 下 列 关 系 : 

(э). = за — (masl pac )O 

(4 ла. = di, 一 (coptfme)6 

绝热 常数 与 等 温 常数 之 间 的 差异 一 般 是 很 小 的 。 以 s 和 4„ 为 
例 ,对 于 压 电 陶 客 (PZT-5, Clevete ARAT) 绝热 常数 与 等 温 


D ЖЗ А › А (10.16.2) ORR AR Pe а НИ 
UMMA BRB 10.15 HB RAD REA RHE, 


(10.16.5) 
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BRDA 0.03 和 0.1。 在 实际 应 用 中 ， 压 电 物 质 的 磁场 效应 和 
磁性 物质 的 电场 效应 一 般 都 可 忽略 不 计 。 下 面 ， 我 们 给 出 三 种 重 
要 的 压 电 晶体 的 实验 值 。 对 于 其 它 物质 ， 读 者 可 参看 前 面 所 提 到 
的 参考 文献 。 

压 电 晶 体 

在 传感器 的 设计 中 ,比较 重要 的 晶体 是 Rochelle 盐 、 RE 
和 石英 。Rochelle 盐 在 —18°С 和 23 上 有 了 两 个 居 里 点 ,在 这 两 
点 之 间 只 有 铁 电 现象 。 它 自发 地 极 化 ， 并 呈现 象 磁性 物质 那样 的 
滞后 回 线 。 在 围绕 两 个 居 里 点 的 适当 温度 范围 内 ， 很 强 的 压 电 业 
合 使 得 这 种 物质 生 传 感 器 中 占有 突出 的 地 位 。 

TBE (1150,-Н.0) HAAR MBA, ВХ 水 
压力 和 平行 于 d, 的 应 变 有 很 好 的 反应 .所 以 , 它 对 于 在 0.5 兆 周 
附近 的 压缩 波 是 很 有 用 的 《Berlincourt 等 人 [1964, р. 1791), 

在 传感器 制造 中 具有 广阔 用 途 的 另 一 种 非常 重要 的 物质 是 石 
英 。 它 在 薄片 形状 下 其 有 良好 的 力学 性 能 。 

Rochelle 盐 属 于 正 交 双 栅 类 (222), 该 类 具有 六 个 对 称 轴 。 X, 
Y, Z 轴 与 结晶 轴 重 合 。 硫 酸 锂 是 个 单 斜 晶 系 ， 而 石英 则 属于 三 
第 最 系 (32), 它 具有 一 个 三 重 轴 ,可 取 为 Z 轴 ， 垂 直 于 它 的 三 个 二 
重 轴 之 一 可 取 为 X 轴 对 于 石英 ,Z 继 可 取 为 光 轴 , 它 是 最 体 的 长 
轴 , XX 轴 通过 六 角形 顶点 之 一 ,而 Y ЖЕНТ X, Zik GITAR 
右手 三 重 轴 。 

利用 晶体 的 对 称 群 , 可 以 求 得 对 物质 模 量 的 限制 。 对 于 32 个 
晶体 类 的 非 零 弹 - 电 系 数 在 表 1016.1 中 用 点 表示 ,该 表 还 包含 这 
些 基体 的 对 称 性 上 的 其 它 信息 。 在 表 10.6.2 中 ， 我 们 列 出 了 弹 
HEE so, EMM di。 和 相对 电 介 和 常数 Ki safe, KB 
ъ= 8.859 X 10 法 拉 / 米 ， 表 中 的 单位 制 是 米 - 干 克 - 秒 ， 而 压 
电 常数 的 单位 是 库仑 /牛顿 一 3 x 10' Шу KUN. eR 
HH Berlincourt 等 人 的 文献 [1964, р. 180]。 关 于 这 些 物质 的 
广泛 的 研究 请 参见 Mason [1950] 和 前 面 提 到 过 的 文献 

用 时 晶体 的 不 同 的 切面 并 不 与 所 使 用 的 坐标 平面 重合 。 在 记 
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MESES. g 

X BRT за) R 1/2 (en — en). 


| 


gore | zes Шс» ° ME 
20°0 ©” eoj os ° Bae 
° s'é 96 от 0 | (Ore) Œ әцәчзон 
tty ty y пр 
Capta = уу BR HRE | С / Sore ЖИЫН 
7 n . . . Lect | ey 
° ° o jvt 0 `r @°1—|64°%1—1@1°61 [rove oroz | 09°6 СТ лі 1 6Р9 yy 
| ео) 0 o'e) o'r o |8°6—| 0°4—| 069 | oros | yee | gz кш | tree 2602 Bee 
% o 0 z- 0 16791) СУРОТ erose 27080 6° |8°9Е | ores | шайт | Depe ЗРәәцзон 
"s | ss | = e || on f os foe foe | sel ss] ри, n 
i CK 472. 
шеу) ж в 
СК ж.-т) эз ре ий 


RAB zaro ҖЕ 


+ 


样 情况 下 ， 可 以 利用 下 列 形 式 的 张 量 变换 求 得 适 于 这 些 试 样 的 新 
坐标 系 x, 中 的 系数 : 


, Oxk Ost Әке Or 
10.16.6 to — gr Oak Dat дут 
‹ ) И one axl де Be 


ге — gor OE Өк! Oat 
~ "ax? Әх дк" 


(20.16.7) вд = of ӨЕ Өк 


式 中 PZL 和 0w/8x" 是 由 坐标 变换 
(10.16.8) х= (а?у 
算得 的 。 对 于 坐标 标 架 的 刚性 转动 OE AEB PREZ HS 
HRR, 
10.17 电磁 弹性 固体 基本 方程 的 汇总 
电磁 弹性 固体 是 以 下 列 诸 方程 为 基础 的 : 
Maxwell 方程 -0 Hh): 


(10.17.19 v-D—9=0 
(10.17.2) ухЕ+ 1 28.0 
с дї 

(10.17.3) у:В-0 
(10.17.4) yxH- 12р 219 

сө <“ 
(10.17.5) 94 ged =O 

Or 


平衡 方程 -a ih): 
(10176) а= pl? R bt eve v=o 
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(10.17.7) tae + оС — di) + mfi 0 


(10.17.8) tan = #uPi + Bak n 
(10.17.9) iVa Fe рв 0 
(10.17.10) таъ Фо 
跳 变 方程 (通过 v 一 Ye, 不 包括 800/67 和 К); 
(10.17.11) n- (D]= w; 
(10.17.12) nx [E+ 1 »xB]=0 

И " 
《10.17.13) n- [B] 一 0 
(10.17.14) ax H—1oxp]—0 
(10.17.15) n+ [J gw] = 0 
RECAP ERM BCBS 10.5 ў), 
(10.17.16) Гобу — »)3 а= 0 


(10.17.17) Горев — vi) — t — wu — Gr] = 
0.17.18) еер. ED + 1+1 G By} 


X We — z) — Cyt игы + Gor — 94 
+ | m= 0 
(10.17.19) [ent — ») -1 a] “n> 


本 构 方程 (线性 理论 


(1064720) B= ay — s T ат Т + (Gua 一 BuT bu 
° 


+ + ema Ems 一 Ekin tlm — hie Ваё 
—(а{+ HT, 一 } х4, 
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— (mË + reT) BE 


一 2 Xh BiBi 一 дув Br 


(10.17.21) з= m + Z T+ > Bada + G, t+ UBD 
a 


(10.17.22) sta = od — En) — Bal + о! + Fin) 
十 а(н 十 Fim) 十 dimona 一 eat 
一 hsuB m 
(10.17.23) P, = ECL — Z,)ëu + ¿u + Fuln + G T 
十 Жа 十 ень 十 МВ, 
(10.17.24) а= (CL 一 ё.) + ён + йыт Y T 
+ ХВ, + Вны + iuf 
(10.17.25) Gh — кыта + к, 
(10.17.26) Z = он + iT a 
ЖР АНИНЕ ИД, HE FH 1b 20(10.15.29)--(10.15.35), Ж} 


于 二 次 理论 ， 请 参见 第 10.14 方 ， 对 于 完全 非 线 性 理论 请 参见 第 
10.13 Ë., 


电磁 场 和 电磁 力 的 定义 
(10.17.27) P= E+ 1-+хВ, #—М+ 1 vxP 


2 =] фу, D=E+P,B=-H+M 
tu = stn — Pidi о RB! 


м ФЕ 1 JxB+ (yE) - P+ (yB. M 
十 上 [(PxB)l,+ +2 (Рх Ва 
с c Or 


eme—p fs P 
uty = Pif, — By. AO + ЕЕ, + BaBe 


-+ (E + B'— 2.4 .В)ды 


„аяа. 


б,— 1 (ЕхВ), 
э = «(Ех Ну, 
+ |= + nG, — Se +B+2E- Р] л 


运动 学 量 А 

(10.17.28) гы l Саа + ныд, = Oe 
2 ar 

AH m АЮ. 

场 方程 О-о) 


把 本 构 方程 代 人 Maxwell 方程 和 平衡 方程 ,我 们 就 得 到 场 方 
程 ， 最 终 的 目的 是 ， 在 已 知 体力 f(x,D), НЙ g(x, г) 和 热源 
A(x, D 条 件 下 ， 用 这 样 一 组 足够 数目 的 偏 微分 方程 来 确定 场 
aa), Te), E.G) 和 Вабк, 0), ERER ED, Ра, 
M, 和 J 也 就 被 确定 。 略 去 独立 变量 的 乘积 项 就 可 把 汤 方 程 线 
性 化 。 能 量 方程 (10.17.9) 起 的 是 热传导 方程 的 作用 。 
边界 条 件 : 
在 物体 的 界面 上 令 一 v。 册 边界 条 件 由 《〈10.17.11) 至 
《10.17.187 给 出 。 但 也 可 能 出 现 泥 合 边界 条 件 和 辑 射 条 件 。 物理 
上 合适 的 边界 条 件 和 初始 条 件 必须 和 理论 的 唯一 竹 定理 相 容 。 
初始 条 件 
初始 条 件 和 通常 由 位 移 和 速度 以 及 场 的 初始 信 组 成 ,例如 

(10.17.29) и+(х,0) = wl(X) 

å (x, 0) = s1(x) 

T(x,0) = T(x) 

Е(х,0) = E(x) 

В(х,0) = B(x) 
RE, ОНАН Т ИАА ДИЕ SERNER 
条 件 。 关于 这 些 问题 请 参看 第 10.12 节 和 第 10.15 节 中 所 给 出 的 
讨论 ， 
特殊 物质 类 
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1 电介质 在 电介质 中 ,磁化 和 电 传 导 是 相当 小 的 。 对 于 
这 些 物质 , 可 以 不 计 磁 化 和 电 传导 。 在 一 些 铁 电 物质 中 ,如 果 我 们 
希望 包 含 表面 效应 ， 则 必须 构造 一 种 包 人 洛 极 化 梯度 或 高 阶 电 偶 极 
和 矩 的 理论 ， 关 于 这 方面 的 问题 请 参看 Mindlin [1970] 和 Sububi 
[1977]. 

W. 非 铁 金属 。 ”对 于 非 铁 金属 ， 所 极 化 效应 和 磁化 可 以 忽 
路 ,但 热传导 和 电 传 导 可 能 是 重要 的 . 

Ш. жей 。 在 铁人 金属 中 ,电极 化 与 其 它 项 相 比 可 以 不 计 . 
顺 磁 物 质 和 软 铁 磁 物 质 就 属于 这 一 类 。 但 软 铁 氧 体 是 不 良 导体 ， 
对 这 种 物质 我 们 可 以 不 计 热传导 和 电 传导 。 

ТУ. 本 理论 所 不 涉及 的 物质 ”我们 的 理论 不 能 解释 存在 很 
大 滞后 耗损 的 硬 铁 偶 物 质 的 性 状 。 对 这 些 物质 需要 一 个 显示 其 沿 
BDRM MERE BIC, KR, RARER 
论 已 由 Maugin [1976a， 关 于 刚体 }，[19794、 关 于 弹性 体 ] 所 
提出 。 在 饱和 磁力 的 情况 下 ,还 须 引 人 其 它 的 效应 和 约束 ,其 中 最 
жш Ж ЛИЙШАШ ИЖЕ ЖЕТДИ ЖИШП ЖЕ. 

ЖЕЕ ЕН АВО Je B E Rub А ЖАЙЛА ЛЕН, ИҢ 
可 以 保持 超 音速 的 高 频 C~19 一 10" 畦 ) 的 弹性 波 . 在 这 样 区 域内 ， 
弹性 波 与 自 旋 波 相 互 作用 ,参见 Maugin [1979b,c]。 在 这 种 情况 
下 ,磁化 梯度 或 高 阶 微 多 极 偶 和 自 旋 惯性 必须 加 以 考虑 .这 就 要 求 
发 展 新 的 理论 (关于 弹性 亚 铁 磁 物 质 和 有 反 铁 磁 物 质 请 参见 Tiersten 
[1964], Le Craw 和 Comstock [1968], Maugin 和 Eringen 
[1972 a, b] 以 及 Maugin [1976, Ь,с]), ATR GLA AIS 
£ (19) 就 属于 这 一 类 物质 ) 在 微波 仪表 中 已 有 重要 的 应 用 。 

本 理论 也 不 包括 半导体 和 超导体 。 最后， 这 里 所 考虑 的 物体 
是 没有 结构 缺陷 的 完全 物体 。 考虑 结构 上 有 陕 陷 的 问题 的 评述 ， 
请 参看 Maugin[1978]。 


m 


10.18 各 向 局 性 弹性 电介质 
不 可 磁化 的 弹性 电介质 是 非 导体 ， 而 且 不 带 体 自由 电荷 ， 于 
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“es TERA ЛЫШ ИШТ Г 
导 方 程 中 使 本 构 模 量 为 零 , 故 有 q 一 Z = 9。 其 结果 为 : 
平衡 方程 


(10,18.1) v-D=0 

(10.18.2) УХЕ = 0 

(10.18.3) p == РШ 

(10.18.4) кнд оО — а) — РЕ = 0 
跳 变 条 件 (›— v) 

(10.18.5) n-{D]= v, 

(10.18.6) nx[EJ= 0 


(10.18.7) |= + EE: — 4 Bou m = 0 


本 构 方程 
非 线性 理论 的 本 构 方程 由 (10.13.6) 和 (10.13.7) 得 出 ; 
(10.18.8) т.т 92 1+222с+ 92 с 


oh дї, ol 


+Š = EGE + 25 2 ТЕЄСЕ, 


ðE ðE өх 
10.18.8) T= —2 E—2—-CE-—2 CE 
‹ › an 91, дь 


(10.18.10) х= Х(1,1,1,1,1,0,0,) 
这 里 
вы = E aT ritats Ре Ё Meser 
Po Pa 


Ск 一 хк, 
(10.18.11) Ек = Ёүхьк, D+ = Ex Py 
= uC, L= ir C, h= оС, = E. E 
k ECE, 1, = ECE 
上 列 方程 对 精确 理论 成 立 。 二 次 理论 的 本 构 方程 由 《10.14.3) 和 
《10.14.4) 给 出 。 
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下 面 我 们 利用 这 些 方程 给 出 一 个 说 明 性 的 解 .。 
极 化 电介质 的 简单 彰 切 0， 由 面 电荷 极 化 的 ,宽度 为 a 的 无 限 的 各 
向 同性 与 质 板 条 承受 简单 剪 切 变形 ,参见 图 10.18.1。 问题 是 要 确 
定 电场 和 应 力 场 ,特别 是 要 确定 引起 由 
(10.18.12) z= Х+ КҮ,у= Y, x= Z 
ARERR YDDOL E, SR y) 与 物 
质 坐 标 (X,Y,Z) 重合 ， 式 中 的 天 是 剪 切 的 度量 ， 我 们 试 设 一 个 
‘Hew 臣 ， 则 (10.18.2) 被 满足 ,而 且 (10.18.17 给 出 
(10.18.13) у+Р=0 
щ Р 为 常 值 时 , 它 是 成 立 的 ， 利 用 《10.18.11), 我 们 得 到 : 


y. Y 


图 10.18.1 Sci Sr ES O 


1 十 配 K 0 
(10.18.14) c= K 1 i i 
0 0 1 
L+3K'+ Kt KGQ+K) 0 
C: = | KQ + к) 1+ К | 
o 9 1 


h = 3 + К, = 3+ 4K:+ Kt 


1) Жав, BBB Youpin[1956] 和 Eringen 11961,9 113-5], 


+4883, 


L= 3 + 9K' + 6K' + KE 
Hk = 1, L= Ert + El + E} 
k= (1+ КӘ)Е + E+ E; + 2KE,Ey 
ъ= (1+ 3K + KY Ei + (1 + KER + Eb 
+ 2K(2 + KI)BExEY, 
Er= E,,Ey = KE, + E,,E;= E, 
因为 Wom 1， 所 以 变形 是 等 容 的 ,从 而 emo. 在 一 “上 有 
m= бы, # y= 0 上 有 一 一 84， 则 由 边界 条 件 (19.18.5) 和 
《10.18.6) 我 们 得 到 
(10.18.15) Е,=Е?, E,+ 


1 
7? а 
Е. = Еб, 0<у<а 
Ah E 是 外 部 电场 。 

因为 E 和 Р 都 是 常 值 撩 量 ,并 且 4 0, f 0, 所 以 对 静 


力 情 况 运动 方程 (10.18.4) 自 动 满足 
本 构 方 程 (10.18.8) 和 C10.18.9) 给 出 


8> a, ðE 
10.18.16) «Та = 2 922 + 401+ К 
‘ ) fe oh ‹ ) ai 
as ,O05 
+60 + 3K: + К Š + 22 ра 
‹ ai a ^ 


+ ALC + KOER + КЕ,Е,] < 


az ,OF 8 
Try = 2 2 + 422 + 6(1 + KN SE 
кат ah oh ‹ а 


E p 2,95 
2— EY + 4(KE,Ey + Еу) 二 一 
+ an Ft (KExEy ” ai, 


ax os os д> 
zz 一 2 十 4 十 和 二 二 十 2 二 人 
F” бөр dn fan дб, 
as a 
+2 22 
a, “ 
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Әх ах, ,OF 
Tar = 4К©®® + 6KO + KY 22 + 252 ExE 
uy а, ‹ Ээ, Т Er 


+ 2[(2 + КОЕ Е + КОЕ} + EDI 2z 


Әх ax 
Typ 2 S ByE,+ 255 (KEE, + 2ЕҮЕ 
ETrz э, rE; a, KEE vEz) 
ax 
Txz = 222 ExE 
ETxz а, E 
252 102 + КЭЕ,Е: + KEvEz] 
ñ 


az az 
10.18.17 = — 222 By~ 222 [(1 + КОЕ, + KE 
(10.18.17) IB ОЕ Bx 222 (1 + Кук, + REVI 


— 292 (1 + 3K + KEL 
Oly 


+ KQ 十 K)Ey) 
T= = 222 к,—›97 (KEx+ By) 
ol 


~222 [KG + квз + U + DE 
Я 


Ө ӘХ 055 
--21(2 十 二 十 Sle 
Te ё, а ans 8“ 


由 C10.18.11).; 得 世 应 力 场 和 极 化 场 的 空间 分 量 ， 
(10.18.18) hee 一 ETxx 十 2KeT xy + KET vy 
куу = BT yy 
Etes 一 gTzzs stay = BT xy + Kr Tw 
Blys = ET yz, в: = zT; 

P, = [Tx + KIlr,P, = П.Р, = Па 
ERB У 一 “上 的 表面 外 力 给 定 为 
(10.18.19) fog = titty = (st — PRE iy 
因为 在 > 一 “上 mw = ñas 所 以 我 们 有 
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(10.18.20) буу = hy: — P E, 
! узу 一 glyy — PLE 
Teya = glys — РУБ, 

# y = 0 上 的 外 力 大 小 相等 而 方向 相反 ， 除 电解 面 上 关于 外 力 的 
边界 条 件 (10.18.7) 外 ,这 已 完成 了 问题 的 解答 。 我 们 首先 指出 ,给 
定 具 有 常 值 和 任意 方向 的 外 部 电场 E, 则 在 电介质 中 的 电场 E, 
的 空间 分 量 可 由 (10.18.15) 求 得 ， 应 力 张 量 tu 的 空间 分 量 和 极 
ERE P, 的 空间 分 量 可 由 《10.18.18) 求 得 ,在 该 式 中 Te 和 
Пк 由 (10.18.16) 和 (10.18.17) 给 出 。 因 此 ,最 后 可 用 E 和 wi 来 
表示 sta MP, 在 这 样 的 解 中 ， 所 有 有 关 电 的 边界 条 任 都 已 满 
JR. 但 是 为 了 维持 简单 剪 切 所 得 的 解 ， 必 须 在 板 条 的 一 “和 
y = 0 的 面 上 作用 由 (10.18.20) 所 给 岂 的 常 值 外 力 。 

现在 ,我 们 考虑 一 些 特殊 情况 ,以 便 引 起 对 这 些 结 果 的 物理 总 

А. 限制 在 (xy) 平面 的 外 部 电场 

在 这 种 情 帝 下 ，Es 一 0， 从 而 由 (10.18.157) 导 出 E= E, 一 
0。 于 是 ,我 们 有 
(10.18.21) Blys = кыа = 0,P, = Dt 0 
这 时 , BORD ts 一 0， 平板 的 表面 受到 法 向 外 力 tony MEE 
BID ку» 的 作用 。 因 此 ,简单 剪 切 状态 可 由 常 值 法 向 外 力 和 常人 
前 力 的 作用 来 维持 。 其 中 第 一 个 效应 称 为 Poynting 效应 。 我 们 
还 需要 一 个 常 值 于 力 来 维持 体积 不 变 ， 这 个 效应 称 为 Kelvin $ 
应 。 我 们 还 记得 ,在 纯 力学 的 简单 剪 切 《参见 第 6.13 节 ) 中 也 有 
Poynting 效应 和 Kelvin RH. WES K, 依赖 于 至 少 
二 次 的 电 矢量 分 量 ,这 就 是 电 致 伸缩 效应 。 所 有 这 些 效应 在 线性 
理论 中 都 不 存在 ， 岂 致 伸缩 效应 总 峡 着 ,在 高 电场 的 作用 下 ,物质 
将 产生 应 力 。 反 之 ,如果 我 们 在 固体 上 作用 一 个 足够 大 的 外 力 , 则 
将 产生 一 个 在 技术 上 可 以 为 我 们 做 切 的 电场 (例如 开门 ,启动 各 种 
机 构 等 )。 

В. 1 (х,у) 平面 上 只 有 一 个 分 量 的 电场 


өз. 


fase Е!= ЕЙ = 0, (j E= 0, 则 E= Ë, = 0, ÉE, = 
ES — (Р, + И) Гео. MRIBC10.6.16).#8F4E—4- 7% 
` (10.18.22) ис = PXE = P,E j, 
它 将 引起 板 条 绕 z 轴 转 动 。 我 们 指出 ,在 线性 理论 中 ,这 个 力 偶 是 
不 会 出 现 的 。 
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ABBE REACT AF Н ЕЕЕ BARRE E Ж Sa Ek ЛЕ Ж {ЕН 
《10.18.1) 到 (10.18.10) 给 出 。 在 自然 状态 下 无 偏 压 的 线性 理论 的 
本 构 方程 由 C10.17.20) ,C10.17.22) 和 (10.17.23) 得 出 。 


(10191) >= + + омшкйы$ы» — е„ыЁ„ёы 


一 二 ELE, 
2 


(10.19.2) кїн = gtimaCmn 一 Cmk E m 
(10.19.3) P, = X#E, Chintin 
式 中 sk 是 通常 的 无 限 小 应 变 张 是 , 它 定义 为 
(10.19.4) гы = + (аа + ma) 


在 我 们 的 理论 中 ， 真 空 电 介 常 数 o 取 作 1。 在 无 线 电 工程 师 协 
会 的 标准 中 (参见 IRE 119491), в, 一 8.854 х 107" Ж. 
HE oo, WA 
(10.19.5) D = «E +P 
上 上 列 方 程 组 构成 压 电 性 物质 线性 理论 的 基本 方程 。 

引入 由 下 式 定义 的 电势 ф(х, г): 
(10.19.6) 到 一 一 V 
则 方程 (10.18.2) 即 被 满足 。 把 .上 式 代入 (10.19.2) 到 (10.19.5)， 并 
把 结果 再 代 人 《10.18.1) 和 (C10.18.4)， 和 忽略 非 线性 项 一 РЕ, GB 
光电 荷 ), 我 们 得 到 
(10.19.7) спан, вифи — 0 


-4920 


(10.19.8) шшш + еен +0 (fr — б )= 0 
式 中 我 们 记 

(18.19.9) вы = вады + Xh 

根据 线性 理论 的 原则 ,对 焉 电线 性 理论 我 们 还 有 
(10.19.10) ца © st 


为 了 确定 静电 势 (x, 1) ЖМ m= a(x, O, КАКЫ 
FRC 10.19.7)Я01(10.19.8), #E2RBE AL HE FH (10.18.5)](10.18.7) 
得 到 相应 的 边界 条 件 。 它 们 的 形式 是 
(10.19.11) тат = быу 在 上 
u — ш Ж = фф Е 
[D]-n=0 在 Go 上 
[Ф1=0 Ж %#;= #— Z L 
ADS, 和 Sp 是 物体 边界 曲面 的 一 部 分 ,而 S. 或 se, 是 
RES 或 So 后 剩 下 的 边界 曲面 的 其 余部 分 。 当然, 也 可 以 
有 其 它 形式 的 边界 条 件 .但 是 不 论 在 什么 情况 下 ， 这 些 边界 条 件 
和 初始 条 件 必 须 和 唯一 狂 定 理 相 容 .初始 条 件 通常 由 下 列 Cauchy 
形式 组 成 : 
(10.19.12) u(xX,0) = u(x) 
&(ж,0) = #1(х) 

我 们 指出 ,在 静电 方程 (40.9.7) 中 没有 时 间 率 出 现 。 这 是 因为 没有 
磁化 所 造成 的 "。 显 然 ， 在 运动 的 物体 中 磁场 是 感应 的 。 但 这 个 
效应 很 小 ,从 而 可 以 忽略 ， 

下 面 ,我们 利用 这 些 方程 来 讨论 一 个 简单 的 问题 , 
平面 波 的 传播 。 在 单位 矢量 m 方向 上 传 潘 的 平面 电介质 弹性 
该 可 表示 为 
b= p(n- кесу) 

(10.19.13) a un хта) 


1) 关于 攻 虑 妓 化 的 电磁 弹性 波 的 讨论 ?请 参见 Donkin 和 Eringen (19631. 


«493. 


AH co 是 波 的 相 速 度 , 而 且 
(10.19.14) nen=1 
把 (10.19.13) 代 人 (10.19.7) 和 令 Ё = 0 的 (10.19.8) ,我 们 有 
(10.19.15) © sume” — Ermini = 0 

Cathan + Санатта — Peð in = 0 
式 中 字母 上 的 撤 表 示 函 数 对 其 自 变量 的 导数 ， 这 是 关于 四 个 末 知 
E p 和 шщ 的 四 个 方程 的 方程 组 .由 第 一 个 方程 ， 我们 得 到 


(10.19.16) P” = (Cum Metin] Epin it 
把 上 式 代入 (10.19.15) 的 第 二 个 方程 我 们 得 到 
(10.19.17) (Qim 一 0038 1m Jun = 0 
式 中 

《10.19.18) Qin = Sussman, 


是 用 还 电 增强 的 刚度 张 量 5 表示 的 声张 量 、” 的 定义 为 
(10.19.19) Shima = сын + (n ' € п) ерып, Cgmaly 


mR 


(10.19.20) det (Q — pe} I) = 0 
或 等 价 地 有 
(10.19.21) (000) + Ie( pci)? — Порсї + Шо = 0 


则 齐 次 方程 组 (10.19.17) 有 非 平凡 解 。 这 里 的 lo, Ho, Шо ЖЖ 
E Q 的 主 不 变量 。 方程 (10.19.17) 和 (10.19.21) 表 明 ,C10.19.21) 
的 三 个 根 pc。 是 声张 量 Q 的 特征 值 M u= a, EARE Q 
的 特征 矢量 。 声张 量 的 单位 特征 矢量 v 一 a /|u| = а„/|а„| 
称 为 声 轴 . 因为 Q 是 对 称 张 量 ,所 以 三 个 特征 售 都 是 实 的 。 因 
此 ,如 果 (10.19.21? 的 三 个 根 是 彼此 不 同 的 ， 则 声 轴 о, 在 波 面 的 
点 上 构成 一 个 正 交 三 元 组 。 但 对 物理 上 有 意义 的 波 ，ci 必须 是 
正 的 ， 于 是 ,对 于 在 每 个 方向 上 传播 的 真实 的 波 ,声张 量 必须 是 正 
定 的 ， 可 以 证 明 ， 这 一 结论 成 立 的 必要 充分 条 件 是 压 电 增强 刚度 
张 量 是 强 椭圆 性 , 亦 即 ,对 于 任意 的 矢量 % 和 有 
《10.19.22》 Фанда = 0 

WOR AME HH) , 则 当 一 个 声 轴 害 确定 后 ,与 此 声 轴 相 


ө 


垂直 的 任意 两 个 灿 就 都 是 声 轴 ,但 波 速 却 与 全 组 声 轴 相 关 。 如 果 
mms, ak v 则 在 所 有 方向 上 只 有 一 个 波 速 ,任意 一 个 方 

ЖЕНА. WE ”是 单位 矢量 , 则 由 (10.89.17) 得 出 
Cs u тюс} == От. 
于 是 ,我 们 可 定义 WW ар, 并 这 样 来 进取 v. 的 方向 ,使 得 п. 
>2>0. ш" 的 大 小 是 jal, FÆ a> OMT, а < o 相 
MTA. (10.19.1741, WE a= п” НЕКЕ, ka 
也 是 特征 矢量 KEW AEB, 

最 后 我 们 指出 ， 当 Q 的 特征 矢量 a CAM, $$ Tj H 
(10.19.16) 确 定 。 然 后 通过 (10.19.6) 就 可 给 出 电场 。 

根据 以 上 的 讨论 可 知 ,由 物质 模 晤 сн, Cim 和 Ай 在 数量 
上 上 和 性 质 上 所 反映 出 来 的 物质 对 称 人 性 规则 在 最 后 结果 中 占有 重要 
的 地 位 。 : 


10.20 е E A Rz 


作为 第 二 个 问题 RISB- EE Ker БЕП 
于 其 表面 上 的 振荡 电位 势 作 用 下 而 产生 沿 厚度 方向 的 拔 动 ?， 见 
图 10.201. 直角 坐标 的 = 轴 垂 直 于 板 的 上 下 表面 а= 土 hf2. 
厚度 4 假定 比 自由 空间 的 E-M RMR KES, FR Di 
似 或 立 ， 沿 厚度 方向 的 振动 是 由 任意 方向 的 位 移 矢 量 在 厚度 方向 
传播 的 各 种 波 所 构成 的 ， 板 的 表面 无 外 力 ， 但 它 承受 振荡 电位 势 
的 作用 。 于 是 边界 条 件 为 : 
(10.20.1) дуң = (Cussbaa + Enip) Æ z= +h/2 上 


(10.20.2) $= + + Усон, Æ z= +&/2 E 


AH n = sp 是 在 z [ЕД Ара BARR, V /2 
是 电位 势 的 大 小 。 我 们 考虑 下 列 形式 的 解 : 
(10.20.3) {Ф,а} = {Ps), UCe)}coswms 


4) Tiersten [1969], 
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-HV cos wr 


ф = %V соз сот. 
Р 10.20.1 沿 虎 度 方向 的 振动 


把 上 式 代 和 (10.19.7) 和 令 f= 0 的 (10.19.8) ,我们 有 
(10.20.4) выпкщФ” — ент == 0, 
esun,n yb” + Gyin Ul + рю == 0 
由 上 式 消去 O°, BBA 
(10.20.5) Qin, + рю, = 0 
式 中 的 Q 是 由 《10.19.18) 所 定义 的 声张 量 。 这 个 方程 与 
(10.20.4), 的 一 般 解 为 


(10.20.6) Y= > a.,(Ascosk,z + Basin kaz) 
Фф (n + g п) еныя, F Cig + С, 
AP А„,В„, C, 和 C, 是 任意 常数 ，a。 是 声张 量 Q 的 特征 矢 
量 , 亦 即 , 它 们 满足 
(10.20.7) (Qin — осіб, да, = 0 
对 应 的 特征 值 为 pcis, 这 里 
(10.20.8) сы = wfke 
把 C10.20.6) 代 入 (10.20.3), 我 们 得 到 一 般 解 
(10.20.9) п = Ucosor, ф = cosas 
为 了 确定 积分 常数 ,我们 把 〈10.20.9》 代 入 边界 条 件 (19.20.1) 和 
《10.20.2)。 利 用 (10.19.18) ,我 们 得 到 
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О, + C esas = б, z= А2 
Ф= +Ү{? ‚ х= thf? 
利用 (10.20.6) ,我 们 有 4s 一 0，C; 一 0, WE 


з 


У) окса В сов (kah/2) + Cremeinans = 0 


(10.20.10) 


(10.20.11) с—® _ 2 EER EESE T 


x > qaorBa л (k.h/2) 


在 其 中 的 第 一 式 中 我 们 已 用 到 (10.20.7)， 把 С, 代 人 第 一 式 ， 然 
后 把 所 得 的 结果 与 as 作 标 积 。 因 为 特征 函数 正 交 《可 用 类 似 于 
Ж 1.10 节 中 所 给 出 的 方法 作出 证 明 ); 亦 即 ， 

10.20.12) aa 一 б, 

PUP HARA 

(10.20.13) pRpcipBacos (Rph/2) 


= 2 De e: в) 4,4,8, sin (kuh/2) 


人 ~ 


y 
4 
Пп 8 


式 中 
(10.20.14) da = Chinni am 

常数 8B。 现 在 可 由 求解 (10.20.13) 的 三 个 方程 加 以 确定 , 即 
(10.20.15) Ba 一 —[eDhk, ci, cos CR,2/2)] da V 

AP D ETRA BITAR: 


dudi 2 
(10.20.16) D = det [es x туз in 
x бын?) 1 
соз (Kahf2) + 
1 > K: tan (k 2) 


PTI Rahl2 
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AEP Ka ШАХ 

(10.20.17) К, = d,La(m + e+ n), 7 

ет = МЕНН А». 
u 和 外 的 完整 解 为 


‚ 
a= — > [ebk,c „сов (hahi 2)DY and V 


X sin (haz) cas or 


(10.20.18) ф= z Ë — УМА cos (kabl 2)DI TKI sin (Ае) 


— Оа) sin (ЫАЛ coset 


AR(10.20.18) 可 以 用 来 确定 在 压 电 共振 区 域 中 电 介 张 重 的 频率 相 
关 人 性。 为 此 ,由 Nelson [19791， 我 们 利用 电位 移 达 界 条 件 
(10.20.19) Гр]. n— w, := +h/2 

Fi FAC 10.19.3) ,(10.19.5) ,C10.19.9 ANC 10.20.18) ,我 们 可 以 计算 在 
电极 面积 4 上 的 总 电荷 


(10.20.20) Q= AW; = CV, z= +h/2 
式 中 C 是 电容 

(10.20.21) C= Aslh 
ирен TR 。 定义 为 


(10.20.22) а= (пеп) 
x[i- У) KRAI tan ОЕ 


为 求 得 (10.20.22), 我 们 曾 用 过 (10.20.14) 和 (10.20.16)。 

当 (10.20.22) BWRDD DEFER, s со, 因为 K.' ~ 
ww”!， 所 以 在 高 频 极 限 下 ,我们 有 
(10.20.23) СЕ ЗА Ч X aco 时 


1) 参见 Nelson 11976, Ch. 11], 
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低频 极限 由 下 式 给 出 ; 
(10.20.24) ве (в.в: в) h _ > к що 0 fit 


PVA ЧЇЙ А АО (o) 的 特性 。 为 此 ,我们 芳 虞 一 
个 在 这 两 个 极限 之 间 的 单 声波 型 ,由 于 一 些 晶 体 的 对 称 性 和 有 向 
性 ,这 是 可 能 的 。 在 这 种 情况 下 , (10.20.22) 的 分 母 只 有 一 项 ,从 
而 , 当 

2 sin (kah/2) __ = 
(10.20.25) K: КАЙ cos (85/2) = 0 


BF, ЖЕМ. ГРАНАМА АВ N K。( 在 频率 高 于 最 低 的 


12 


20 


e 
oe 
a ~ 
站 
о аа ааа". 
ол og оз 04 ов O810 2 з 46 


va ш/?п БВ 
В 10.20.2 пе ЛЕНУ ЕЗЕН AROR ERA 
HRN AARC HEARTH 0.267, Ж 4.023 X10? Жу 
Pr KERK Ky == 4.455), ЗЕ Nelson [1979], 
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RRAK ,第 一 项 可 以 忽略 。 上 式 给 出 了 均匀 分 布 的 频率 
(10.20.26) kah/2 = whf2eo = (2m — 1)z/2 m = 12 
利用 声波 波长 А„ = 2xcosfw、 上 式 可 表示 为 
(10.20.27) (2m — 1d, = 2h 
FA 5853984509 О KS PER SR, Q pH 
频率 w/2x 变化 的 关系 曲线 示 于 图 10.20.2 。 

通过 测量 夫 振 频率 ,我 们 就 可 以 确定 声速 ce， 进 厕 确定 增强 
的 弹性 模 量 Time FY 截面 的 石英 晶体 ,因为 三 个 特征 波 型 中 
有 两 个 在 了 方向 传播 , 故 电力 磷 合 常数 K. 为 零 。 在 这 种 情况 下 ， 
《10.20.22) 的 分 母 只 有 一 项 它 表 示 一 个 在 和 结晶 方向 上 具有 位 
移 矢量 的 纯 剪 切 波 ， 

压 电 常数 的 实验 测定 要 求 做 几 个 激发 帮 刚 性 的 波 型 的 实验. 
这 些 模 量 中 的 一 些 可 在 板 的 两 对 边 上 加 上 电极 就 可 激发 几 个 这 样 
的 波 型 。 关于 这 些 问题 的 论述 以 及 其 它 观点 , 请 参看 Tiersten 
11969] 和 Nelson [1979] 以 及 他 们 所 引证 的 参考 文献 ， 


10.21 磁 弹 性 理论 

对 于 非 铁 物质 ,电荷 效应 ， 磁 化 效应 和 极 化 效应 都 可 以 路 去 . 
研究 这 些 物质 的 磁 弹 性 理论 由 下 列 方程 组 所 控制 , 它们 是 从 第 
10.7 节 所 列 出 的 方程 组 中 去 掉 含 有 q 和 P 的 项 得 到 的 , 即 


(10.211) ухЕ+ + + В 一 0 
(10.21.2) v-B=0 
(10.21.3) vxH-=1 7 

P 
(10.21.4) oo = Ше 


(10.21.5) ваа + об — 60) + + (IXB): — Mia Bi = 0 


(10.21.6) #йы = 0 
(10.21.7) 6 所 一 V 4—3: & — рһ = 0 
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BIE SR AEE 
(10.21.8) 


(10.21.9) 
(10 21.10) 
(10.21.11) 


(10.21.12) 


(z = v): 
nxiE + lvxB|~o 
L с 
n-[B]=0 
[nx H —ivxp]—0 
< 
а, Жолы + + “Ехв)] m=0 


Са — Hz] = 0 


SAS hk IE 
出 各 向 同性 


《10.21.13》 


(10.21.14) 


(10.21.15) 
(10.21.16) 


(10.21.17) 


(10.21.18) 


式 中 


(10.21.19) 


体 的 本 构 方程 已 在 第 10.17 节 中 给 出 、 下 面 我 们 只 给 
固体 的 本 构 方 程 。 
рої, 


E= pl = z — pool 一 th T BTire 


+ + ACB) 4 пага? 一 FxB ‚в 


s= L +Z r ++ ваё 
Te Po 


він = (PT + 18, 8g 十 2а, 
М = x°B, 


q= evr +et( E+ L xB) 

¢ 

I~ (E+ 4 exe) 4 Ayr 
B=,H+M 
sa” ы + МАВ, 


шы = —В,М + E,E, + BaB; 


-4 CE: + B? — 2M. В) 
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GEN 
oF 
KH JK ТАЕ ра, BENTO SERRE Wk R 
为 1 的 我们 米 评 论 在 (10.21.5) 中 的 非 线 性 E-M 项 ， 这 些 项 构 
成 E-M JRE, 类 似 地 ， 在 zt 的 表达 式 中 存在 乘积 项 MB, 
这 是 电磁 力 侦 的 表现 , 它 造成 Cauchy 应 力 t 的 非 对 称 性 。 如 果 
略 大 这 些 项 , 则 电磁 现象 与 弹 姓 变形 是 非 宰 合 的 。 我 们 可 能 会 碰 
到 感应 们 场 比 作用 的 磁场 小 得 多 的 情况 ,因此 可 以 令 H= 于 + 
b, REH b 是 感应 磁场 ， 而 H, 是 偏 磁场 ， 由 于 磁力 项 对 
〈10.21.5) 育 贡献 所 以 我 们 要 保留 这 些 项 ， 

如 果 我 们 对 C10.21.18) 取 旋 度 ,并 用 (10.21.1) 和 (10.21.3) 消 去 
Е 和 J, 则 可 得 色 


= 1 > 
ёр g Cant ma) a= 


(10.21.20) сухухи+ = 08 2 ух(ухВ) =o 
#UB(10.221.1628(10.21.19 ,我 们 可 令 
(10.21.21) В = „Н, х= 1— mln 


月 (10.21.21), 我 们 可 把 (10.21.20) 表 示 成 为 


(102122) ухух H+ (26 we) (oH —vx(vx H)| = 


其 次 ,我 们 把 (10.21.15》 和 《10.21.16) 代 人 《10.21.5)。 并 利用 
(10.21.21) (10.21.19》,(10.21.2) 和 (10.21.3), 则 得 
《10 21.23) Ge + 2p)YY a му Ху Ха — BVT 

+ (V XH)XH + of — ü) = 0 
为 了 求 得 热传导 方程 ， 我 们 先 在 (10.21.177 和 《10.21.18) 中 消去 
Е + 上 vxX 虽 .然后 ,要 所 求 得 的 q 的 表达 式 和 (10.21.3) 以 及 
(10.21.14) 代入 (10.21.7)， 引 入 б=т +T, 其 中 T > 0, 
ITI < To, 将 о9) 线性 化 ,我 们 得 到 
(10.21.24) —штї + ATV: ü + [к (о? S/o) IVT 

+ (t/o vX HY — (со /a)X Xx H) 


+502, 


-VT + ph = 0 
Ж5##(10.21.22)#](10.21.24)& тн] НЕ СТЕПЕН bk FA Ж 
本 场 方程 。 在 适当 的 边界 条 件 和 初始 条 件 下 ， 必 须 对 它们 求解 以 
便 确 定 场 Н, а 和 了， 由 (10.21.21),(10.21.18) 和 (C10.21.3) 见 得 
É B, E # J. 


适当 的 边界 条 件 通常 有 下 列 形式 : 
Сы + шы) = tay 在 ©, k 
(19.21.25) Wan Ж Z,— Z — Z, k 
(10.21.26) nx[H1— 0 ES 上 
(10.21.27) ччпе=„ EZ, E 


THT, # s= >F, 上 
这 里 ,所 有 等 号 右边 的 量 都 是 已 知 的 . 这 些 条件 中 的 (10.21.25), 和 
(10.21.27), 是 由 (10.21.11) 和 《10.21.12) 中 了 略 去 电磁 动量 和 电磁 
MSS. 由 于 与 H 相 比 可 以 略 去 YXD/c。 所 以 条 件 
《10.21.26) 也 是 对 (10.21.10) 的 近似 。 这 些 被 略 去 的 项 一 般 地 要 比 
保留 的 项 小 得 多 。 当 然 还 有 其 它 的 可 能 性 存在 (例如 热 辐 射 条 件 ， 
参见 (8.4.28))， 这 些 条 件 与 初始 条 件 在 一 起 称 作 是 适 定 的 、 如 果 
它们 和 解 的 唯一 性 相 容 ， 

初始 条 件 一 般 由 Cauchy 形式 组 成 : 


(10.21.28) щ(х,0) = (ж) 

(х,0) = of(x) 
(10.21.29) H(x,0) ~ H'(x) 
(10.21.30) T(x,0) = T(x) 


Ka ov, 和 T° Er 中 是 给 定 的 函数 。 
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ATRBE LAT TEU) Be, KERIB 
PHS TMB. fE = MBER ERR Cr, 
6,2) 中 :我们 假定 所 有 的 场 只 与 径 向 坐标 AK, (10.21.24), 
我 们 有 


+503 - 


(10.221) (+ а) о 


dr dr СА 
式 中 
(10.22.2) к, = к — (xP |o) 
对 于 在 ”一 0 处 为 正则 的 温度 ,积分 (10.22.1), 则 给 出 
(10.22.3) Т = —(P 4an) + T, 


RE Т. 是 积分 常数 , 它 依赖 于 全 的 边界 条 件 、 
其 次 ,在 * = 0 处 的 正则 条 件 和 ?一 а дЕ (10.21.10) 
件 下 求解 (10.21.2) 和 (C10.21.3) 来 确定 磁场 ， 


H = Ze, Hes, 0<r<e 
2 


(10.22.4) 
Ја 
Ter ee + He, r> a 
任意 常数 H, 可 以 看 成 是 对 电流 所 产生 的 磁场 上 外 加 的 磁场 。 
利用 (10.21.8) 即 可 求 得 电场 
Е = LG: е, + а 
(10.22.5) Ы 2 
Е = 0, r>a 
它 满足 (10.21.1) 和 边界 条 件 (10.21.8)。 最 后 ,位 移 场 由 (10.21.23》 
确定 , 它 简 化 为 ' 


(10226) GL + 2) zj =  ] 


dr 
— А р, 
+ GE 去 ) Pr=o 
利用 在 ”一 0 上 的 正则 条 件 , 对 上 式 积分 给 出 
r _1{& вур 
(10.22.7) и КОРУ [с 5 (& 5) rr] 
0<r <a 


Cy 是 积分 常数 , 它 可 以 利用 外 力 的 边界 条 件 (10.21.11) 来 确定 , 根 
据 (6.8.2), 我 们 有 : 


DELLE 


(10.228) „= — BT +G. + 2) LE +1, 
dr r 


mT, + |Ë + E с + | 
ок € 
Pr + 
и 4 det 
iG, tte) а, 2, 
„== 0, r> a 


C, 0<r <a 


利用 (10.21.19》， 则 


(10.22.9) wom (2) h(E EG -) 


ayi 
(ГЕ жн), 0<r<e 
Са 


Pat 
wm (ен), r >e 


于 是 在 7 = 时 ,《10.21.11) 给 出 


(10.2210) tH c. = ar – |== +Ë ca + 392 | 
L Til кш 


iy +2 (2) n (£ Pe) 


-4 cu- 1y (ZF + mi) 


利用 (10.22.77 和 (6.8.2) ,我 们 得 到 


(10.22.11) x= ia L fear, „(у 


«GS + *)| -ae ia 


[2-( Be ++ (Bahia - 2) 
ox, hutu 0 GR а 


5956 


(10.22.12), = Ве 
8(2, + Zadar, 


x (1+ es Tetine + 3⁄4 中 (= 


二 (人 


-4 (a -1> (28 0) 


Вак, (А, + 28.) 


Benda 
Вак, he + 2 n) 


x ( + BOR 2% + за.) 
св, ГА 


BORNE 


-40 (2 ган) 


oR 


a 
一 Me gr, An er, 


T 
Ltn +59, + 24, Jon, 


B, trt (з ee 


в?) 


) 


х (1 ++ ege) 一 ГД 
2н, CA 


x [1 + Pee Bite em) 
` ГА с, 


BCA + 20,)ак, de 十 нек pa 


а (SY -Er 


-a= (+n) 


tre ™ tan = pe => Ü 
到 此 就 完成 了 形式 和 解 。 
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由 于 依赖 于 电流 大 小 ,所 以 应 力 可 以 是 非常 大 的 ,因为 它们 是 
类 的 函数 。 因 此 ,在 带 有 高 强 电流 的 导线 中 可 能 产生 很 大 的 应 力 ， 
这 就 可 能 引起 导线 爆裂 ,根据 这 个 结论 ， 也 可 以 设想 利用 高 强度 
电流 进行 金属 成 形 ， 但 高 强度 稳 恒 电流 可 以 产生 高 温 ， 因 此 可 能 
在 应 力 出 现 之 前 就 导致 深化。 尽管 如 此 ， 也 还 有 利用 高 强度 放电 
(瞬时 场 ) 的 金属 成 形 工艺 ， 事 实 上 ,从 原则 上 说 ,闪电 的 破坏 就 是 
由 于 这 个 原因 所 造成 的 。 但 瞬时 问题 在 数学 上 更 是 难以 处 理 ， 由 
于 动力 效应 , 场 是 碍 侣 的 ， 因 此 非 线性 伪 微 分 方程 非常 准 以 求解 
韭 热 导体 的 球 承受 径 向 振动 的 特殊 的 逆 解 已 由 Paria [1964] 得 
到 。 


10.23 ЙЕ 


对 于 小 振幅 的 场 ,可 利用 摄 动 方法 把 基本 场 方程 ( 10.21.227 到 
《10.21.24) 线 性 化 。 这 里 我 们 考虑 在 常 值 的 初始 磁场 作用 下 的 固 
体 中 沿 * 方向 传播 的 一 维 乎 面 波 。 我 们 到 
(10.231) a= u(x,t), Н = 202,0) + ЇН, + h(z i) Th 
Ab H, 是 常数 ,是 外 加 的 酸 场 。 与 线性 项 相 比 , 略 去 hyh M 
工 的 乘积 项 , 则 令 了 一 0 的 场 方程 (10.2I.22) 到 (10.21.24) 归 结 为 


Phy _ Ob 
10.23.2 Ан oe — 222 = 0 
‹ › wee ЕТ or 
ањ, _ Oh ди 
н 72 z ° 
“өг ð бед! 
> On aT dh, Ou 
2 H, OP. = 
Ge FH) оа Bes ar ”On 
oT ar On 
_ Z -gT = 0 
Oa? or O° Beas 
式 中 
(10.23.3) © A= en, x = в — (la) 


我 们 指出 ,上 列 方 竹中 的 第 一 个 与 后 面 的 三 个 是 非 耦合 的 。 平面 
谐 波 具有 形式 
397. 


(10.23.4) {husu T} {һ,шщ,б,}ехрЇ(Ёх — wt)] 
常数 h, s A Ө. 是 波 的 振幅 ， 把 它们 代 和 人 (10.23.2) 的 后 三 个 方 
程 ,我 们 有 
《10.23.5) — (—1н& + io)h — Но» = 0, 

[—Q, + 2) + pot] — 18600 — iuH Eho 

= 0, 

(к + іт со), — BT woh = 0 

为 使 非 平 凡 解 存在 ,上 列 方程 组 的 行列 式 必 须 为 零 , 亦 即 


nk? — jo НуоЁ 0 
(10.23.6) | ан (2, +28.) — po pE mo 
0 BT 0g к? — іра 


展开 这 个 行列 式 ,我 们 得 到 作为 $ 的 函数 所 满足 的 方程: 

(10.23.7) Ён (Х + in?) — (х + tea (2 — D+ in?) 
一 sty] = 0 

式 中 

(40238) Ry = „Насі, Хоја == Боа 


А 
em руск, сї" G, + 2ad/p 


вт == Т, дт) ey — Анеј 
这 里 Ra 称 为 磁 压 力 数 . 当 Кн eu 一 0 时 ,( 10.23.7) 给 出 纯 
热 弹 性 波 的 弥散 关系 
(10.23.9) GP ХСХ + in?) + er = 0 
ВАЗА Т АО А8: K. 和 en 所 引起 的 ,弥散 关系 式 
《10.23.7) 是 具有 复 系数 的 关于 m 的 三 次 方程 。 各 种 金属 在 UT 
时 的 特征 频率 马列 于 下 表 (Chadwick [19601); 


я | | ki 


aap) 4.662469 | 1.73Xxt04 | 155008 1.9% 104 


шж o © oy 亦 即 , 如 Z < 1， 则 由 (10.23.7) 咯 去 高 于 一 次 的 
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BERRE 

(10.23.10) n= +0 + 0/2901 + ep + (1 + Ra)ler 

对 于 纯 热 弹性 波 , 这 个 表达 式 中 的 最 后 一 项 消失 。 所 以 ,磁场 的 作 
用 是 以 关系 《1 十 Ан) /er BARBRA, ERE 
速度 оо/Е = cZ] FREEWARE HARARE DDR 
有 相同 的 特征 ,但 是 ,精确 的 频率 方程 (10.23.7) 显 然 表 现 出 弥散 . 
磁 热 弹性 平面 波 已 由 Wilson 119621, Paria [1962] 作 过 讨论 . 
也 可 参看 Nowinski [1978, 第 23 节 ] 和 Dunkin, Eringen [1963] 
等 文献 。 


10.24 电磁 流体 


有 些 流 体 ( 例 如 条 ) 能 够 导电 ,并 出 现 磁 效应 。 在 磁场 的 作用 
下 ,这 些 流 体 的 运动 变 受 到 相当 大 的 影响 。 磁 流体 力学 ,电流 体力 
学 以 及 更 一 般 的 等 离子 体 动力 学 是 目前 具有 广泛 技术 应 用 多 突出 
的 课题 。 实 际 上 ， 昌 前 的 大 量 研 究 和 发 展 都 是 在 重点 曾 向 能 县 生 
产 领 域内 进行 的 . 

电磁 流体 的 本 构 方程 具有 形式 《10.10.8), 或 更 具体 地 写成 
(10.241) 由 一 出 Ce ,du O08 Bad 

am tp dy 8, 5,4, Gt By) 

Bhar stu(p dl 959,458 as Ba) 

Ф. gap du, 98,4 Ba) 

Pam Pyle diss 0,98. 2r By) 

Am MLO du 99.42 fas Be) 

Fam FC's 409,04. BY) 
RE, d 是 变形 率 张 量 , 而 所 有 的 场 都 是 在 空间 参考 标 架 中 表示 
的 、 ， 

米 不 等 式 的 方便 形式 是 由 (10.9.6), 和 (C10.9.7),, 消 去 # 而 得 到 
的 , 即 


(10.242) pC + Ón) + tuia + r — P, 


„ә, 


~ MB + FE 20 
xe 
(10243) F= p~ pg -P= s — 9n— р Р, 
E5024) pH БАЕ ARPA ERROR. Be 
代入 (10.24.2), 我 们 将 有 


(10.24.4) —°(& +n) + (su — a án] dig + гаша 


+f. E20 
这 个 不 等 式 关于 


Ó, wu dus Oar @, ЖП В, 
是 线性 的 。 为 了 使 得 该 不 等 式 对 上 列 诸 量 的 所 有 独立 变化 都 保持 
不 变 ,这 就 要求 这 些 量 的 系数 必须 为 零 ， 因 此 ,我 们 有 
әт ag 


10.24.5 Fao = 0, tun 0 
‹ › aa, 8, fan 
ag pag ag 
= 一 一 Ma 
" go” Pe ag, At? SB, 


和 


(10246) оман ыба + + абл + FF, 20 


式 中 


010.24.7) ыы iy б 一 一 z, : 
x 、 


我 们 从 (10.24.5) 的 前 两 个 方程 可 以 看 出 ,下 与 d 和 V8 ERM 
第 三 个 方程 则 表明 应 力 张 量 必须 是 对 称 张 量 。 WRB L E 
tu 的 定义 (10.17.27), 则 我 们 必须 有 


-Sis 


(10.24.8) Pun + By 0 
如 ot, q 和 Z E d, V8 和 2 的 连续 函数 , 则 由 (10.24. бя 
知 , 当 - 
d 一 0 vo=0, ¢=0 
时 ,有 
(10.24.9) st=0,q=0, 7 = 0 
从 而 我 们 证 明了 下 列 定理 。 ыо 


如 果 它们 取 (10.24， Saves, а (024.6) ш 0.24, oie 


如 果 我 们 注意 到 ye 的 表达 式 (10.6.17), 则 (10.24.8) 表 明 , 对 
于 流体 的 电磁 力 偶 为 霍 ， 自 由 能 到 是 A В 的 客观 性 函数 。 记 
以 它 只 能 通过 下 列 不 变 其 与 这 些 矢 量 相关 ; 

(10.24.10) L= #:@, h= E B, 1 — (@ : B): 
RHA 要 能 保证 它 在 时 间 反 向 下 的 不 变性 。 于 E, H 
(10.24.57 我 们 有 


(10.24.11) © = By, 158,07) 
„= — OF 
80 
ag 
= —2p 12 
P “| ә» а, aa m] 


A — 61 B+ әре. m] 
а 和 Z 的 本 构 方程 可 用 作为 8，V6， 必 和 B 的 联合 不 变 
二 的 函数 的 这 些 量 的 生成 元 来 构成 ， 这 些 不 变量 的 个 数 太 多 ， 因 
而 形成 的 本 构 方程 对 实用 来 说 过 于 复杂 。 幸 运 的 是 ， 通 常 只 需要 
不 两 于 二 次 的 近似 式 。 
线性 本 构 方 程 
тажа, пБ. 4 的 二 次 多 项 式 ,于 是 


。511。 


(10.2412) Ф Ty = te e-i xB. B 
80, 1 out f ax 
= æ + ip ae l Eto P B 
P= e 
K = XB 
AP Po 和 д8 是 о! 和 8 的 函数 。 
考虑 到 耗 散 应 力 st， 热流 а 和 电流 .AP 都 是 各 向 同性 函 


数 , 故 可 直接 写 出 它们 的 线性 本 构 方程 : 
(10.24.13) pt = Аиа + 26,8 
q = yO + ee 


Z = сё + PGS 
RBA, (10.24.6), 显然 有 (也 可 参见 《10.14.16)) 
(10.24.14) £ 20, ç 0, 4ra — (xO + PF SO 
3a, + 24, 20, wy 22 0 
Bi, Rise Т Rie aR, 


10.25 电磁 流体 基本 方程 的 汇总 
Maxwell 方程 (在 y-o 中 )。 它 们 由 (10.17.1) 到 (10.17.5》 


给 出 、 

平衡 方程 (在 V-a h) 

(10.25.1) b+ оу е 0 

(10.25.2) а + обі — 91) + uh = 0 
(10.25.3) tn Раё + Ви 

(10.25.4) об — ptudu — Ç: q — Z + 8 — ов 0 
(10.25.5) ptudu + 11а +f-& B20 

本 构 方程 ( 线 狂 理论 7 


10.25.6 FB le. ов. 
‹10.25.6) awe a — BB 
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oF XE в 
(10.25.7) nn BL ез е+ ОВ.В 
(10.25.8) P 一 х2 
(10.25.9) MM == XB 
(10.25.10) t= (on + дт + 24.4 
(10.25.11) а= syo + ка 
(10.25.12) pa mod + #90 


跳 变 方程 (越过 о). 它们 由 (10.17.11 ) 到 (10.17.18) 给 出 。 

最 后 ， 关 于 各 种 定义 和 边界 条 件 以 及 初始 条 件 ， 我 们 可 参看 
《10.17.26) 和 (10.17.28) 以 及 在 第 1 0.17 节 中 的 讨论 。 另外， 热力 
学 压力 按 下 式 计算 ; 
og 
(10.25.13) kaka . 
粘性 系数 л. pp,， 热 传导 系数 和 电 传 导 系数 o 满足 下 列 各 式 : 
(10.25.14) 34,4 28,220, и, 20, 

к 220, с 220, trod — (K0 + 00) BO 
MPAA EH, HS тИ ХКА р(х, г) 来 代 蔡 ,而 
《10.25.1) 则 简化 为 
(10.25.15) усу 0 


1026 磁 流 体力 学 近似 


磁 流 体力 学 MHD) 讨论 自由 电流 和 磁场 与 其 有 高 导电 性 的 
流体 和 气体 之 间 的 相互 作用 。 在 这 个 理论 的 许多 技术 应 用 中 ， 我 
们 可 举 出 下 面 一 些 例子 : 电离 子 化 气体 产生 电能 ， 热 核 聚变 中 热 
离子 化 气体 或 等 离 于 体 的 限 封 ， 使 用 加速 离子 化 气体 的 航天 发 动 
机 以 及 液态 金属 的 抽 运 等 很 多 科学 领域 ,如 地 磁场 ,太阳 凤 ， 在 
螺旋 星系 中 的 磁 流 体 济 击 波 等 都 要 用 到 磁 流 体 理论 ， 

在 мнр 的 近似 中 ， 我 们 假定 : a) 流体 的 运动 是 非 相 对 论 
的 , 即 
(10.26.1) f= Ivl/e «1 


«35136 


b) 位 移 电流 20 和 对 流 电流 99 лаа RAR TCL as qt, 


ЖЫЙ, 
(10.26.2) (e, lav} < IJI 


ЖЕЛ, ЭР 和 。 SË руу, 但 是 E 和 x Ble ЫН 
ËJ, 2580, ` 
(1026.3) „181 в00в) 

ш 10174) ш, 20 对 了 的 贡献 是 可 以 忽略 不 计 的 。 由 


《10.17.1), 我 们 有 gi 一 T(ry0dED). 但 是 根据 (10.17.4),J = 
CefzL)OC|B1), 其 中 工 是 典型 长 度 。 所 以 Гат 一 POC TI), 从 
而 证 实 了 (10.26.2) 的 第 二 式 。 с) 所 有 的 电 致 伸缩 效应 和 磁 致 介 
缩 效 应 都 可 以 忽略 不 计 。 所 以 有 质 力 简 化 为 


(10.26.4) и = L ZxB 


因为 根据 (10.26.1) 到 (10.26.2) 和 Maxwell 方程 有 
(10.26.5) (41 < LiF хві 


这 种 量 级 分 析 一 般 地 适用 于 低频 近似 。 但 是 那 有 点 偶然 ,因此 , 当 
有 怀疑 时 应 该 对 每 个 具体 情况 进行 验证 。 由 于 上 述 这 些 近似 ， 基 
本 方程 可 简化 为 : 

Maxwell 方程 (在 9-2 ip) 


(10.26.6) vxE+ 1 2. 
(10.26.7) v: B=0 
(10.26.8) vxH=1J 
P 
《10.26.9) v-J=0 


平衡 定律 (在 > -oa rh); 


514, 


(10.26.10) 


b+ eÇ : v = 0, 


(10.26.11) Wr +V: ot + oF o) + 2 7хВ—0 
(10.26.12) obi ~ pindu — та Z '* ов 0 
(10.26.13) pudu + Èa: Ve + Z. e>0 
BARC о E): 
(10.26.14) n xCE}— fy -nfH] = 9 
(10.26.15) {H]-n=0 
(10.26.15) n x [HJ— 1% 
(10.26.17) {fl-n+yv.-K=0 
(10.26.18) Cow — »)J ' n = 0 
(10.26.19) exer жэ) + É + (a 一 zy] 
хаи ын анна 0 

(10.26.20) [oe + 4 pul + ген) 

X (о) + (= 一 L юн) 

一 pzuo + (Ех H), — |= o 
(10.26.21) Contor — v4) — Ө”'кб] > 0 
本 构 方程 
(10.26.22)  F— Blo, 6), 
(10.26.23) B= «Н, z = 1/Gt — X”) 
(10.26.4) з= t + xl = htrdl + 2p,d, xz 一 一 от 

К 

(10.26.25) а= кү 
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(10.26.26) Z= (E+ Fvx в) 


(10.26.27) n= 


这 里 (10.26.16) 确 定 表面 电流 .X 。 当 间断 面 与 物体 表面 重合 时 ， 
我 们 就 令 »= v. 

场 方程 

如 果 我 们 对 (10.26.8) 取 旋 度 ,并 利用 (19.26.6) 和 (10.26.26)， 则 我 
们 得 到 


(10.26.28) —ухухВ-ух(уУхВ) -28 = 0, ш fpo 
RE, 称 为 磁 扩 散 率 。 然 后 把 (10.26.24) 代 人 (10.25.2), 导出 运 
动 方程 
(10.26.29) 一 Vr + Q. + 2,)VV v— VX UK 


+ o(f 9) + 1 ухВ)хВв—0 


最 后 ,在 (10.26.12) 中 利用 (10.26.22),(10.26.247 到 (10.26.26)， 则 
得 热传导 方程 


9%, oe, 
(10.26.39) о ot + 6 2557 — V ° v + (td) + рте 


+ Ç : VO) + (с/о) (у ХВ) + ob — 0 
为 了 确定 场 v, 9 和 В. 必须 求解 这 些 方程 与 (10.267) 和 
(10.26.10), 
理想 流体 ”无 粘性 的 非 热传导 的 ， 但 却 是 理想 电导 体 的 流体 称 
为 理想 磁 流体 。 在 这 种 情况 下 ,粘性 和 热传导 可 以 忽略 不 计 , 并 且 
о со, HF Joule 供 热 保持 有 限 ,我 们 必须 有 
(10.26.31) #—=E+LvxB— 0 


对 于 理想 流体 ,我 们 可 以 使 用 (10.26.31) ,并 令 
(10.26.32) н, к= 0, от 0 
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不 可 压缩 流体 ROLL ea, HS 6 一 0， 则 可 招 (10.2610) 
简化 为 
(10.26.33) усу 0 


10.27 ШЖ AMT ZH 


PEER PERO Н, PRAISE AP AT КА НЕ EK 
TY ESE SBI ESD. PPA) BSE 8836685 EA. Ж 
们 引信 无 量 纲 量 
(10.27.1) z = Lx, z, = Ly 
n= Vol), n= s, = 0 
H, = HH (e), Н = Hy H, = 0 
P= pV plz, у) 
式 中 工 和 VV 分 别 是 特征 长 度 和 特征 速度 。 H, BEAT RAI Dn 
磁场 。 
把 (10.27.1) 代 人 (10.26.287 和 (10.26.29) ,我 们 得 到 


(10.27.2) ae, L ФН 0 
4у RF dy? 
Jade ү 1 dH ap 
Е d oidy Bx 
— н 4Н êr 
wa dy ду 


式 中 的 R, К? 和 ,ex 分 别 是 Reynolds 数 ,磁性 Reynolds # 
和 Alfven 数 ， 我 们 还 引信 人 Hartmann # Rs。 它们 定义 为 
(10.27.3) R= VL [и RI YL/ 

wef = CoV? pH) 

Ru = (RR? | аул Hh ( 2)” 


€ u> 
由 (10.27.2) 消 去 # W H, RITER 


DHartmana [1937] 研究 了 MHD age 83855, 
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ay a 40 
(10.27.4) = Ri, a ° 
它 的 通 解 为 
(10.27.5) v= ЕЁ АсозҺ(Ёну) + В іп Һ(Ёну) + C] 
A, В 和 C 是 积分 常数 ， 我 们 取 在 y— 0 上 的 速度 为 特征 速度 . 
边界 条 件 是 
{10.27.6) zy 一 0 ym +1 Е 

eal 在 ?一 0 上 

H=0 在 ?一 二 上 
上 式 的 最 后 一 个 条 件 〈H( 二 1) 一 0》 对 绝缘 鸡 成 立 。 利用 这 些 
条 件 ,可 求 得 速度 分 布 为 
(10.27.7) s — CcoshRa — 1) [ coshRz — cosh(Ray)] 
积分 (10.27.2)» > FF AUC 0.27.6), NA RG MED 
《10.27.8) HC) = (К®/ Ен) Сео Кн — 1) Csin hRgy 


Y 


pz 


PPTZZP E АР АРУ E A E E E A E EL АР АЎ АР АР 


图 10.27.1 MHD RERAN HRE 
мв. 


一 ysin Ry)] 
(10.27.9) Бб, у) = тн ба + $ 


这 里 ,G ЖЛЕ x ЕВЕ, 5 是 常 值 庄 力 。 

Р 10.27.1 给 出 渠道 断面 的 速度 分 布 。 当 Ra 一 0 时 ， 速度 
分 布 为 
(10.27.10) v=1—y 
这 是 经 典 Poiseuille 流动 的 抛物 线 速 度 分 布 (参见 第 7.7 节 )， 另 
一 方面 ,我 们 有 
(10.27.11) Ето 1, —1<у<1 


2 kyra 

但 在 у= +1 E, "一 0。 因 此 ,对 于 很 大 的 Ra, 速度 分 布 在 党 
道 断 面 上 是 平 直 的 ， 而 在 壁 附近 则 急剧 地 减少 到 零 ， 这 是 因为 在 
壁 附近 的 速度 几乎 完全 为 粘性 所 控制 的 绿 故 。 


10.28 Alfven Ж 


利用 外 说 磁场 ,可 在 理想 流体 中 产生 声波 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 
我 们 券 几 在 定常 状态 下 对 均匀 解 Н. p Tü оо MB b, 
Pas Ps 和 v, IRAP, 
(10.28.1) H = H, + eh + OC’), p = p + ap, + OCs’) 

p= m + sp. + OCs), v = ва + Ol), в < 1 

对 寺 理 想 电 导体 ,我 位 有 о = оо, Mii а == 0. #5 (10.28.1) fŠ 
AC0.26.10) (10.26.28) ACL 0.26.29), Sa MAH e 项 和 比 它 更 
高 除 的 项 ( 取 f= 0), RATER: 


‹4028.2) ae ауа 0 

СА 
(10.28.3) а — (H, : yout HÇ u= 9 
(10.28.4) mSS + yp — бух) xH = 0 
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如 果 平 面 波 沿 H, 的 方向 传播 , 则 这 些 方程 的 横向 分 量 将 是 
RGH. В, 如 H, д z 轴 方 向 ， 则 (10.28.27 到 (1428.47 在 
z 轴 的 横向 上 的 投影 为 


ah _ p, ди a 
(10.28.5) Fa H, Fa о 
аш, u Ob ~ 
e Or "Н, Oz ° 
组 合 这 些 方程 ,我 们 就 得 到 波动 方程 
aono She „9м, да. , Fn, 
аё on” Өр Өз! 
这 里 的 家 速度 定义 为 
《10.28.7) Lo = (иН po)? 


称 为 Alfven WE, 所 以 Alfven 波 是 沿 磁力 线 传播 的 横向 抗 
动 .它们 与 纵向 的 声波 不 发 生 灶 合 . 


习题 


10,1 试 把 Mexwell 方程 和 胱 变 条 件 (10.5.14) 到 (10.5.18 RRA EAS 
实验 室 标 架 上 ,这 里 E-M HL E.H,D,E,J 表示 . 

10.2 试 对 具有 线性 本 构 方程 D = cE 的 刚 狂 的 均匀 各 向 同性 电介质 ， 证 
明 它 的 电位 势 E= —уф 必须 满足 Toisson 方程 , 试 确定 由 于 在 球 外 的 一 
个 点 电荷 在 磨 光 的 球面 上 所 产生 的 电场 

10.3 试 证 对 于 半空 间 y>0 的 静电 位 势 为 


Фаз) = — е |, [ taya, yarar 


ET] 
› [7 Ф) 

t E 区 一 :了 六 

这 里 
t= —#) + Ур os + ур, 
10.4 ” 试 证 对 于 由 线性 本 构 方程 В = ин AES ee 
存在 一 个 矢量 势 A， 使 得 B= v x A， 并 且 
VT А) – V'A = Jie 
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试 确定 由 均匀 的 磁化 球 所 产生 的 外 磁场 , 访 磁 化 球 的 其 有 大 小 为 常 值 М. ЗВ 
向 * 轴 的 磁化 M. 

10.5 大 小 不 变 的 定常 电流 在 圆柱 导体 中 流 过 , 试 确定 外 部 磁场 . 

10.6 一 个 具有 波 矢量 为 К 的 E-M 谐 波 入 射 在 两 个 半空 间 的 分 网 表面 
= 一 0 上 。 试 确定 反射 场 和 折射 场 。 

10.7 试 证 在 真空 中 的 Maxwell 方程 等 价 于 矢量 势 A MRO HD 
方程 


В 1 = _ J Ls 
vA = ДА = 一 ve- S$ = y 


> 
这 里 А 和 中 满足 规范 条 件 

тзА+ф=в 
WAE <A IE А 和 中 依赖 于 了 和 q 的 解 可 表示 成 为 所 谓 延 迟 势 
WA: 


Аз, 0) = ale feu, 2 Rie)dv(x’) 
oe у= [rane эк 6с) вож) 


Жир R= [(x—=)+(x— x) 

的 E-M 状态 与 E，B ANAR È SAX. АИ 
性 的 . 试 确定 该 物质 的 热力 学 容许 的 本 构 方程 并 给 出 线 恢 本 构 方程 . 

10.9 各 疝 同居 弹性 电介质 本 构 地 依赖 于 电场 Ex, 应 变 张 量 Ек, MHR 
Ex&kL。 试 确定 热力 学 容许 的 线 姓 本 构 方 程 。 

10.10 试 求 出 在 (10,16.2) 中 出 现 的 物 奈 寞 最 与 在 第 10.15 节 中 给 出 的 机 
应 模 量 之 则 的 关系 . 

10.11 试 确定 一 个 弹性 电介质 圆柱 管 中 的 电场 。 此 管 的 表面 带 有 多 多 的 反 
号 电荷 该 管 承受 到 均匀 的 疆 向 拉 伸 。 使 用 非 线性 理论 . 

10.12 各 向 同姓 的 弹性 沙 球 壳 在 其 外 表面 带 有 常 值 电荷 分 布 ， 该 沉 承 受 均 
匀 具 压 的 作用 。 试 利用 非 线性 理论 确定 它 的 电场 和 应 力 场 。 

10.13 充满 水 银 的 : 管 绕 其 轴 作 勾 速 转动 。 此 管 承 受 一 个 在 其 表面 为 
零 的 轴 癌 磁场 的 作用 。 试 研 定 其 速度 场 和 磁场 . 

10.14 ЕН MHD 流体 的 Bemooli 方程 


Eure acest jie + Eae) 


51. 


-4 f (B. oB]. 49 


їйє AD. 

10.15 试 确定 MHD ЖИНДИ ЕДИЛИР ТЫШЫН. 这 是 在 彼此 以 相对 
常 值 速度 2V 运动 的 两 块 平行 板 之 间 发 生 的 流动 。 假定 流体 附着 在 板 上 ,而 
Еа ЫШ А 

ї®16( Ж) 研究 文献 并 写 出 一 篇 关于 MAD 冲击 波 的 文章 
лоо) 研究 文献 并 号 出 一 篇 关于 等 离子 动力 学 和 MAD 统计 力学 基 
HOXE. 

GEXO WAXES d iA REI RR AE 
10.19( 短 文 ) 研究 文献 并 写 出 一 篇 关于 记忆 祖 关 的 电磁 固体 的 文章 

ло, ОС) 研究 文献 并 与 出 一 篇 关于 非 局 部 电磁 国体 和 电磁 臣 次 散 的 文 
ж. 
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附录 A 矢量 微 积 分 


Al 矢量 函数 ,微分 


定义 , 则 矢量 函数 KO 也 就 被 明确 定义 , 亦 即 : 
(A1.1) ч) = ибо 
定义 2 uo) 关于 , 的 导数 可 用 与 函数 的 导数 相同 的 形式 

来 定义 , 亦 即 。 | 

qu lim чє + Ar) аб) _ lim Ац 

а т м мм At 
如 对 所 有 的 :国定 асо) ОД «ACAI Ce) 的 终端 描 出 
一 条 曲线 97 《图 Al.1)。 由 此 可 见 , 当 Ar 0 时 ,矢量 Am 一 
V(t 十 At) 一 RD 趋 近 000) 终点 的 切线 


al ALJ 
矢量 的 导数 可 用 它 的 分 量 的 导数 表示 为 
(А12) їч da i, 
4 ae 


容易 看 出 ， 我 们 可 以 直接 把 微分 学 的 知识 应 用 于 矢量 函数 
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аш), BOR RITES У REAR mo AE. 
分 量 表 示 式 可 以 很 简单 地 回 到 矢 景 形式 ， 例 如 ,我 们 可 以 证 明 


+ 
a a de 


4ч „4+ 


4 
Baty + 


d (ary) da Lu. 4+ 
d: d: 


— ca x y = 48 xv +u x 2 
di dt 


等 等 ,其 中 1 是 标量 函数 ， 

定义 3 如 果 在 空间 的 一 个 又 域内 ， 给 定 一 个 x 就 有 -一 个 叭 
т@р вине йе X ARRERA ШЕШ Kx. 

在 三 维 空间 中 ,我 们 有 

x= rà, (= 1, 2, 3) 

所 以 标量 函数 f(x) 是 三 个 变量 的 函数 Ка, xo m). 

一 个 矢量 变量 的 矢量 函数 u(x) 可 类 似 地 定义 ,对 于 它 可 以 
和 它 的 分 量 一 样 理解 , 亦 即 : 


(A1.3) a(x) = (хь 
两 个 或 更 多 个 矢量 的 矢量 函数 可 以 类 似 地 引 人 , 例 如 
(А14) а(х, у) 一 а(х, y), 


在 矢量 函数 的 研究 中 ， 经 常 出 现 一 些 线性 算 子 ， 这 里 ， 我 们 
在 直角 坐标 中 定义 这 些 算 子 ,它们 在 曲线 坐标 中 的 表达 式 在 附录 
C5 中 给 出 、 

定义 4 标量 函数 f(x) 的 梯度 定义 为 


(als) gradje LG, 
бх, 


定义 5 ХЕ a(x) 的 散 度 定义 为 


(AL6) diva = a 
j 
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定义 6 ”矢量 函数 a(x) 的 旋 度 定义 为 
(ALT) curlu = em C 5 
Ox; 
式 中 的 ¿k JE AAS ЖЖ ES Cem = eo = en es = 
一 em 一 一 em = 1, KRW ена = 0). 


如 果 我 们 形式 地 引入 算 子 
=ô 
(А1.8) У = і Ээ 
则 上 述 各 算 子 可 写 为 
grad f =a уў = i a 
(А19) diva=yeusi, u= au 
zy т) 


сии = V X u= ik, 


经 党 用 到 的 Laplace 算 子 定义 为 

а= div =- = i a #1 ү St 
(А110) vf= div gradf о BAY ack? oat 
A2 积分 定理 


在 这 里 ， 我 们 不 加 证 骨 地 给 出 矢量 分 析 的 两 个 重要 的 积分 定 
理 ?、 然 后 把 这 些 定理 推广 到 含有 间断 面 的 区 域 中 去 。 
定理 1 (Green-Gauss 定理 ) 


(А21) f divadv = фа е nda 
式 中 的 9 是 包围 体积 Y WAH. Tú п 是 受 某 些 正则 性 条 


件 约束 的 sf 的 单位 外 法 线 矢 量 《 参 见 Brand[1947, p.2181 或 
Kellogg[ 19291), 


定理 2 (Stokes 定理 ) 


1) RFEMG EAHA DMB SD Brandl 1947, AWD. 
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(А22) I КЛ < ndo = $A ар. 


式 中 的 n 是 以 有 向 边界 曲线 多 所 封闭 的 曲面 SZ 的 单位 法 矢 
E. % 的 正 向 是 这 样 选 取 的 ， 当 在 多 的 正 向 上 作 螺 旋转 动 时 
《 逆 时 针 方向 ), 使 右手 螺 话 的 前 进 方向 与 п 的 正 向 一 致 。 

当 包含 一 个 间断 曲面 ”时 ,通过 此 曲面 а 要 产生 一 个 
ВАСЕ А21), HJ (А21) 修正 为 


(A23) j. айлы» + j. [u]. nde = $... < nda, 


(Green-Gauss) 
4 (А2.2) 中 的 曲面 s“ 包含 一 条 间断 线 TH, 通过 此 曲线 4 有 
—1 BER CB A2.2)， 则 《A2.2) 修正 为 


(A2.4) |, ema. nda + J Аз .hds— ф Ace 


式 中 单位 切 矢 最 h 的 下 向 如 图 А22 所 示 。 这 里 以 粗 体 的 方 括 
号 斤 起 来 的 量 来 示 跳 变 ， 亦 即 这 个 量 在 间断 曲面 或 间断 曲线 的 正 
的 一 边 的 值 与 负 的 一 边 的 值 之 差 , 例如 
Сај = а? — a 

式 中 的 ч? 与 u- 分 别 是 ч 在 57 的 法 矢量 n HERRES 
时 的 值 与 从 п SRA sZ 时 的 值 。 同样 的 约定 也 适用 于 相 
БРИТ 7 ГАЈ, AT HEB (A23), {НЕ z ЯШ 0+ 
和 Y~ 上 应 用 Green-Gauss 定理 《A2.1)， 于 是 
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| divudy 一 | unde 
rt graat 


j. divudy 一 f wt! ndo 
BARNA, 


J divadz = Í u, nda 
yty” gtg- 


+f uta ntde + | u` + nde 
+ oo 


RER n+ 和 n" 分 别 是 ot 和 от 的 外 法 线 矢量 (图 A2.3) (R. 
我 们 有 


nt = —n = -n 


所 以 
{at wide + | w + nda = | (ио =u + nda 
= ~ (газ. ndo 


把 它 代 人前 面 的 表达 式 中 ,并 记 + 十 ~ HK a Y 
t ++ `= SF — с, 我们 就 得 到 CA2.3)3。 
AT HERG (A2.4), RAVE 〈A2.2》 弯 用 到 间 喷 曲线 两边 的 


“ARS 图 Aa 


1) 注意 ,在 (A23) 中 的 9-с 不 包含 PP 上 与 图 AL RR ARB ORS 
йа. 
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曲面 上 。 
| cutAsnda= | As dpa | At. dp 
= + jee 


{cuts nda =| A + dp + | A dpe 
, = r 
两 式 相 加 得 

f. eA + nda 一 |. A.ap 


+ 
+Í А+. dpt +Í A- dp" 
rt iyo 
但 在 r+ 和 Үс 上 我 们 有 (图 А24) 
dpt = —hds арг = hds 
所 以 
j А*. ар" +Í A- .dp- 一 ( (A-— At) has 
r + r 
= -Í ГАЈ. bds 
r 
把 此 式 代 人 前 面 的 表达 式 , 并 令 Ar и — v, @* 
二 多- = 4 — т, {ТИЙИШ (А24)5 
习题 
AL mm a = wxa, Ë = w xb, 试 证 明 
2 (axb) = wx(axb) 
利用 指标 求 和 约定 ,用 题 中 各 矢量 的 直角 分 量 表示 所 得 的 结果 、 
Аз 证 朋 , 在 三 维 空间 中 
© Perms = 5,54 — 0451, 
Nery = 255 


ey = 6 


Е 


ethenn a” = a! — ab + a — ahh + ght 一 ak 


ре 一 Y 仍然 表示 不 包含 7 与 Ф 的 两 个 交点 a Б, 
Ж 


As 展开 下 述 表达 式 : 
Pena итш" 


Аз StF 3x3 的 行列 式 , 试 证 


беа) = L ес" al at 
DD) ee 


如 果 deter) 是 a x n 的 行列 式 , 则 应 以 什么 样 的 表达 式 来 代 堆 上 式 ? 
Ао ”如果 行列 式 |s| 的 元 素 是 = 的 函数 ,证 朋 
A RAR of 的 余 因 子 。 
AT AARANE. ИШИЛИК: 
ylab), y- (au), ух (аа) 
У (ys), У: (ухш) у (ux) 
ух(ах»),‚ ух(ухч), va?) 
^^ ” 利 帮 指标 记 法 证 明 下 列 恒等式 : 
(a) ylab) = ays + bya 
(b) y (on) = ey uqu, ув 
(s) у. (аа) = ау u+ yoxa 
(d) var) ux(yxy) + тх(ухч) 
+ (азуу + (v. y)u 
(e) 9x( а) = (уш) — yu 
(Фу ух(ахт) = (reg) — реа) + чуем) 
— (ae ge 
AS шя r 是 一 个 点 的 矢 径 * 试 证 明 
Vo. ух[К уг] =o 
Ate 证 明 “，” 和 六 满足 Ku, v, о) 一 0 的 充分 必要 条 件 是 gw уох 
Ww =. 用 矢量 的 直角 分 量 来 天 示 后 一 裘 达 式 . 
Au MR а 是 个 常 矢量 ,证明 


$ adp 一 0， $ ax dp = 0 
< + 

式 中 的 4р = бла, € 是 个 闭 的 正则 曲线 . 

AR 在 球面 Y 上 计算 下 述 积分 


falsa, 和 
т we 
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REM p 是 点 在 9 上 的 点 的 矢 径 。 
A13 证 明 Green 定理 
{, (age 一 Vias)ado = f (aye — oyu). 4а 

讨论 这 个 定理 成 立 的 条 件 . 
Al14 对 下 列 情况 

(a) w = ash — zú, + хуй, 

(b) u= (s) т 
EFR F, о 一 1, > 上 计算 下 列 积分 : 

= {, (nxv) uda, 1, = | aywaq 

A15 WRT wit o 的 解 * 试 证 明 
1g fa 


1 1 СА 
= 一 yi iy А 
nk PE |а|, 


式 中 的 是 е 内 的 x 与 积分 点 之 间 的 距离 。 
Aw Ф Ream v 一 L SE 一 0 的 解 , 试 证 明 


anne 29, a a eal ard” 90е 


式 中 的 ” 是 由 7 内 部 的 点 = 到 9 上 的 积分 点 之 同 的 距离 , xa? ж 
示 沿 # MES GIR, IGS ЖК ЕЩ УВП, АР Кж, г) 


Ите. — 2) 


如 果 x 是 曲面 2 外 部 的 点 , 则 Ф(ж,:) = 0, 


яаа. 


附录 B 矢量 与 张 量 不 变量 


我 们 在 这 里 给 出 不 变量 理学 的 一 些 结论 ， 这 些 结论 在 构造 和 
量变 量 和 张 量变 量 的 标量 值 函数 矢量 信 和 函数 和 张 量 信函 数 的 本 
构 方程 时 是 有 用 的 。 我 们 只 考 臣 在 直角 参考 标 架 的 完全 正 交 变换 
群 下 保持 不 变 的 本 构 方程 。 

如 果 z, 是 一 组 直角 坐标 , 则 变换 


(ві) == Фат 
在 Ou 具有 性 质 
(B2) 007 = QQ = 1, detQ= +1 


时 ,确定 了 一 组 新 的 直角 坐标 z. 满足 (B2) КИЕВЕ Q KAE 
交 变 换 ， 所 有 正 交 变换 的 集合 构成 一 个 群 ， 这 就 是 完全 正 交 变换 
E. 行列 式 取 正 值 的 正 交 变换 的 集合 也 构成 一 个 群 ， 这 是 真正 交 
群 . 

在 坐标 变换 (B 1) F, ХЕ w 和 二 阶 张 量 4; 按 下 式 变 


换 

(вз) vi = Qam 

(84) Aii = QaQudu 
按 下 式 变换 的 任 一 轴 矢 量 ww; 

(85) ш; = Quam detQ 
可 用 一 个 代称 张 量 W; 来 代替 

свв) Wij = enta 


纤 称 张 量 的 变换 和 《〈B4) 一 样 。 
定义 l; RE v= l, 2，,… ,KK), 张 量 А„(# 一 1;2， 


Hv vo Ау, Ay We М) 
SER B Rk BL (ОД ЗБЕ Q FARE, MR 
"5и з 


(B7) o Aj, Wr) = CerQ) Gao, wW) 


яшдан, 
Wl 两 个 矢量 的 标 积 是 绝对 不 变量 ,我 们 有 
(B8) шю = Ойиий = Burr = иок 
Bl 2 Ж ИЕ AE E 
(В9) Ai = QuaQudu = budu = Ag = ПА 
@ 3 GH А 的 行列 式 是 绝对 不 变量 
(в10) Зе) = det(Oit@ir4tD = зо? det( Ayu) 一 dec Au 


不 变量 理论 的 主要 问题 就 在 于 确定 最 小 基 。 

矢量 值 函数 f MKB THAMES FRE A 
的 不 变性 
(ви) Elvas Аз, Wr) = Qf Cras Ар, Wr) 

Тоз, А», Wr) = QTC va, А Wr)Q” 
аА ЖЕШ AR BORE Д, BERR 
前 的 系数 是 自 变量 矢量 和 张 量 的 不 变量 的 函数 这 些 自 变 量 矢量 
和 和 张 量 的 乘积 称 为 和 T 的 生成 元 例如 ，T — TA) (这 里 

D ТМНК Н АНОН KAT ATR NS 
м. -—#җ® 
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的 下 和 А 部 是 对 称 的 ) 满 足 不 变性 
T(QAQ’) = QT(A)Q* 
则 它 具 有 形式 
Т= 51+ 4А + аА? 
式 中 的 aoa, 和 а, 是 不 变量 СА, ПА? r A: 的 函数 . 张 量 LA 
和 A жш Y 的 生成 元 , 

SHARD ERR, KPBS UKE 的 表示 由 
Wang[1969a,b,1970,19711,Smith [1970,1971,а,Ь] 以 及 其 他 作 
者 进行 了 研究 ， 在 Boehler [1977] 作 了 修正 后 ,两 者 的 表示 荐 要 
同 的 。 这 里 我 们 重 述 这 些 结果 ,对 多 项 式 不 变量 ,可 参阅 Eringen 
[1972] 中 由 Spencer 执笔 的 那 篇 论文 ， 


各 向 周 性 标量 值 ; 矢 量 值 和 张 量 值 函 数 的 表示 


WB. 对 称 张 量 A ЖШ у ЯКИ W 的 完整 的 
和 不 可 约 的 不 变量 组 


1. 依赖 于 一 个 变量 的 不 变量 


变 = | Ж®й 
А wu 
~ ЕЕ 
w tr W: 


н. ЖЕТ T3EBR03 AC 3EB Ek 1 以 外 ,还 有 


ж Ш 不 变量 

ALA: CAA, ЧАТА, САА 
“АТА! 

Ay v- Av, А? 

АЛУ «АЎ AW САРАМ 

vw wey 

vW -Wy 


W,,w, ALA 


an hp 
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38 5. CR 


HUL фа =1 REWARD EA 


= Ж 不 变量 

A An A, «А,А,А, 

AL ALY v. AAW 

Ат, v,- Азуу, - Аз, 

А.М, АЧУ М, ЧАМУ: АЗ, 

ALALW uA AW AAW, 
ЧАМАМ тА, AIW 

WWW, tW, W, W, 

Yuva W з Мем, + Wy, 

ЕА АЛАЧА А Wis 

Á,v,W v: AWv,v- Ау, т WAWY 


1V. ФАРИ USE PR HI 以 外 ， 还 有 


x E | ТТ" 

АА, | "САА, AAS 

Aye, W (AW — WA), 
WwW, т (W.W, - WW, 


表 В2 矢量 值 各 向 同性 函 教 的 生成 元 


上 ФТ ЕА ER E 


U 依 蛋 于 二 个 变量 的 生成 元 , 除 工 以 外 * 还 有 


£R >G 


Av Ay 
WaW 
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ж 92《 续 ) 


ш. 依 输 于 三 个 变 长 的 生成 元 , 除 U 以 外 * 还 有 


* = | 生成 元 

А Anv (A,A, — А,А)ут 
А | (WW, — WW 
А.у, l (AW 一 WA) 


表 B.3 对 称 各 向 局 性 张 量 值 函数 的 生成 元 


L. 不 依赖 于 变 重 的 生成 元 I 


п. ВР ЖЕРЕН Л OE T 以 外 * 还 有 


т Е ERE 
一 _| we Каи 
`v тб» 
w w: 
UL 依赖 于 二 个 变量 的 生成 元 , 除 П 以 外 ;还 有 
x oR 7 生成 元 ЕЕ 
А.А, h А.А. + ALA, ALA, + A,A, 
А.А; + AA, 
А.т "ФА + А.т, тА? + Aty 
АМ | AW — WA.WAW, 
| A'W _ WA:.WAW: — WAW 
vov nRT, + vBr, 
„W Wows, ZW + Wray 
WrQW'y + WirGWr 
WaW, W.W, + W,W,,W,W1 — WiW,, 
wiw, — Ww: 
V RATE 3 Ea: sk R N 以 外 还 有 
т = 生成 元 
АС -mgvD) — Сбт, — 


Мт, — жү 


Ж Ва SRS EM MERI 
Т. RP Гун: BRIT 
т a 生成 元 
w w 
П. Ро, 只 【以 外 * 还 有 
жож 生成 元 
ALA, A,A, — A,A, AIA, — А.А; 
А,А;- AIA, AAA? = А:А,А,. 
А,А,А}— ААА, 
Aw +@А+ — Ант, Аз — ANB. 
АКА" — AWQAY 
АЛУ AW + WAAW: WA 
W. ЗОМ» — МУУ OW -WirGv 
тл "Әз, — т», 
w,,w, W.W, — w,w, 
Ш. ЖЭР 8 OE RIE B U 以 外 ， 还 有 
т R 生成 元 
ААА, А,А,А,+ А,А,А, + AAA, ААА, 
— AAA, — AAA, 
A Ane AivBAr- А.А, 
+ VQCA,A, — AIADr (АА, — A,A, ov 
Avy, AE: — ут) + (vv, — BWIA 
КАА Ме. — v,@v.) + (v @v, vr IW 


习题 


Bi Б: A ADAPTERS X 21 一 入 特征 方程 定义 为 (A) = defar 
—A)=0. EM, (CA) 可 表 成 如 下 的 多 项 式 : 
HA) 一 deal — А) = td 


这 里 


а= tA, 


= 536. 


t- — Hanra + ЧА), 


== cua + At + Аз), 


A + аА + сз + atta + CA) 


= (—1)*detA, 
8: 试 证 Cayley-Hamilton 定理 
ҚА) = 0 
式 中 的 КА) = бем 一 А) AMM А 的 特征 方程 ， 
вз 试 证 *# 个 矢量 的 各 向 同性 标量 值 函数 的 函数 基 由 这 a 个 矢量 中 的 每 个 
矢 二 对 的 内 积 所 组 成 。 
提示 : 把 Qe.) = Ko.) 对 Q 微分 ,并 注意 到 Q 的 正 交 性 。 
Ве ”两 个 矩阵 А 和 B 的 整 基 可 证 明 为 
TÅ, trAr, (тА? «СВ, В" trBstrAB， 
rrAiB ,trAzB*,trABA:Bz,irA>BAB， 

这 里 所 列 出 的 不 变量 比 由 表 Bl 所 求 得 的 不 变量 多 了 两 个 ,为 什么 ? 
Bs 如 果 А 和 В 是 两 个 矩阵 ,确定 下 列 情况 下 的 整 基 ; 

G) A 和 B 是 对 称 的 ; 

(b) А 是 非 对 称 的 。B 是 对 称 的 ; 

《5) А 和 В 都 是 非 对 称 的 。 
Bo 确定 下 列 情况 的 标量 不 变量 : 

(Ca) 两 个 矢量 

(b) 一 个 矢量 和 一 个 对 称 张 量 

G) 一 个 矢量 和 二 个 对 称 张 量 
B7 ”作出 下 列 各 量 简化 为 x 3 的 对 称 的 半 各 向 同性 矩阵 多 项 式 : 

G) 三 个 矢量 ; 

(b) 一 个 矢量 和 两 个 对 称 的 3x 3 的 短 阵 ; 

(°) 两 个 矢量 和 一 个 对 称 的 x 3 的 矩阵 ; 

(d) 三 个 对 称 的 3x3 的 矩阵 . 
BGEO МЭХ УҢ рен Ымм 3x3 对 称 矩 阵 的 标 
二 不 变量 的 论文 。 
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RCE) 和 研究 文献 并 给 出 关于 RN 个 矢量 相对 个 3x3 Ж В. 
多 项 式 简化 的 文章 . 

BOC) 研究 文献 ,并 
殊 的 晶体 点 群 \ 例 如 六 角 晶 体 。 


Fe PAR SAREE EEE, 选取 一 个 特 
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附录 C Gk E 2 tf 


Cl 引言 


ERARE, Ж {ПИ A TET GE NOSES A ДА ib yE SE, 
力学 基本 方程 时 所 必要 的 张 量 分 析 的 一 个 简短 的 论述 。 尽 管 本 书 
中 所 斤 述 的 理论 是 以 直角 坐标 为 基础 的 ， 但 是 如 果 不 用 张 量 而 要 
把 汤 方 程 转换 为 曲线 坐标 仍然 是 件 非常 麻烦 的 工作 。 这 里 所 给 出 
的 沦 述 只 提供 为 完成 这 一 工作 所 需要 的 最 起 码 的 知识 。 对 于 场 方 
程 在 曲线 坐标 中 的 表示 不 感 兴趣 的 读者 ， 除 了 应 变 的 协调 条 件 
邹 ?, 可 以 不 必 学 习 这 一 附录 . А 

附录 和 A 中 关于 矢量 代数 和 矢量 分 析 的 准备 为 本 附录 提供 了 顺 
利 的 过 渡 条 件 ， 

张 量 是 矢量 概念 的 推广 。 它 为 以 系统 的 方式 表述 物理 定律 提 
供 了 一 个 有 力 的 工具 .此 外 ， 它 使 得 向 曲线 坐标 转换 成 为 一 件 简 
单 的 事情 ,因为 理论 可 以 提供 这 些 定律 的 各 种 推广 ， 

第 C2 节 中 介绍 了 曲线 坐标 ,同时 引 和 并 举例 说 明了 基 矢 量 
和 度量 张 量 。 第 C3 节 中 定义 了 张 量 ， HMB TRE 
Ж. 第 C 4 节 论 述 了 张 量 的 物理 分 量 ， 在 第 C 5 节 中 我 们 给 出 
了 张 量 分 析 的 一 个 说 明 ， 定 义 了 协 变 微分 ,微分 算 子 ,梯度 ， 散 度 
和 旋 度 的 概念 ,并 用 例子 作 了 说 明 。 在 推 时 肩 部 平衡 定律 中 起 重 
要 作用 的 Green-Gauss 积分 定 埋 和 Stokes 积分 定理 也 在 该 节 中 
介绍 .最 后 的 第 C6 节 给 出 了 推导 应 变 协 调 条 件 极为 重要 的 Rie 
mann-Christoffel 张 量 。 

关于 张 量 分 析 有 好 几 本 专著 (具有 不 同 的 难度 ), 对 初学 者 ,我 
们 推荐 Michal [1947], Sokolnikoff [1951] 和 Thomas [19611 


1) 第 1.14 HN TAR RT yE S p Be ЕЗ -MIR 对 无 限 小 应 
变 * 还 有 其 它 的 方法 :参阅 Sokolnikoff [1956, Art.10} 
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SiGe. 对 中 等 程度 的 读者 ， 我 们 推荐 Eisenhart [19261 以 及 
Synge 和 Schild [1949] 的 著作 。 较 高 水 平 的 读者 可 参看 Scho 
шеп [1951] 和 Yano [1957] 的 著作 ， 


C2 аё 


Ж zt, Z, z, Meth =1,2,3) 是 一 个 几何 点 的 直角 坐 
Hs thair, 或 CG 一 1,2,3) 是 三 个 变量 。 如 在 zt 与 < Z 
间 可 以 建立 一 个 对 应 关系 ， 则 我 们 就 说 在 zt 与 x: 之 间 存 在 一 
个 坐标 变换 ， 这 个 变换 可 以 用 三 个 函数 的 形式 来 表示 


(С2.1) ahem ahr! 2, аб) (k= 1, 2, 3) 
如 果 这 个 对 应 是 一 对 一 的 , 则 《C2.1) 存在 唯一 的 逆 ， 
(С2.2) xt — Аа, m, z’) (k = 1, 2, 3) 
如 果 雅 可 比 行列 式 

z дю Өш 

Әх ax ðr 

дг Br Or Өг“! 

(C2.3) J= da( $E) -| | 

Өт Oz Өш 

ðr Ө Be] 


则 可 以 证 明 , 在 zt 的 某 个 邻 域 中 ,唯一 的 道 是 存在 的 - 

对 于 e, z, z 的 一 组 确定 的 值 ， 变 换 (C2.1) 给 出 了 三 个 
不 想 重合 的 曲面, 称 为 曲线 坐标 曲面 ,它们 彼此 相交 于 一 个 具有 确 
EE r, =, z 的 点 P， 因 此 这 个 点 P 可 用 t ERIRE л 
称 为 的 曲线 些 标 〈 图 C2.1)， 曲 面 《C2.1) 中 的 任意 两 个 相交 
于 过 P 的 一 条 曲线 , 称 为 曲线 坐标 线 . 

i: GE. 圆柱 坐标 x* 与 直角 坐标 z 之 间 的 关系 定 
义 为 
(C2.4) z' == х'созх?, 2? = Fsinx z = m 
在 这 个 情况 下 的 雅 可 比 行列 式 / Ж 
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902.1 曲线 坐标 


солі ж sins 0 
J =з Deos б=т 
о Ü 1 
所 以 除了 在 x' = 0 以 外 ,(C2.4》 存 在 唯一 的 着 ,这 个 逆 是 
(C2.5) x= = GY + G), а? ate tan(2/z), x — ° 


ЗАБТ ” ЖЫЙНАК „ЖЧ x 轴 的 铝 垂 平面 和 垂直 
于 + 轴 的 平面 (图 C2.2). 
APERE p 具有 直角 坐标 zt, К), 

(C2.6) p 一 zt, 

LG = 1,2,3) 是 单位 直角 基 矢 。 对 角 位 置 上 重复 的 指标 〈 一 个 
上 标 , 一 个 下 标 ) 表 示 在 指标 的 值 域 Chm 1,2,3) LRE. 在 处 
理 曲 线 张 量 时 ,这 种 约定 比 附录 4 中 使 用 的 更 为 简单 。 然而 在 直 
角 坐 标 中 无 需 采 用 这 种 形式 的 求 和 约定 ,如 果 我 们 恶意 的 话 ,我 们 
可 以 把 上 标 都 放 公 下 标的 位 置 上 去 ， 


‚5+ 


асг REBAR 


BR ale, es r) 定义 为 
(c27) a = ОР. — 0871 


€ (027) 式 的 两 边 乘 以 ÎE, RETEA 


Oxt 
Oz" 
RAAB i, 一 样 ,曲线 坐标 基 矢 g SHAR, H 
(C2.7) 和 图 C2.2 可 知 ， 这 是 显然 的 。 对 于 圆柱 坐标 ,由 《C2.4) 
Al (C2.7) 我 们 得 到 
g: 一 《cos 妇 和 + (sin k, 
(C2.9) g: = —(Ç< sin х7), + (x cos х2) 
g = і 
无 限 小 矢量 dp 可 以 表 为 
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(С28) „— 


g; 


{C2 10) dp = ËP get = gidxt 
Bxt 


我 们 可 用 (C2.10) 来 计算 这 样 的 矢量 的 长 度 和 它们 中 任 两 个 
RAZ MAE. Gl, dp 的 弧 长 的 平方 de 可 由 下 式 求 得 
(C2.11) d? — dp - dp = (gdxt) + (шй!) 

= zu (x)axtax' 
这 里 
(C2.12) gu ay а= OF" E 5 


称 为 度量 张 量 .所 以 使 用 这 一 命名 的 原因 是 由于 4 gu 已 知 时 

可 用 它 来 计算 任意 一 个 矢量 的 长 度 和 任意 两 个 矢 景 之 间 的 夹 角 。 
一 般 情况 下 ,曲线 坐标 可 能 是 非 正 交 的 , 亦 即 ， 

(C2.13) Енево = 60560 BRI 

我 们 指出 ，gku OE (k = 1! 时) 是 曲线 华 标 正 交 的 充分 必要 条 件 . 
BER O) 可 用 下 列 九 个 方程 的 解 来 构造 


(C2.14) geg =a} 
Arp 8} Ж Kronecker 符号 。 可 以 证 明 ，(C2.14》 的 唯一 的 解 是 
(C2.15) at — eY (xg 


式 中 的 a* Ж gu TAA HBR T FPD 


{C2.16) #“(ху = — g = detgy 


Xf (C215) AR ш” 和 g, 的 标 积 ,我 们 得 出 
(C2.17) git Bt: ш”, at = бр 

对 于 圆柱 坐标 ,在 〈C2.12)》 和 (C2.16》 中 使 用 (C2.9) 式 ,我 
们 得 到 


1 0 0 
ће oo Gy 0 
0 0 а 


(C2.18) 


LELER 


al 5 0 


I oe 2 
liejo es 8 
0 0 1 
基 矢 g, 和 g* 的 大 小 分 别 为 
(C2.19) ГАЧА 


О КА КАТ, 这 个 约定 适用 于 全 节 。 

我 们 指出 ,在 圆柱 坐标 中 gu 一 gn 一 on 一 0。 所 以 这 些 坐 标 
是 正 交 的 。 但 我 们 有 gu = 1/8" — 1, gu = P GD, pa == 
1/8" = 1， 所 以 矢量 ш 和 g', g, 和 gr 的 大 小 都 是 1， 但 是 
g, 的 大 小 是 zt, ЇЙ g 的 大 小 是 Ys, 

可 以 利用 基 矢 景 g, 和 g* 把 任 一 矢量 v 用 它 的 平行 投影 来 
表示 。 于 是 我 们 可 写成 
(C2.20) v = vig = vg’ 

在 一 般 情况 下 ,局 一 矢量 v 的 分 量 ot 和 о, 并 不 相同 , 因为 g 
和 gt 不 一 定 是 单位 大 小 的 ,也 并 不 一 定 正 交 。 当 g, 是 直角 基 矢 
量 时 ,g* 也 是 ,所 以 ot 和 e, 之 间 就 没有 差别 了 。 但 在 曲线 坐标 
中 ,它们 是 不 同 的 ,实际 上 ,由 《C2.20) 对 ғ 和 g, 作 标 积 ,我 们 
求 得 

(C2.21) et = gtu, m = zur 

从 而 我 们 得 出 ,在 度量 张 量 gy 已 知 时 ,只 要 知道 vi 或 et 中 的 
任意 一 个 就 可 用 (C2.21) 来 确定 另外 一 个 。 这 个 过 程 就 是 通常 所 
RA ORE 


сз хинт 


定义 1 щй дб, гу BOREL, ПЕРА 
FERREIRA AR, | 
(C3.1) ФО), 07), er)) Sr", x) 
= b(x!',x1, x?) 
在 物体 点 上 的 温度 是 绝对 标量 。 
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Bx 2 E Ax) 和 和 ас) ЕН АТ 


P COPIE PINE E: 


(C3.2) Ажу 一 AK) oa GiB) 
(C33) ASAD E Фф 
x 
例如 ,微分 矢量 4х* 是 逆 变 矢量 ,办 为 根据 链 式 法 则 ，、 
a an DEE аут 
Ba” 


在 4" = de 了 时， 上 式 与 《C 3.2) 相同 ， 疾 似 地 ,标量 的 偏 导 数 
о 是 个 协 变 矢量 ,因为 


дф _ дф Өх" 
da"! Bx" Dxk 


它 与 《C3.3) 相同 。 
定义 3 RAYE), Aux) Ri 41) 291 称 为 二 阶 张 量 的 


(C3.4) AMC) = атк) OER = GEE) 
(сз) AGO — 40) BEE Oba 
CC3.6) 41) = de) 05 0. Све) 


这 些 张 量 的 例子 是 zt, гы 和 at, 

可 以 类 似 地 定义 高 阶 张 量 。 这 样 定义 的 标量 ， 矢 量 和 张 量 都 
称 为 绝对 的 。 现 在 我 们 来 定义 更 为 一 般 的 相对 张 量 ， 具 有 权 六 的 
相对 标量 ,相对 矢量 和 相对 张 量 用 类 似 于 上 述 形式 来 定义 ,只 要 在 


BRB ЗИНЕШ. det OF) уак рТ, Pin 
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дг 


a) 一 “g(x) 《相对 标量 ) 


(оз) -| баа) бт 《相对 协 变 矢量 ) 


Aia) 一 


ear) Gat aD 
Dk RARMHARRKETUENRAR BRT 
辣 阶 并 同型 的 张 量 ,例如 ， 
Cim == At + Bin 
乘法 NK Aa ТЕР УШИНТИН, ИИ, 
Cå = A,,B* 
TMR, УШШИЙ ЖЕТИ I ЕНОТ, ELAR, Am 和 
BY 分 别 是 二 阶 和 一 阶 的 。 所 以 СА 是 三 阶 的 ， 
缩 并 ”在 一 个 张 量 中 ,使 一 个 上 标 与 一 个 下 标 相等 ,我们 得 到 
一 个 和 ， 这 个 运算 称 为 编 并 ;全 如， 
Car 
HARA EO Et Lk, Ei RORE RAN. 
TRASA PE KAO ROA us, 


和 
AXt= ДХ" 
| х^ eee 


я 一 个 推论 是 : 如 果 a 和 В! LR emma 
Ж, Н Хи В BARE, MU X, 是 个 二 阶 的 协 变 张 量 。 如 果 
ХАА 是 不 变量 , 则 Хи 十 X, 是 个 二 阶 的 协 变 张 量 。 例 如 , 根 
ñ (C2.11), 我 们 有 
d? = кыйх*4х' 
这 时 左边 是 个 不 变量 ,而 dx* EMRE. TE zu 十 а RA 
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为 вы = ga) BD вы 是 个 二 阶 的 协 变 张 量 。 我 们 知道 , REE 
的 变换 为 
Өх" Ox" 


(C3.8) виб) = ви. (ж) Bt Ber 


FRR RA ze 和 gu 我 们 可 以 逢 起 和 降下 张 量 的 
指标 以 求 得 其 伴随 张 量 ,例如 ， 
A == "А 
AE = gi Are 
HOARE TORE, АЕ ТЕНИ IER 
的 水 平 位 置 这 个 点 在 书写 中 就 常 被 略 去 ， 因 此 At = А} 就 不 一 
定 与 AL — 4) 相同 。 重 复 升 标 过 程 ,可 把 4。。 的 两 个 指标 都 升 
起 来 
《C3.10) 一 
当 Au 对 称 时 ， 亦 妈 Аы = Ans MJ AV 亦 对 称 。 在 这 个 情况 
T. Al 一 4} ， 指 标的 相对 的 水 平 位 置 就 无 关 紧要 了 。 
指标 的 降落 可 用 z 以 类 似 的 过 程 来 实现 ,例如 ， 
А = А", AF gig AM 
Ay = нА = inl? = Ванн" 
从 而 我 们 看 到 ， 当 我 们 先 升 起 张 量 的 指标 可 得 到 一 个 伴随 张 
量 ， 再 对 这 个 张 量 实 行 降 标 ,就 回 到 原先 的 张 量 


(C39) 


(C3.11) 


Са 物理 分 量 


参考 于 基 矢 gx( 和 gt), KE u HAERES ( 协 变 ) ЗВ 
表示 为 
(С4.1) u= g, a= tig 
为 在 一 般 情 况 下 ，g# 和 g* 并 不 都 是 单位 大 小 的 ， 所 以 ut 和 
4 也 就 不 会 者 有 相同 的 物理 量 纲 。 例 如 , 当 а 是 位 移 矢 量 时 , 则 
它 的 量 岗 为 工 。 对 于 圆柱 坐标 ,有 

jal = Маз == 1, [el = Vz а Г Van— 1 

于 是 分 量 v 和 ww 的 量 纲 都 是 工 :但 e 的 量 纲 却 是 L/L = 1, 
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可 


因此 有 必要 寻求 矢量 和 张 量 的 物理 分 量 ， 取 矢 景 在 蕊 于 坐标 曲 组 
的 单位 矢量 上 的 平行 投影 就 可 以 得 到 物 埋 分 量 。 我 们 定义 矢量 
wt 的 物理 公 量 ио 为 


(C4.2) u= ube, 
e, 是 单位 矢量 , 它 定 义 为 
(C43) er = gi/ V гы 
ш (C41) Яп (C43), 我 们 得 出 
(C44) ч— vig, = Pe, 
thRD EA 
(C45) ш® matey ue HE 


Ert 

如 果 我 们 想 用 物理 分 量 来 表示 а, RATA RS ut 作 降 标 就 可 以 
得 到 
ао 
gu 
这 里 我 们 重新 使 用 了 求 和 记号 ,这 是 因为 指标 ¿ 重复 两 次 以 了 , 因 
而 会 混 活 求 和 约定 含义 的 缘故 。 

同样 可 以 用 矢量 在 g+ 的 单位 矢量 上 的 平行 投影 来 定义 矢量 
的 物理 分 量 。 为 了 和 惯例 一 致 ,我 们 总 是 取 位 于 a, 上 的 单位 矢量 
е. 

二 阶 和 更 高 阶 张 量 的 物理 分 量 克 用 它们 与 矢量 和 标量 的 关系 
来 得 到 。 在 在 正 交 坐标 中 ,会 产生 几 种 不 同型 式 的 物理 分 量 ， 在 
这 里 我 们 只 考 惠 在 正 交 举 标 中 的 二 阶 对 称 张 量 的 情况 .假设 二 阶 
RAKE и SEERE г 的 关系 为 

== бт 

RP п BERERE, RI (C45) 形式 的 表达 式 给 出 的 物 
FEVER и 和 n, HH 


£b 


Von 


m = Вуч = > Ek у= 


КШ 


TEA 


Ён 
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# = > РЫ Мав. а® 
‘ gu 
Ф 0 的 物理 分 量 db 可 以 定义 为 
(C4.6) aR = at Мам. 
4и 
如 果 举 标 是 正 交 的 
Bag = gas вы = б, kl 
ТІН ғы 是 对 称 的 , 则 我 们 可 以 容易 证 阴 


(C4.7) = E у вав = t Мам. 

V ragu Vtu 
H TIERE APR, ЯП/ BARAT ARK LAL, ESO Eringen[1962. 
p. 438] 中 所 给 出 的 讨论 。 


C 张 量 微 积分 


因为 直角 基 失 量 是 常 矢量 ,所 以 在 直角 坐标 中 矢量 п 的 偏 导 
数 可 由 下 式 求 得 ; 


; да Ce) _ Out 5 
1 az! дг’ РРА 


但 是 同样 的 偏 导 数 在 曲线 坐标 中 为 


ôn _ ба) _ Oat y, + (дщ 
ax! Әх! әх ® Ox 


为 此 需要 计算 а, 的 偏 导数 。 由 《C2.7), 我 们 可 以 算得 
ag д (z. )- дч" 


Bat asi oat") Sedat * 
用 (C2.8) 代替 i, RINGS 
Og: _ m 
(G5.1) ae { жї je- , 
AR 


> S496 


` т ozs | Ox 
(€5.2) { ki } Әла Os" 


称 为 第 二 类 Christoffel 符号 。 第 一 类 Christoffel 符号 也 经 常 
用 到 ， 它 们 定义 为 


(оззу Thm] = gael w } ж { н |= ты, т] 


利用 (C2.12), 我 们 可 以 证 明 


= 1 (84n д. Өй» Ogu 
(сз.4) Chl, т] = (Sle + б» — баш) 


WA Christoffel 符号 对 两 个 指标 来 说 是 对 称 的 
т т 

(с5.5) (е Al, m) = Uk, т] 

Christoffel 符号 不 是 张 量 。 

利用 (C2.15)， 我 们 还 可 得 到 


(05.6) a {i 
现在 我 们 用 = 1) TRGB енин. 
"i rf д de 
为 了 简单 ,我 们 可 以 写成 
(С5.7) = = ил. 
于 是 ,我 们 定义 矢量 的 协 变 导数 为 
(€5.8) = ar + rhe и 


类 似 地 ,对 а= xmg” 求 导 , 并 利用 〈C5.6), 我 们 得 到 协 变 矢 量 的 
协 变 导 数 
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所 以 
《c5.10》 „Өз ~ age 

在 直角 坐标 中 ， Christoffel 符号 为 零 ， 于 是 协 变 导 数 退 化 
о. 

递 变 矢量 的 协 变 导 数 是 个 二 阶 混合 张 量 、 协 变 矢量 的 协 变 导 
数 是 个 二 阶 协 变 张 量 ， 

在 圆柱 坐标 中 的 Christoffel 符号 和 逆 变 矢量 ut К 
H (С2.18),(С5.3) 和 《C5.8) Ж: 

[12,2]==121,2]=х'‚ [22, 11= —x 

(65.11) KARE LAL, m} 一 0 


121-5 {iter 


О КИ , 
(05.12) a= + ам w 十 1 w= OW 
дх' x! xt 


Ham сз Ch 1,2, 3) 
高 阶 张 重 的 协 变 偏 导 数 可 用 类 似 的 形式 定义 ,例如 ， 


ðA"! ky ra 
AY = CA { “+! } „ 
om Жї" + A 


cou aioe EL ра е 


4ш» = ‚к -{ „М+ -{ М ja. 


МЕ; ЖШ 


EUS Rss asar ИЕ, 
权 为 NN 的 相对 标量 由 ,相对 矢量 ot 和 相对 张 量 AP 的 协 变 
偏 导数 还 包含 一 个 附加 项 ,例如 ， 


oy = 02 - lk “аяк 


(65.14) ад = E +f" расм w“ ре ENRE) 


ТЫ оре а расме 


а" Im mr 
《相对 混合 张 量 ) 
对 z 和 8} RRS, RNA 
(С5.15) шн = gh = Oh, = 0 
这 就 是 Ricci 定理 .所 以 ,在 求 协 变 导 数 时 ， gug” 和 8! 不 
变 , 亦 即 ， 
Ah = бе” АЫ а 
(05:16) Ara Сан) = Bem At 
我 们 可 很 容易 得 出 
(ААН), = AS Bin 十 АВ, 
通过 求 导 可 以 证 明 一 个 很 有 用 的 结论 , 即 


(C5.17) Alvo] "h gm дешы 
M. 


这 个 结论 也 可 以 根据 《WV #), 一 0 的 Ricci 定理 ,利用 《C5.14) 


并 注意 到 W 8 是 权 为 1 的 相对 标量 来 得 出。 
绝对 标量 6 的 微分 算 子 梯度 ,绝对 矢量 A 的 微分 算 子 散 度 和 
旋 度 定义 为 


grado к= 96. gt 


(C5 18) div А = 4} 
curlA ка ct” A, ш, 
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om 


жа 


《C5.19) et 


Fi 
是 个 绝对 的 三 阶 张 量 , 它 称 为 上 符号 ,而 ¿u= 是 通常 的 置换 符号 ， 
以 后 要 用 到 协 变 的 s 符号 
(€5.20) Eum = емы E 
有 时 ,使 用 定义 为 
8 


C5.21 一 gt 一 一 
《 › у= ол 


WAT Y 是 很 方便 的 。 利用 它 我 们 可 以 证 明 
Ө* 


а = g 
grade = үф = g Bak 


divA њу. A= gt. (Aig) = gt ш Al 
8x* 


-4 = >= Bee) 
curlÀA= ç x A= gt э X (Ag) = gt X BAe 
、 = et” Anngk 
divA 的 最 后 一 个 等 式 可 求 得 如 下 : 
а, -+ k ja: _ 4 + at Os V z) 


дх* k m. Ox* 
= 1 EAr 
Te ie (VB A) 
这 里 我 们 已 使 用 了 《C5.17)， 在 曲线 坐标 中 的 Laplace 算 子 V 
为 
2 А = ð д‹ 
(C5.23) Vi = divgrady = (z 56) = git (2), 
= LOY Sage Ob 
Ja Beh У" 88) 
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在 正 交 曲线 坐标 中 ,这 些 算 子 的 表达 式 是 ; 
dè — габах) + galds Y + саа) 


bay = 4 R 一 Laker £= аву 
за 
гус öga fk 8 
©5.24 = L la 一 -2 (tog Ven) 
сн ы 2g, ӧл!’ Lat д! “ 
Миым | Н Со! 
т 
1 9% L It, 


div4 = (usa) a| BY ашыл 
Өх! 
+ 26S ested) + ua] 
(C525) curlA = (гыз | 256/20) — RV en) Je 
ae Е 
sald А РЧ 
+ Саи 2 а) — E e4 |а 
-al аи д ¿Z дш! 
+ (gug2) 2 КУГУ _ туе Dyes 
1g -iaj 9 (V gua дф 
Vb = (алаға) [24 Ven 2%) 


ае 8) бе ый] 


DEER (7, 0, z) 用 直角 坐标 а* 定义 为 [我 们 用 r= r, 


A & A, Д® ча As, А = Ay) 


zt = rcos0; z = rsin8, х = z 


dř = dr + rd? + dz 


k= gr вы Pal, 
& 
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2 1 21 i fi 
{2} ah? {at 一 * 记 有 其 它 的 
(C5.26) grado = ae + L pen + abe, 
divA = L Š (леу L 9⁄4, 4 84, 
r Az 
IA —(1 84, _ Aoje + (04 
cur! б: 4 Je +(%4 
1 a 1 дА, 
+ бд i уе 


w= 9% 1 Ob, 1069 0% 
V+ 


BRAG Cr, Ө, p) EA: 《图 C5.1) 


_ 94 


Өг 


y. 


WCs. кф 


+355 = 


t= rsindcosp, л = rsin siap, а? = rcos@ 


1 1 ， 
8u = g" = 1, gu r, g = = rising 
> 


m 
gum OCR > D 
lat =r, ‘Pate sin’, { = 1 


{= 一 singcose， {ihe 1 


L }- cord, 其 它 所 有 的 {i} =o 


» 


дф 1 аф 1 даф 
05,27) айф Se + 1 ӨФ + 8 
(05.27) srad = Бе + оре, raind öp 


dvd — 18 иду 1 2 asing 
iv КЕН CA) + —— ogl віл 0) 


n 


+ 1 Ody 
rand Op 
1 fa А әд 
1А = 了 _ 84% 
our malg (Ae sind) — сә le 
184, 1 8 
+| 1 64 1 90 
Perk: r 04е 
+ L| Ziran — 84). 
r lar 
а 19 (pôt) 1 2 aing E 
ven aa ( or) дур # (= 28) 
_1_ ë$ 
ram Өф 
矢量 分 析 的 Green-Gauss 定理 和 Stokes 定理 可 表示 为 : 
(C5.28) |, divade + Í [aJ ,man 


= $, a: nda(Green-Gauss) 
Ра 


+556 


(C5.29) j cad 有 A + nda + | ГАЇ: hds = $ A: dp 
2 А МЕ 


(Stokes) 
《C5.28》 中 的 n 是 体积 2 HAARE SZ NERS, Mi 
(05.29) 中 的 п RAM AHR € 所 围 成 的 开 曲面 S 的 法 
RRE, € 的 正方 向 是 道 时 针 的 ， 亦 即 ， 当 沿 97 的 正 向 转动 
时 ,右手 螺旋 的 前 进 方向 是 n 的 正 向 ， 上 述 的 定理 是 对 包含 一 个 
THT 的 区 域 2 + SZ 给 出 的 。 在 Stokes 定理 中 的 ?是 


这 个 间断 曲面 与 S“ 的 交 线 。 曲 面 与 曲线 的 指向 示 于 图 C5.2 和 
C5.3 rh. 


by C5.2 图 C5.3 
前 面 的 方程 可 用 分 量 形式 写 为 
(C5.30) |, Bow Fue + | 


-和 


(€5.31) | вч Атда + | L Ads -$ ҮР 
РЕ 小 ‚+ 


C6 Riemann-Christoffel 曲率 张 量 


限 据 微 积分 学 的 定理 ， 混 合 偏 导 数 的 次 序 是 无 关 重 要 的 ， 亦 
й, 
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ae _ Өф 

Əz@x, Әх, . 
在 这 里 ， 自 然 要 提出 一 个 问题 :在 什 ob FB Rt рад 
导数 是 可 交换 的 ? 例如 ,对 于 协 变 矢量 4, 什么 时 候 我 们 可 以 写 


成 


Akim "= Аны 
为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 把 这 个 方程 两 边 的 表达 式 写 出 来 ,然后 或 
它们 两 式 的 差 。 RATA 


(свл) Аалы fy ja 
从 而 


(Сел) Aus" Abin ~ | К И ја. 


一 ы + {md ара 
+Í, M М ja, 


交换 指标 1 ЯШ mm， 并 把 所 得 结果 从 〈C6.2) 减 去 , 则 得 
(C6.3) Atim 一 Аът 一 Вуй, { 
这 里 


(C6.4) Rim = ы], _ fa j. + Н И! 一 {iH 下 


显然 它 是 个 一 阶 逆 变 和 三 阶 协 变 的 四 阶 张 和 其 。 这 个 张 重 称 为 Rie 
mann-Christoffel $É. BR, Ru, 与 4, 的 选择 无 关 , 而 且 
它 只 是 由 度量 张 量 su WEN SARE RA, 
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为 了 区 别 于 用 其 它 可 以 用 来 作为 度量 的 二 阶 张 量 形成 的 
Riemann-Christoffel ЗЕЙ, ГИС RY. 

现在 显然 有 
Riemann- сакоа ЖЕЉЕ. ДТТ 

利用 下 降 逆 变 指标 的 方法 ， 我 们 可 得 到 一 个 称 之 为 曲率 张 盘 
的 四 阶 协 变 张 量 ， 


(C65) Retna = gtrRime = Feimin + Rimta — Beata — Э) 


++ (ит, sitkn, r] — Lin, slikm, r1) 

可 以 用 类 侯 的 方法 把 《C6.5》 推 广 到 高 阶 张 量 ， 例 如 ， 
(C66) Линь — Atram = Кн + Ааа 
张 最 RL. MIKE Rene 都 具有 一 些 对 称 特 些 ， 可 以 证 明 , EN 
维 空间 中 Rum 有 МСА? 一 1)112 个 非 零 分 量 。 在 三 维 空 Bj 
中 ， 非 零 的 分 量 是 Кип, Ras Ёш, Rows Rs Rane EDES 间 
中 只 有 一 个 非 老 分量 Roe. 

对 Rh。 取 协 变 导数 ,然后 利用 《C5.13) 和 《C6.4), 我 们 可 
以 证 明 
Risa, 十 ВКл + КА 0 
«сєз Russ + Retain 十 Russ a = 0 
这 些 就 是 Bianchi 恒等式 。 

Riemann-Christoffel 张 量 是 空间 曲率 的 说 量 。 因 此 , 当 这 个 
a зато, 就 称 这 个 空间 是 平坦 的 。 大 Euclide 


TETAAN, 
习题 
1 WARTE = SHAM = 之 间 的 关系 为 
EO 
жау 是 常数 ， 
(a> БН Beh WRG 
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O) Бажа; 
(<) 试用 矢量 的 张 量 分 量 表 示 撩 量 的 物理 分 量 。 
2 长 球面 坐标 = 与 直角 坐标 ze 之 上 的 关系 证 义 为 
at = afa) LL Се р esas, 
То И (её sin, 
а> аж aay? 
СТА 
G) 试 绘 出 坐标 曲面 和 坐标 曲线 ; 
《b) Rie AE ER 
(e) RRA REY E ЛЕНКА BW RAR, 
3 PRR ERK (BOLI 1. )、 试 六 下 让 各 二 的 变换 
规律 的 显 式 : 
G) ARRE 
O) 纺 对 二 阶 张 量 ; 
《5) 权 为 1 的 相对 二 阶 张 量 ， 
4 试 给 出 国标 坐标 变换 成 长 球 而 坐标 时 ，。 绝 对 矢量 和 绝对 二 阶 张 呈 的 变换 
жш, 
5 НАОСА СӘ МИ A А ЫЕ ШУЫША Я. 
6 АЖЕП АЕК S EE ORT RAR) а ZA 
的 关系 ， 
? EEEE (75802) 中 绝对 二 阶 张 量 © ЫЕ А 


у 0 ° 
teti -|: 1 -K fess 
0 —Kri Rt. 
BRIA IE BE CER td MH AIK E, 
B AUR tm EPMO, АШ забы) ERA 2 的 不 变量 。 关于 
这 一 点 ,我 们 对 GN 能 得 出 什么 结论 ? 
9 а i 是 个 绝对 张 明 。 试 证 det ea.) 的 各 余 因 子 都 是 权 为 2 的 相对 缚 
R. 
10 Ж ab. BS ЧЕКИ KEANE 
kat agb арок) 
[abe |) = ы ъъ md 


kan саб ce 


6560 + 


їз 如 果 ABRO ЖЕЕ ER. H х. WE 
XA ATBP 一 ct 
“ 斌 证 Xt, Ab} opie Aho ip Met ВЕ. 
12 ЙЕНЕ "Fo cas 分 别 是 权 为 +1 和 权 为 —1 ВОН. 
з 人 不 证 明和 由 下 列 各 式 定 义 的 Kronecker 符号 都 是 绝对 张 量 。 


(= e ика бүт =L sa 
Bin "css OU бул, бу = 


FEE FUER: 


о s, a 
ышы 
ер а 04 ‚а 


1+ 如 果 et ОЛЕ RIE 

mu = ск" 
是 要 为 一 1 的 反 称 二 阶 张 量 . 试 从 上 式 中 解 昌 w"。 
15 ВИХ t 与 直角 坐标 之 间 的 关系 定义 为 


к = sinhe' cos 2? ‚_ явіла? sin ef 
Сох! 一 cos x? coshx! — case” 
, asin zi 
ots, ов 
совр х) — cosg 


Са) 试 确定 基 矢 量 和 度量 张 量 ; 

《pb》 试 求 第 一 类 和 第 二 类 Christoffe! 符号 的 分 量 ; 

(e) 试 确定 逆 变 矢量 的 协 变 导数 的 显 式 。 
16 试 求 抛物 柱 面 坐 标的 Cheistoffel 符号 
17” 试 把 在 长 球面 坐标 中 权 为 1 的 逆 变 矢量 的 协 变 导数 表示 出 来 ， 
48 试 求 在 下 列 坐 标 之 一 中 的 线性 算 子 梯度 , 散 度 ,普度 以 及 Laplace 算 子 的 
REA: 

(а) 抛物 柱 面 坐标 ; 

(b) 长 球面 坐标 ; 

(e) ийе. | 
19 试 在 习题 RKE ERZ ДЕ s 的 分 重 ， 这 
F, v = W(x, +) ARERR, x= xz(X, +) BT X 的 运动 方程 。 
20 ATE A 18 所 述 的 三 种 坐标 之 一 中 用 v 的 物理 分 量 表示 旋 度 w = v x 
+ 的 分 量 。 
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21 用 Gauss Жз АКАНИН s 的 方程 为 


stm rtu, a), (k= 1,2,3) 


这 里 ** BER MGR, ua = 1, 2) tbis 上 的 Gauss 坐标 . 


G) RR s LARK, 
O) RR s EARTE AZERA A, 
(e) 试 计算 s 的 面 元 。 
22 HAT s 上 的 驱 长 可 用 下 式 计 算 : 
dst = об ut, Wr duty? 
式 中 sss BS EMRE RKB. 
G) BOR Sah Riemann 张 量 R... 
Ф) WPF RF ЖЕ CAO E 
xt ч ui cosut, а? = мтап ат, 2 = Ma?) 
= Кыз ш fo 
ES qay UE (TYT 
13 ОЖ ta 表示 的 于 Riawsfdet(aos) 的 表达 式 。 
!4 ”如果 о 是 曲面 5 的 法 线 矢量 > 试 证 
das dr = —b,pdu dut 
А Ц 
(ва. or, до a) 


ъ= — Ц ar + е, 
ASI Bwe Ou t Dw Owe 


КИЕ ba 与 习题 24 中 给 出 的 相同 , 试 证 
(а) bag > theses 
(b) af, 一 —aF bs xt 
(6) basm = 一 bor 0 
(4) boabor 一 borden = К, 


26 (KIX) 研究 文献 并 给 出 在 下 列 坐标 系 之 一 中 的 稀 度 ， 


Laplace 算 子 和 加 速度 + 的 表达 式 ; 
(a) BRERA: 
《b) 椭 球 坐标 系 ; 
(e) 双 极 坐标 系 ; 
(4) 圆锥 坐标 系 3 
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(Wcingartea) 
(Codaz2i) 
(Gauss) 
BE RE, 


пө) Bm Ей А: 

СО ЕКА 
ЛОНХ) 研究 文献 并 给 出 天 重 和 张 量 的 Lie 导数 的 论述 。 
OTR) 研究 文献 并 简 述 Einen 引 太 理论 . 
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